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L3} VAW

----- VIUANAMARAAL

Extrait dune Lettre de M. Wantzer ¢ M. LioUVILLE.

« Je me suis occupé de nouveau de la question d’Analyse qui a
pour but de déterminer la figure d’équilibre d’'une masse fluide sou-
mise aux attractions de ses particules et animée d’'une vitesse cons-
tante de rotation, lorsqu'on suppose cette figure peu différente de la
sphere. Je crois avoir levé 'objection que vous avez faite a Ja seconde
méthode de Laplace dans le tome I du Journal de Mathématiques
(juin 1837), ou plutdt avoir rendu cette méthode rigoureuse par une
légere modification.

» L'équation 4 laquelle il faut satisfaire peut se mettre sous la
forme

(A) éde—aﬁT/:rY’dpdq’sinp—%g(x—,u’)-f—C:o,

en conservant les notations du Mémoire précité.
On peut la différentier trois fois par rapport a x et écrire

T[T /e ‘ (2 a‘’yY _ d"Y') _
ﬁf; dpdq'sinp cos®p S35 — @) =©
. d3Y . < g
toutes les fois que 7= e devient infini pour aucune valeur de 4 :

. Y
I'on conclut alors rigoureusement que a7 = ©» et, par suite,

Y = l4 mu 4= npt.
» Supposons que % puisse devenir infini pour une valeur % atir;.

k
., == d’Y . < .
buée 4 u, le produit e (*—? 7= Sera toujours 1infiniment petit

pour des valeurs de o trés voisines de %, quelle que soit la quantité
positive k. Le premier membre de I'équation (A) peut étre considére
comme la limite de I'expression

o siop T Vst p— V) gtu—ue,

lorsque & tend vers zéro.
Tome 1V. ~ Avar 183g. 26
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En effet, la différence entre ces deux expressions est égale a I'in-

tégrale
k
[ it inp (s — 5]

qui peut étre rendue aussi petite que 'on voudra en prenant £ suffi-
k

samment petit, puisque 1 — e (#'— " est toujours infiniment petit,
excepté pour les éléments ot (u' — A)* n’est pas plus grand que &
dont la somme est proportionnelle 2 une puissance fractionnaire de k.
Ainsi la fonction de w et k représentée par (B) est infiniment petite
en méme temps que k, quelle que soit la valeur de . Si on la diffé-
rentie trois fois par rapport a w, on obtient une expression qu'on
peut metire sous la forme

(G a,fo'i['o%dpdq’sinpc(,slp(%% _ 3—;};)3@4_?"1:? ,

et qui jouit de la méme propriété, puisque d’ailleurs c’est une fonc-
tion finie et continue de . Substituons 22—k el 2k a la place
&Y
3;}
quantité: en attribuant a u la valeur correspondante, I'expression C
deviendra

et soit H la plus grande valeur que prend alors cette

de p dans

" ok
(D) aﬁ‘f;ﬁﬂ deq’sinpcos‘p-(g H—% Rtrad

Tous les éléments de cette intégrale qui correspondent a des valeurs
de u' comprises entre h— k et k- k seront insensibles puisque le

4

k
— e 3 . .
roduite *'—h)" d—l,(. est infiniment petit entre ces limites. Les autres
P a p

éléments sont tous de méme signe que H et leur somme est nécessai-
rement finie, puisque g’ passe par toutes les valeurs comprises entre
—1 et 41, quelle que soit la valeur de x« en vertu de la relation
p' == p cos* p—sin® p cos ¢'. Ainsi Pexpression (D) a toujours une
valeur figie, si petit que soit k, et-ne peut par conséquent devenir
infiniment petit en méme temps que £, 4 moins que H ne le de-

. — FY . . .
vienne lui-méme, en sorte que Z e saurait étre infini pour u=Ah.



PURES ET APPLIQUEES. 18y

» La démonstration se ferait de la méme maniére si 'on supposait
a3y, . . . '
que = pht devenir infini pour unnombre quelconquede valeurs de .

» Dans l'exemple que vous avez présenté pour rendre palpable
I'inexactitude du raisonnement de Laplace, on ne pourrait appliquer
la méthode précédente. En effet, le premier membre de 'équation

/; ' ,13[:_2 o™ (xx) — @ (a.z-)] de— o

a laquelle on est conduit, peut étre considéré comme la limite de
T'expression

.[: 6_243[% dn(x) — (Pm(dx)]dd,.

Or, dans cette intégrale ax ne peut prendre que des valeurs infé-

rieures 4 x, en sorte que l'intégrale est infiniment petite quand on

attribue 3 2 une valeur trés petite, lors méme que ¢ (o) est infini.
» Mais on ne pourrait trouver d’intégrale de la forme

[ tmo@) — 0@ ¥ (@)

qui pht &tre nulle, quel que soit x, sans que @(x)=o0, si la diffé-
rence @ — b des limites ne devient nulle pour aucune valeur de x.
Nous supposons naturellement que m est > 1 et que N (x) est
constamment positif.

On pourrait encore démontrer d’une autre maniére que équa-

tion (A) ne peut étre satisfaite que par une valeur de la forme

I 4+ mp—~+ nu*. Silon pose Y = — :—655 u*~+Z, ce qui ramene l'é-

quation (A) a celle-ci:
®  dnZ— [ Zdpdgsinp+C=o;
il suffit de différentier une fois par rapport & g pour obtenir 'équation

[ dpdy cost psinp (4 — G) = o,

24. .
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4

qui ne peut étre satisfaite 2 moins que 327 , e soit constamment égal

]

a sa plus grande valeur, en sorte que Z = I + mpu.
. dZ . . e .
» Sil'on suppose que % devienne infini pour =%, on peut iatro-

. 4 — h 2 . ’ 2
duire alors le facteur ,‘_'(_—"(Fﬁ et raisonner comme précédem-

ment. En effet, ce facteur tend vers I'unité en méme temps que £
converge vers zéro; et de plus, (u' — ) % est plus petit que la
différence entre les valeurs de Z correspondantes 4 x' et 4 &, quand

(=t
) k(o — B)* du’
infiniment petit en méme temps que w'— k&, lors méme que la
fonction Z n’est pas continue. On démontre donc, a I'aide de ce fac-

u’ est tres voisin de %, en sorte que le produit est

. . . dz . . .
teur, qu’il est impossible de supposeraZ infini, comme on la fait

k
pour % en employant le facteur e *'— 5", 5

18 février 183q.
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