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OBSERVATIONS

Sur un Mémoire de M. Lisn1, relatif & la Théorie de la
Chaleur ;

Par Josern LIOUVILLE.

{ Présentées 4 '"Académie des Sciences le 19 février 1838.)

Je me suis occupé depuis quelque lemps de la recherche des lois
générales du mouvement de la chaleur dans une armille, en suppo-
sant la chaleur spécifique, la conductibilité intéricure et le pouvoir
émissif variables d'un point a l'autre, et méme variables pour chaque
point déterminé en raison des températures différentes que ce point
doit prendre successivement. Jespere étre en mesure de soumettre
bientdt au jugement de 'Académie les résultats de mon travail. Mais,
avant de le terminer, j'ai di lire les Mémoires que 'on a déja publiés
sur ce sujet et spécialement celni que M. Libri a fait imprimer 2 Flo-
rence en 1829 et a Berlin en 1831, dansle Journal de M. Crelle (t. VII,
p- 116). Cette double (*) publication étant & mes yeux une garantie du
soin que I'auteur a mis 2 revoir son-analyse, présentée plusieurs années
auparavant a celte Académie, j'ai di Vexaminer avec attention.
M. Libri annonce d’ailleurs dans sa préface qu'll a trouvé et qu’il déve-
loppera une méthode nouvelle d’approximation, et I'on sent quelle
importance les géométres doivent attacher aux méthodes de ce genre

(*) Cest triple qu’il faut lire, car une premiére édition du méme mémoire a paru
3 Pise en 1821.
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qui sont pour ainsi dire seules applicables dans les problemes de Mé-
canique céleste et de Physique mathématique. Mais quel n’a pas été
mon étonnement quand j'ai reconnu que les formules données par
M. Libri sont inexactes et que le principe général sur lequel il s'appuie
est inadmissible.

L’équation différentielle de M. Libri differe de celle que Fourier a
employée lorsqu’il a résolu pour la premitre fois le probleme de
Parmille. La raison en est simple. M. Libri rejette la loi de refroidis-
sement connue sous le nom de loi de Newton, et il y substitue la lot
exacte donnée par MM. Dulong et Petit. Outic les termes ordinaires,
son équation contient ainsi un terme qui exprime la différence entre
laloi de MM. Dulong et Petit et celle de Newton. Ce terme est multi-
plié par un trés petit coefficient J' dont M. Libri néglige le carré et
les puissances supérieures, au moins a une premicre approximation.

Cela étant, la valeur compléte de la température doit étre composée
de deux parties, 'une indépendante de J', Vautre multipliée par d'.
L'équation du probleme se décompose en effet en deux autres qui
doivent servir 2 déterminer ces deux parties. L’intégration dont elles
dépendent étant effectuée, il faut ensuite, 4 I'aide des constantes arhi-
traires que cette intégration introduit, représenter I'état initial des
températures , c'est-a-dire 'état des températures des points de I'ar-
mille 4 I'époque ou le refroidissement commence : cet état initial ne
dépend en aucune mani¢re du petit coefficient J' par rapport auquel
on ordoune approximation; il resterait encore le méme si & était nui
et la loi de Newton rigoureuse. Par conséquent I'état initial doit s’ex~
primer a l'aide de la partie de la température qui est indépendante de
d': celle que &' multiplie doit se réduire & zéro a lorigine du refroi-
dissement. :

Les raisonnements précédents nous font connaitre la valeur initiale
de chacune des deux parties dont la température sc compose, et tous
ceux qui ont l'habitude de I'analyse sentent bien que le probleme
n'offre plus maintenant aucune difficulté. La méthode que nous ve-
nons d’indiquer est d’ailleurs familiére aux géométres. Cest d’elle,
par exemple, qu’ils font usage pour résoudre le probléme du pendule
qui se meut dans un milieu résistant comme le carré de la vitesse.
Nous n’avons pas besoin d'ajouter ici que I'équation différentielle qui
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détermine la partie de_ la température indépendanle de J' doit étre
intégree completement puxsqu ‘elle doit servir seule & représenter
I'état initial des températures qui est tout-a-fait arbitraire.

La solution que je viens d’indiquer n’est pas celle de M, Libri. Celle
que M. Libri a donnée differe précisément de la nodtre en ce que
Pauteur juge suffisant de prendre une valeur particuliéredela partie in-
dépendante de J'. Pour représenter I'état initial, il se sert des constantes
arbitraires contenues dans les termes multipliés par J'. Nous ne pen-
sons pas quaucun gcéometre puisse jamais admetire cette théorie.
Si M. Libri ordonne I'approximation par rapport aux puiséances de J,
en négligeant le carré et les puissances supérieures de 4", cela tient sans
doute a ce qu'il regarde les termes de la série en J' comme décroissant
tres rapidement, en sorte que chacun d'eux est trés petit par rapport
aux précédents. Comment donc peut-il esperer de représenter I'état ini-
tial, qui est arbitraire et indépendant de ', & l'aide des termes tres
petits qui ont J' pour coefficient ? N'est-ce pas & peu prés comme si les
astronomes essayaient de représenter le mouvement elliptique des
planétes i l'aide des seuls effets produits par leurs perturbations ?

Voici les propres paroles de l'auteur : il est nécessaire de les faire
connaitre avant d’aller plus loin.

« Cependant, si au lieu d’intégrer complétement la premiére des
» équations linéaires que nous avons. obtenues, pour prendre des inté-
» grales particulicres des autres, comme on le fait pour les équations
» différentielles ordinaires, on commence par prendre des intégrales
» particuliéres des premiéres équations que Fon veut considérer, et
» que l'on n’intégre complétement que celle a laquelle on veut arréter
» Vapproximation, on obtiendra le nombre de fonctions arbitraires
» qui est nécessaire pour satisfaire a toutes les conditions du probléme,
» et on sera assuré , comme on le démontre directement , de pouvoir
» éviter toujours les arcs de cercle. Nous avons effeetué le calcul que
» nous venons d'indrquer, sur les deux premiéres équations linéaires
» que fournit le probleme , et nous avons trouvé une formule qui se
» compose de celle que M. Fourier avait déja donnéc, et d’'un terme
» de correction multiplié¢ par une petite quantité. En embrassant
» un plus grand nombre d’équations, on trouverait la méme expres-
» sion, plus des iermes multipliés par les puissances ascendantes de la



PURES ET APPLIQUEELS. 3H5

» petite quantité par rapport & laquelle on a développé. La méthode
» que nous venons d’exposer peut s’appliquer & l'intégration par
» approximation d'une classe assez étendue d’équations aux différen-
» tielles partielles ; mais ces recherches ne sauraient irouver place ici,
» et elles formeront le sujet d'un mémoire particulier. »

A la lecture de ce passage on va sans doute demander commment,
apres avoir négligé, a Yexception d’un scul, tous les termes indé-
pendants de &', 'auteur finit par retrouver la formule méme de Fou-
rier augmentée seulement d’une petite quantité qui la corrige. Cela
tient 4 une nouvelle faute qui s'est glissée dans son analyse. Ne
pouvant en effet représenter 2 l'aide de termes qui ont J' pour fac-
teur Pétat initial ou J' n’entre pas, I'auteur a supprimé ce facteur d'en
le fondunt pour ainsi dire dans les constantes arbitraires introduites
par lintégration. Mais par la il a détruit la subordination établic
entre les deux parties dont I'ensemble compose la valeur de la tempé-
rature ; 1l a fait rentrer dans la premicre une poriion de la seconde
dontil négligeait tout-a-'heure le carré : en un mot sa formule ne peut
devenir propre i représenter I'état initial sans cesser en méme temps
de salisfaire a I'équation différentielle du probleme.

Au reste, sans pousser plus loin une discussion que la double erreur
commise par M. Libri rendrait 4 la fin trop minutieuse, je dirai qu’au
premier coup d'ceil jeté sur la formule on peut reconnaitre quelle
est inexacte. Son terme de correction est en effet une exponentielle
dont I'exposant n'est pas déterminé (*). Cet exposant peut prendre
différentes valeurs suivant qu'il a plu a l'auteur de choisir pour la

(*) En omettant un facteur fonction de l'abscisse seulement , Pexponentielle
- (b + ﬂl) t

dont nous parlons est de la forme e ™/, ou t désigne le temps et r le
rayon de V'armille : a et & sont des quantités connues, tandis que m représente un
nowmbre entier dont la valeur n’est pas déterminéc par I’analyse de Vautear. Toute-
fois M. Libri dit de prendre pour m le plus petit nombre cntier qui ne satisfasse
pas a I'équation 4r*zt 2am* = o; mais ce clioix du plus petit nombre ne dérive
nullement de ses calculs et parait tout-a-fait arbitraire. Qu’on adopte au reste cette
valeur de m ou telle autre valeur particuliére qu’on voudra, la formule de M. Libri
n'en deviendra pas plus exacte. Nous citerons en passant un théoréme bizarre que
'auteur énonce. « Lorsque les conditions du probleme permettront, dit-il, de faire:
» m= o0, le terme de correction , pour la premicre approximation , se rédnira &

Tome HL = Jerer 1838, 45
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partie indépendante de J' telle ou telle intégrale particuliére; et de
12 résultent autant d’expressions diverses de la température en fonc-
tion du temps et de I'abscisse. Or, le probléme du mouvement de la
chaleur dans une armille étant déterminé par sa nature, la formule
que VYon donne pour le résoudre doit éire aussi déterminde. Nous
avons donc eu raison d’annoncer que la solution de M. Libri est
inadmissible.

Jadresse avec confiance ces réflexions a I’Académie. Ni dans les
mots, ni dans les choses, je n’ai, je crois, blessé les convenances. On
doit étre indulgent pour ces fautes légeéres qui échappentaux meilleurs
wuteurs et méme pour certaines fautes graves produites par la rapidite
de la composition. Mais comment ne pas relever une erreur que l'on
fait servir de base 4 une théorie fondamentale, et dont Vauteur, a la
fin de son Mémoire publi€ apres de longues méditations, annonce de-
voir donner bientdt des applications nouvelles.

P.S. M. Libri n’ayant fait aucune réponse aux objections conte-
nues dans la Note qui précéde, la discussion soulevée entre nous se
trouve jugée par cela méme. Mais, je dois dire que I'honneur d’a-
voir reconnu le premier l'inexactitude de ses formules ne m’appartient
pas. Cette inexactitude a été en effet signalée d’abord par M. Kelland
qui, dans un ouvrage sur la Théorie de la Chaleur publié¢ a Cam-
bridge 'année derniére et que I'on m’a communiqué depuis quelques
jours seulement, s'exprime a ce sujet de la maniére la plus positive
(page 69). Néanmoins comme M. Kelland ne développe pas les motifs
de son opinion, j'ai pensé qu’il pouvait encore étre utile de publier
ict larticle quon vient de lire.

—2b1 . . N y . .
» == e ", etontrouvera qu'il estindépendantdes coordonnéesetqu’ilne dépend

» que du temps. » Je laisse aux géomeétres le soin d’apprécier ce singulier résultat.

Vajouterai seulement que si M. Libri fait ici m=o0, cela ne I"empéche pas, trois
. am?

. —_2( — )t . .
pages plus loin, de regarder Yexponenticlle e ™/ comme étant toujours
Y ;
o . > +—,)‘ e :
infiniment plus petite que e ™/ pour des valeurs de ¢ infiniment grandes,
a

quel que soit le rapport 3




