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VY LA VAR VA WV AV VA,

SUITE DU MEMOIRE

Sur la Réduction de l'intégration des E(]uations différen-
tielles partielles du premier ordre entre un nombre quel-
conque de wvariables a Uintégration d'un seul systeme
d équations différentielles ordinaires ;

Pan M. JACOBI (*).

VIIIL

Nous avons vu dans ce qui précéde que pour le cas du mouve-
ment d’un sysiéme libre de z points matériels, sur lesquels n’agissent
que des forces intérieures dattraction ou de répulsion, le systéme
de 3n équations différentielles ordinaires du second ordre est rem-
placé parfaitement par une seule équation différentielle partielle,
dont on n’a hesoin de connaitre qu’une solution compléte quelcon-
que. Il s’agit majntenant de savoir quels moyens Panalyse possede
pour trouver une telle solution, et si, d’aprés létat actuel de nos
connaissances , on a gagné quelque chose par une telle réduction.

Tout ce quion connait d'essentiel sur Iintégration des équations
différentielles partielles du premier ordre est contenu, je crois, daus
les lecons de Lagrange sur le calcul des fonctions, et dans un
Mémoire de Pfaff, inséré dans les Mémoires de I'’Académie des
Sciences de Berlin, année 1814. Lagrange borne ses recherches aux
equations différentielles partielles du premier ordre a4 trois varia-
bles, 'une de ces variables devaut étre déterminée en fouction des deux
autres considérées comme indépendantes. Quant 4 la méthode de
Pfaff, qui sétend aux équations différentielles partielles du pre-

*) La premiere partie de ce mémoire a été imprimée dans le cahier de février.
T oyez page 6o de ce volume. (J. LiouviLie. )
Tome ITl. — Avrir 18.8. 21
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mier ordre a un nombre quelconque de variables, j'al essayé, dans
le vol. II duJournal de M. Crelle, de l'exposer d’'une maniére plus
symétrique et plus claire, sans cependant y ajouter quelque chose
d’essentiellement nouvean. Pfaff quitte la marche que Lagrange a
suivie, parce quelle lui semble sujette a des difficultés insurmonta-
bles, quand on Papplique a des équations & plus de trois variables.
Il considere le probléme sous un point de vue tout nouveau, comme
un cas spécial d’'un probleme beaucoup plus général qu’il réussit a
résoudre.

Soit x une fonction des # variables &, , x,,... ., €t pPyy Payeer Pas
les coeflicients différentiels partiels de cette fonclion pris par rap-
port i ces variables; I'expression la plus générale d'une équation diffe-
rentielle partielle du premier ovdre & 2 4 1 variables est de la forme

0= 0(x, Ty, Xay--- Luy Pes Pare-+ Pu)

D’apres celte équation p, est une fonction des 27 quantités x, x,,
Xyyror Xas Piy Pase- Pa—i: 1l Sagit donc dlintégrer I'équation

dx = pdx, + pdx, +. ..+ p,_dx,_, + p,dx.,

qui a lieu entre ces 2n quantités, et d’y satisfaire par un systéme de n
¢quations. En effet, x étant fonction de x,, x,,... x., les coeffi-
cients différentiels partiels de a, pris par rapport 4 ces variables,
sont eux-mémes des fonctions de ces quantités, ou bienil y aentre
les 2n -~ 1 quantités x, x,, a,,... Xny Piy Pas+ -+ Puy un nombre
n -1 déquations, dont I'une @==o0 est donnée, de sorte qu'apres
avoir exprimé p, en fonction des autres quantités 2 l'aide de cette
équation, il reste encore a trouver n équations entre les 2n quantités
Ty LyyLaye-+ Ty Piy Pas--- Pu—ry qui doivent satisfaire a2 l'équa-
tion différentielle proposée. Pfaff considére la forme la plus générale
d'une équation différentielle linéaire ordinaire du premier ordre entre
les 2n variables x, x,, x,,... Xu_., savoir

o = Xdx -+ X,dx, +.---+ X’I—l‘i‘z‘.l—-l’

ou X, X,,... X,,_,, sont des fonctions quelconques de ces 2n va-
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riables. Cette équation se réduit a la précédente dans lc cas particu-
lier ou l'on a

X = XN,h =...= X,,_, = O,

. X, X,
X' Xoce — X par le~
quantités p,, p,,... ps, en considérant p,, p,,.... p,_,, ainsi que
Xy, Lay-r. Xa_., comme variables indépendantes, et p, comme
une fonction donnée de ces quantités ; de sorte que les coefficients p, ,
Ps» Pa—rs tienneni lieu des n—1 variables indépendantes x,_,,

pourvu qu’on remplace en outre —

Tuyayeos X, Pfatf se propose ensuite d’exprimer les 27 varia-
kN .

bles en fonction d'une seule d’eatre elles, x,,_, par exemple, et
de 217 — 1 autres quantités a,, @uye.. Gu_, tellement choisies

quen introduisant dans I'équation diflérentieile
0o = X(I’CI‘ + X,d.rx +-- -+ Xn—ldxn—A

ces nouvelles variables, expression qui multiplie dx,._, seva-
nouisse, et que la quantité x,,_, ne se trouve dans les expressione
qui multiplient les autres différentielles da,, da,,... dae_,, qucu
facteur commun. Cela étant, apreés la division par ce facteur commun.
Yéquation différentielle se réduira a une auire a 2n— 1 variables
Ay, @y e (am_,. L'auteur démontre que cette réduction est toujours
possible, et qu’on trouve les substitutions qui conviennent & ce hut.
en intégrant complétement un certain systeme de 2n— 1 équation-
différentielles ordinaires du premier ordre anx 2n variables @&, @, .. ..
Xy’ les expressions des constantes arbitraires en x, T,,.. . 2e_ ..
telles qu’elles sont données par ces 2n— équations intégrales, sont
les nouvelles quantités a,, a,,... @u_,, quon doit introduire. On

donc ce théoréme remarquable, qu'une équation différentielle lincaire
ordinaire quelconque, & un nombre pair de variables, peut toujours
dtre réduile & une autre qui ne contient qu'un nombre de variables
impair moindre d'une unité. Mais on ne peut pas iransformer de la
méme maniére, une équation semblable et & un nombre impair de
variables, dans une autre & un nombre pair de variables moindre
d’une unité; a moins que les coeflicients de 'équation differentielle

i N
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proposée ne satisfassent a une certaine équation de condition. Afin
de pouvoir appliquer le théoréme 4 une réduction ultérieure ,
Pfaff égale donc une des quantités - introduites’ a,,_, 2 une cons-
tante: I'équation différentielle ne contient alors que 27 — 2 varia-
bles , qu’il réduit d’apres la méme méthode a une autre, conte-
nant 2n—3 variables b,, b,,... b, _s; puis il égale b,,_, a
une constante, et ainsi de suite, jusqua ce qu’z la fin le probléme
soit réduit & une équation différentielle ordinaire du premier ordre
a deux variables, dont lintégration introduit encore une constante
arbitraire. De maniére que Pfaff integre l'équation différentielle
proposée en égalant successivement n expressions a,,_,, b,,_s, etc.,
a des constantes arbitraires, ou, en autres termes, il démontre
qu'une équation différentielle linéaire ordinaire du premier ordre
a 2n variables, peut étre intégrée par un’ systtme de n intégrales
finies, contenant 7 conslantes arbitraires. Connaissant un tel systeme,
Pfaff en déduit la solution la plus générale au moyen d'une fonc-
tion arbitraire de n— 1 quantités; a cet effet, parmi les constantes
arbitraires, que nous nommerons «,, «,,... a,, il en considére
une, a, par exemple, comme fonction arbitraire des autres, qu’il
traite comme des quantités variables; on obtient alors une équation
différentielle de la forme

de+xldxl+’ . '+Xu—ldxn—-|=n1d1|+nnd¢s+' . .+ﬂ,._,dx,._, y

qui se réduit a la proposée, si 'on détermine «,, a,,... a,_,, en

fonction de x, x,, x,,... 2,,_,, au moyen des n — equations
I, =o, I, =o0,... I,_, = o.

En appliquant cette méthode générale a I'équation
dx =Pldxl +P-dxn +' * '+ pl—ldxﬂ—-l +pndrn ’

ou p, est, en vertu de 'équation différentielle partielle ®=0, une
fonction déterminée des autres variables, on obtient 7 équalions qui
donnent l'intégrale cherchée de I'équation p=o apreés l'élimination
des n— 1 quantités p,, p,,... Pa—:. Voila tout ce qu'on connaissait
(a ce que je sache), sur I'intégration des équations différentielles par-
ticlles du premier ordre, le nombre des variables surpassant trois.
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D’apres cette méthode, on doit donc trouver successivement n
systémes différents d’équations différentielles ordinaires, et les inté-
grer tous complétement ; savoir, un systéme de an — 1 équations diffe-
rentielles & 2n variables, un de 2n—3 équatious 2 22— 2 variables,
et ainsi de suite jusqu'a une équation différentielle 2 deux variables.
On ne peut écrire généralement que le premier systéme, puisque
cette méthode exige pour pouvoir assigner un systéme quelconque,
l'intégration compléete de tous les systémes précédents. Si l'on fait
pour abréger

dX, dX/a
(aa ﬂ) T dxg = dr.?
ce premier systeme peut sécrire, en introduisant encore une autre
difféventielle N, sous la forme suivante ,

XdN = * (0,1)dx, 4. ..4 (0,2n — 1)dx,,_,,
X dN = (1,0)dx 5% .o (1,272 — 1)dx,,_,,

X dN = (2,0)dx + (2,1)dx, % ...+ (2,27 — 1dx,,_,,
XaodN = (2n—1,0)dx 4~ (2n~—1,1)dx, 4. . .-+ .

Cest ce que jai fait voir dans le Journal de M. Crelle, 1. I, p. 353.
Au moyen de ces équations, on trouve les rapports de dz, , dx, ...

dx,,_,. Les coeflicients d’une ligne horizontale sont €gaux, et de

signes contraires , aux coefficients de la colonne verticale de méme rang
que la ligne horizoutale, puisqu’on a

(19 ﬁ) = - (.B) “);

Cest aussi en conséquence de celte régle que tous les termes

sur la
diagonale s’évanouissent, car

(2, 2) = o.

Ces equations ressemblent en cela aux €quations linéaires auxquelles
Lagrange et M. Poisson sont parvenus dans leurs travaux sur la
variation des constantes dans les problémes de Mécanique. Jai fait
quelques remarques, a l'endroit_ cité du Journal de M. Crelle , sur cette
sorte d'équations linéaires, qui se résolvent to

ujours avec une grande
facilite.
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En mettant Prs Pase s Payy AU lieu de Luypry Lnygyer e Lagey s vt
en faisant
x-l Pl‘, xl - Pn-'- Xl—-l = P.—" Xl - P-y

x=’—lr XI+I=X'+I "'=Xll—l=0}

le precédent systeme d'équations différentielles se change er:

dp,
—dN—_ Tx(irn’

pdN =dp,— 22 dx,,

PudN = dp, — dpu dx, ,

dr
— dp,
Pl—ltm frammed dp:.—; - til',,_l (lx,. »
AN — :Iﬁ"dr-{-f{!i’?,{r_'_ _‘_dpnd
Pt = d. dr. A d
P dp- dp,
+ dp, ap. +d_p, dp, +. ..+ m‘ldi’
o= —dz, — 24z,
dp,
O=—‘(il'.— dpn d.r,.:
dp,

0= — dx, , — X dx,.
dp,_,

LA i

n—: )

8i, a l'aide de la premiére équation, I'on introduit partout dx, au

lieu de dN et quon élimine dans la (n <~ 1)'™, dx,,....dx
dp,,. .. dp,_,, a Paide des autres équations, on obtient

dp,
dr, = — D, dx,,
dp,

i, dx, ,

dx, =— —
— dpn
dxﬂ—l —_—— m (I'xll}

By y
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dp,

dp,

dpa_,

dr = (p,, —_— P'dl’-
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dp. , dp,
&+ ) dr,
dl)n dl)”
de G p) da,
d/),, d[}n >
Tor L pes) daa,

dp., dpa

dp

dp,

'—'[).——:-.- —p,._.-d[T-—-

167

dx,.

n—g

L’équation différentielle partielle proposée étant

(X, Xy Tayeor Tny Py Paser: Pa) = ©
on a
dp dg
dp. __ __ dx dp, dp.
de, — T dp? dp, T T dp
dp, dp,

Donc les équations précédentes se changent, en introduisant une
nouvelle différentielle d¢, pour rendre les équations plus symiétriques.
dans les suivantes

dz, __ dp dp, __ de de
T 4y T T @ TP g
dx: — d@ dl): (13 tl‘}‘
de 71;,’ — d dx, + p v
dr, __ dp dp. ___ d¢ ,i"."
T = G T A T T, TP g
dr dp d¢ dp
ar P m + P.dp, ...+ Ps ;ll;n .

Quand Véquation différentielle partielle ne conticnt pas la fouctwon

dp
— =0 : dans ce cas les terme-~ des second-

cherchéde elle-méme, on a I

. . ... d .. .
membres qui contiennent la quantité 22 en facteur s'évauounissent.

Appliquons ces formules générales & I’équation différentielle par-
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tielle,

I 1 dv \? dV \? dV\?

G+ G @ ]=u+n
ou les 3n quanlités x;, ¥, %, sont les variables indépendantes; V la
fonction cherchée, qui ne se trouve pas elle-méme dans I'équation
différentielle proposée; U une fonction seulement des quantités x,,
7., %.; h une constante.

En faisant

av N av _
dr = Pis ‘7.7—"'—7“ ds,

V'équation aux différences partielles devient
o= =1 -(E4+g+mn)—U—h

et pour lintégrer il faut intégrer complétement le systtme de 6n
équations différentielles ordinaires du premier ordre, savoir

dz; __ do 1. dp; dp __ dU
d_t"t_iﬁ_ﬁ-p" E—_TE;—E’
dy, __ dp _ 1 dg, do __ dU
== w4 = T o= o
dz; _ dp __ 1 dr; __ dp __ dU
W T AT m T T A T Tdn”

ce sont les équations différentielles du mouvement, comme il est
facile de le voir. Car on peut toujours représenter un systéeme d’équa-
tions différentielles ordinaires du second ordre par un systeme d’un
nombre double d’équations différentielles du premier ordre en
considérant les coefficients différentiels du premier ordre, comme de
nouvelles variables. Ainsi en faisant

dy; _

Ti _ _— z;
m; ar =P, ™ 4 = qi» m,--a- =T,

les 3n cquations différentielles du mouvement

d(‘.I, . dU, d’ f d[I d’z.- — dU

o—

Tdr T dm ™ T oy I T &
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qui sont du second ordre, peuvent étre remplacées par ce systéme
de 6n équations différentielles du premier ordre

dx; dy; dz;

Mg, = Pi» m, = 9 g =T
o _ AU A aU dn_ au
& =T G I W =&

or ces derniéres équations coincident avec celles trouvées ci-dessus.
St Fon veut appliquer les formules générales 2 Iautre €quation
de M. Hamilton,

S |, 1 1 [rdSy ds\* s\
atiza (@) +@) +@]=1
on y trouve une nouvelle variable indépendante ¢. En faisant

s _ as ds.
—d—;; = P dj"; = 4. dz.

== T

’équation proposée devient
0=0 =3X_(pi+g+rn)—H—U.

Si dans les formules générales de la page 167 on met dt au lieu de
la différentielle dz, la lettre ¢ étant ici déja employée dans une
autre signification, on obtient encore les équations ci-dessus ou 'on
na qua changerdt en dr; et comme on a en outre I'équation

L d¢—-x ou dr = dt,

&= — T g —

1l s’ensuit qu'on retombe précisément sur les équations trouvées tout-
al'heure, c'est-a-dire sur les equations différentielles du mouvement.
Tome 1. — Avru 1838. 12
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Donc, si d'un ebté les équations différentielles du mouvement sont
véduites , par la nouwvelle méthode de M. Hamilton, & Vintégration
d’'une équation différenticlle partielle du premier ordre, d'un autre
cOté tout ce que nous connaissons actuellement sur Vintégration des
équations différentielles partielles du premier ordre, du moins dans le
cas de plus de trois variables, consiste, comme je I'ai montré par ce
qui précéde, a ramener cette intégration a celle des équations du
mouvement. On peut méme dire que Tintégration compléte des
équations différentielles du mouvement, d'aprés la méthode de
Pfaff, telle que je viens de I'exposer, n’est qu'un acheminement a
Pintégration de I'équation différentielle partielle, puisque, cn vertu
de cette théorie, an a encore besoin de former une scrie de systemes
J’équations différentielles ordinaires , et d’intégrer chacun d'eux
complétement ; tandis qu’il résulte du travail de M. Hamilton ce fait
vemarquable, savoir que Vintégration d'un certain genre d’équations
différentielles partielles établies par lui revient uniquernent a linté-
gration complete des équations différentielles du mouvement, sans
quon ait besoin d’aucune autre intégration de systemes d’équations
différentielles ordinaires.

Cette remarque de M. Hamilton est d’autant plus importante qu'elle
peut s’étendre facilement a toutes les équations différentielles par-
tielles du premier ordre. En effet, en suivant la méthode de M. Ha-
milton, on arrivera, comme je le ferai voir dams le paragraphe sui-
vant, i ce résultat général, que pour lintégration d'une équation
différentielle partielle quelconque a un nombre quelconque de varia-
bles, il suffit d'intégrer complétement le premier des systemes d'é-
quations diflérentielles ordinaires établis par Pfaff; et quon n’a pas
besoin, comme la méthode de ce géométre Vexige, d’intégrer en
outre complétement une suite de systemes d’équations différentielles
ordinaires. Cette généralisation se trouve méme déja renfermée , pour
le cas ou la fonction cherchée n'est pas contenue dans I'équation
différentielle partielle, dans quelques formules remarquables de
M. Hamilton , pourvu qu'on ne borne pas la signification des signes
qui y entrent i celle qu'ils ont dans la Mécanique.
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IX,

Solent comme précédemment x,, x,,... X, les variables indé-
pendantes, x une fonction de ces variables et Py Pas--- Pa, les
coeflicients différentiels partiels de cette fonction pris par rapport a
ces variables , de maniére quon ait

dx dr dr .
(TZ‘—I::PI, Z;;—P','... dxn-—Pn,

soit de plus

@(.1‘, Lyy XLyyens Lo, Pis Pas--- Pﬂ) =

V'équation différentielle partielle du premier ordre dont on s'occupe,
% désignant une constante. Pour intégrer léquation p=rh, Pfaff
etablit d’abord ces 2n équations différentielles ordinaires ,

dr, ___ dgp dp, __ dp dg
=3 —Pa=zt i
dx, __ d¢ dp, __ dp dg
Pdr_Fp',’ "‘de"dx,"‘l’-dx'
dr, __ dp dp, __ dp ﬂ
Pdr—dpu' — bt =tz

ou l'on a fait pour abréger

dp

d dp
p,m—}—p,—&%-—]—...-{—p,——:P.

dp,

De ces équations , il suit identiquement

d do dp
dr'dx, + d'—x’d.l‘. +..-.+ ar. d.T,,

+ d_P;dP' + ilzdp. +..-.+ @:dpﬂ = oy

dp

d'ou I'on tire par lintégration @=/, ce qui demontre quune <
22..
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intégrales de ces équations est la proposée méme. En désignant Jes
an — 1 autres intégrales par

A =a, ’ As — a,, A =2,

@,y @,,... @y_, 6tant des constantes arbitraires qui n’entrent pas
dans les fonctions A,, A,,... Au._,, Pfaff fait voir que I'inté-
grale compléte de I'équation proposée ¢ == F est représentée par un
systeme de n équations entre les fonctions A, A,,... A,._,, conte~
nant n constantes arbitraires, au moyen duquel, en ayant égard
a Véquation @ = %, on peut exprimer l'inconnue x, ainsi que ses
coefficients différentiels partiels p,, p.,... p., en fonction de x,,
Xyye o Las Ces n' équations doivent étre déterminées de maniere
qu’elles satisfassent, 4 I'aide de_I'équation ¢ =1, a I'équation diffé-
rentielle

dx = pdx, + pdx, ...~ padx,,

qui est contenue dans le systeme d’équations différentielles ordinaires
établi plus haut. A cet effet, Pfaff exprime les quantités x, , ZLy,. .-
Xas Prs Pase-+ Pn, €n fonction de x, A,, A,,... A,._., a laide
des équations

¢ =nh, An=“” _A.:d’, A= ey

et il fait voir quaprés avoir substitué ces expressions dans l'équa-
tion différentielle ci-dessus, celle-ci est changée dans une autre

o=B,dA, + BJdA, +.. .+ B._dA,.._,,

ouB,, B,,... B,._,, sont des fonctions de A,, A,,. .. A,._, seule-
ment. Pour l'intégrer par un systtme de n équations a n coustantes
arbitraires , Pfaff est obligé d’intégrer successivement et compléte-
ment n—1 systemes d’équations différentielles ordinaires, respecti-
vement 3 21— 2, 2n—4,. .. et a deux variables, Or , la méthode
de M. Hamilton généralisée apprend qu'une fois arrivé a 'équation.

o = B,dA, + B,dA, +- . -+ B;n—ndAn—l
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on n'a plus besoin de considérer d’autres équations différentielles, ct
méme on ne rencontre plus aucune difficulté d'intégration : cette
méthode en effet donne immédiatement les n equations cherchées
a n constantes arbitraires.

« Substituez dans les équations

Al = al’ As = d:) re. An—x - d'n—n ¢ - h’

pour x, x,, axy,... Xu, Piy Pay- .- Pa, les valeurs

o

X,y

o

P

=0, X =, &I,=2ay, ... I,

P =P, Pa=pl .o Pa

I

alors on pourra exprimer les quantités x, x3,... a3, PPl pl,
ene,, a,,...d,._,, au moyen de ces équations. Soient les valeurs
de x!, x%,... x, ainsi trouvées,

y
Il

I, (a,, ¢,,... Agrees)

. o e LI ¢ e & s 9

x; =10, (2, ayyvv. tg_,),

X, =M, (&, ¢,... Ggns)y
les équations

x; =11, (A, A,,... AL,

x, = 1II, (A, A,,... Ap),

x, = I, (A,, A,,... A.),

quon déduit des précédentes en y melant A,, A,,... A, _., au
lieu de @, , 2, ,... ot _, respectivement, sont les 7 €quations cher-
chées a n constantes arbitraires 23, x2,. .. x5, qui, combinées avec
Péquation donnée p=*#, satisfont a I'équation différentielle

de =pdx, 4 pdx, +...- p-dx,,

ou a sa transformée

o = BdA, + BdA, +...+ Ba_.dA,._.:
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en d’autres lermes le systcme de ces équalions renferme la solution

complete de 'équation différentielle proposée. »
En voici maintenant la démonstration :
Qu’on exprime , au moyen des équations

e=nhr, A =e, A=2qa,,. .. An. =2,

les quantités @, Zoye - Lay Pis Pas-+- P €N fonction de x, «., a,...

dan_, , €t qu'on substitue ces valeurs dans les équations (voir p. 171

ci-dessus),

dx, __ d¢ dp, __ dp de
ar =@ Ve =& T @l
dx, __ dp dp, ___ dp do
P = 3 — P = t &P
dx, dp dp de d¢
D 0 e -— AR e TT —T
1 dr T dp.’ de —dx,,+dxp"

qui doivent devenir identiques par celte substitution, ainsi que I'é-

quation quien dérive
dr, dx,
! P: dx I Ps dr . l

Prenant la différentielle partlelle de cette derniére par rapport a
'une des constantes arbitraires 2, on obtient , en multipliant par P

et ayant eg:nd en méme temps aux autres equatlons ’

. dp dp, dp dp, do dp,
0—71‘)‘:-(1“4"1] d+ +dp'du

14 d'x, dx,
+ PP gy TP gz TP d-dx)

Prenant aussi la différentielle partielle par rapport aade l’équation
# =/, on obtient

__dy dp, dg dp, de dp,
= dp, " d: + dp, * d= +..t dp, ' da

de dx, dp dx, dp dr,
+ ot @ Tt E

1
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ou, a Taide des équations différentielles cerites en premier lieu,

d@ dp, do dpg d¢ dpn
B ae Tl
dp, dx, dp, dr, dp, dx,
L N SR A T ol )
dp dr, dx, dx,
+H’;p-:§;‘+PnI+"'+an;>;

Il

ce qui, subslitué dans I'équation précédente, fournit

dz, dz, dr,
d("‘ dx TP g Tt d.) do/ dr dr, cr
o=P TP e e,
= dx de\P gg TP e pa 2

en intégrant, a partir de & = o , 1l vient

dr, dz, dz, o dx? . dx? dx,
Pat gl ek p =M gty )
ou l'on a fait pour abréger

— [ % 4=
“\l = e t dl‘ Il ,
e etaut la base des logarithmies néperiens.
Considérant de méme les quantités a,, =z, , .. Rn_.y COMNE (let
variables, déterminées par les équations
Al=al’ A.:a”.-. A’ﬂ—l:“’.——-l’
on a
de — { pdx, + ple, 4. 4 Padx,)
— dr (l dx: dx, da,
= Prde =P G == p )

({1‘,,

dz. dx,
—Z(px»d%i-}-p, d': +...+p,,7‘— da, .

le signe = s'élend a toutes les valeurs de ; comprises dans la série 1
2,... 2n— 1. Comme l'on a

dzx, dx, dx,
TR TG =,
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et pour chaque valeur de i,

Pl e p = M g =)
V'équation ci-dessus prend la forme

dre e, +padrt . Apadr=—M(pms £ 8 1),
ou, alaide de l'équation

dro
dx‘i —_— 2 21; dd.,,

celle-ci

On conclut de cette équation identique , que I'équation

dx — (pdx, 4 p.dx, 4. .. pudx,) = 0

peut étre transformée dauns la suivante
pidx: 4 pidxs+-. . .4 prdx,=o,

a laquelle on satisfait en égalant les quantités x¢, x3,.. =3, a des
constantes arbitraires. C.Q.F.D.

L’analyse dont nous avons fait usage coincide avec celle dont
Pfaff sest servi dans le mémoire cité pour démontrer que les
rapports des 21— quantités obtenues, en donnant & i toutes les
valeurs de 1 & 2n — 1 dans Pexpression

p.d—;;',.+ p.%+---+p.%
sont indépendants de x; mais il n’a pas ajouté la remarque que par
cette raison ces quantités peuvent étre prises proportionnelles aux
quantites

, dx; o dx , dxy
Pl'—J:;+ pz_d;+"'+PnE)
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ce qui fait qu’on trouve P'équation différentielle transformeée elle-
méme, et quon obtient immédiatement les n équations qu1 y
satisfont. J'ajoute que lorsque la valeur particuli¢re o, quon a
donnée 4 x, présente des inconvénients, elle peut étre remplacee
par une autre valeur numérique quelconque

Les expressions des quantités x,, x,,... 2, Pis Pas--- Pa€n X,
@y Ayyes &,,_,, contiennent aussi la constante A. Différentiant par
rapport a & les équations

dr, dr,
o=h, 1 =p.—~+p - . +Pnd‘r,
S
et se rappelant que
dr; __ do dp Pdp,- . g'?
T dp? dm dx  d P
on trouve
dp dp, dp dp, d¢ dp,,
T dpTdh + . dp, " dh +teetaam

d‘.r,.

+P(P dld/z+p’ m;,""--'*‘l’"m ’
dg (//) 4 d dp dp, +. . +a'¢ dp,

T = dp,’ d/) “dh dp, " dk
dp, dr dp, dzx, dp, dz,
LG E kb S SRR o
d¢ dx dx, dxn

—& P g e

d’ou l'on conclut

dzx, dzx,
Pa(po S5 +pa G et pa
o= 1 4 Ir
d¢ dz, dr,

+ dh +Pa dh +~--+P-E

.« qe ’ - I . ’ : - ”
Multipliant cette équation par +ip €t intégrant depuis = = o jusqu’a

x == x, on ohtient
Tome II1. — Aveir 1928, 23
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dz, dz,
0_fMP"'M 'dh+‘dh+ A+ P
, dri

AT N )

Quand on considére & comme variable, on doit, dans l'expression
de dx ci-dessus trouvée (p. 176)

dx = pdz~-pdzt-. . . p.dx, — M ( pdx-+pdx+. . .+ pidxy),
tenir compte d’'un terme nouveau, savoir

dr, dzx,

drx, dx°
(b o pTr e pe ) db—M(p2 T 3 ,,+..+na,h)dfl

=-M_/;M_—P°dh’
etl'on a

oy P,dx,+P.dx,+- . t+pndxn—M(p:Clxo+Podrn+ +p dx )
+ fo dx

Si l'on désigne par Aj ce que devient A,, et par @* ce que devient
¢, quand on fait en méme temps x= o, x,=x, py=pi, et si
I'on élimine des 27 - 1 équations

P =o0, ‘po=k) A1=A:7 A-:'A:’ Alﬂ—t=A:n—x)

les 2n quantités p., p., Psy--- Piy Pis.-- Pry O obtient x exprimé
B X, , Xypess Ty X3y Toyees. X5y ket les coefficients différentiels
partiels de cette expression de x pris par rapport a ces quantités,
sont

dx dex dr
2;(_=p’, E—P.,. « v e _——-P.,

dx , dr __ o dr __ -"-’d.r
a__‘r?:-_‘Mpl, E——Mpz,cn- a—.z—':f— Mpn’ dh—Mf

Dans les deux intégrales qui entrent dans ces formules, savoir

fdr' 7 MP’
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on doit considérer les quantités x?, p; comme des constantes, et
exprimer toules les variables en fonction d’une seule d’entre elles au
moyen des intégrales complétes des équations différentielles ordi-
naires de la page 1771.

Dans ce qui précéde, j’ai pris pour constantes arbitraires les valeurs
des variables correspondantes 2 x==0; mais on démontre par un calcul
semblable, qu'en exprimant au moyen des intégrales completes des
équations différentielles ordinaires écrites ci-dessus (p. 171) toutes
les variables par une seule quelconque d'entre elles ou par une autre
quantilé quelconque ¢, puis désignant les valeurs de x, x,, x,,...x,,
Pis Pss- -« Pa, correspondantes a £ = o, par x°, x3, x3,... X5, pl,
P2s» - - Pas €t considérant de méme ces valeurs comme variables, on
aura cette équation

dx—p da,~p dx,—.. —p,dx,=M(dx’— pido—pdas—...—pdx’)

xdr
+Mf°ﬁdh,
ou
—[=dp dr
M= /=& P,

Si I'équation différentielle partielle proposée ne conlient pas la
fonction inconnue x, ce qui arrive dans les applications a la dyna-
mique, on a

de . —
4. = 0, partant M=
Alors le systeme d'équations différentielles ordinaires se réduit au
suivant ,

dp.dp, ,de. d¢, do, . dp
dpl'dp,"“'dp,,' dr," dx,"”""" dz,’

dxdx,:...1dx. dpidp,t .. idp,=

lequel systtme contient une équation et une variable x de moins.
Aprés avoir intégré complétement ce dernier systéme, et aprés avoir
exprimé toutes les variables x;, p. en fonction de x, et de a1 — 1
constantes arbitraires , on obtient x par une simple quadrature,
a Vaide de Véquation

23..



130 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

= Pdx,
dg ’
o d[) .

L == o ==

x étant une nouvelle constante arbitraire, qui n’entre pas dans les
expressions de x,, &y,... X, Py P.ye.- pa €n x,. En- désignant
maintenant par x5, x%,... X5, p, pa,... p. les valeurs de ces
expressions , correspondantes & la valeur x = o, puis observant
que &} = o0 et M == 1, on trouve par la formule générale (p. 179),

idx = pdx, 4 p.dx, + ... 4 p,dx,— (pdx; + pidxs ...+ prda):

zidx,
+ 'd—' dll + ({@~
o @
3 Pon « remplacé % par 4%
oulon a lemp a. P p 1 d¢ .
dp,
Cette équation donne
dx . dx . dxr _ ;
-r_f?t‘., = P, (71.—1 _ P‘,,-. . d_r—,. — pPn , de . Ty i
de . odr N de R y dh dy
(—{_;-:— __P'l’ dx'; - PS’”. dl';: - ])n o _d};—‘

Si par Vintroduction d’'un nouvel élément d¢ I'on donne aux équa-
tions différentielles ordinaires la forme qu'elles ont dans les pro-
hlemes de mécanique, on aura

de __ do dp dp
e T dp,’ di — T dz,

dx
. - . . . . . - . ([t = T[)—:
dr, __ de dp, dp
e = dp,’ dt T T dx,

apres avoir intégré complétement les équations

cdr. s dg _ dp dp , _do, dp do
dr:d reeeandr,idpiid s eee tdp—-—"1 e e e — L ——
* En-Gprap O = 3 Ay dx, dx R

et formé les expressions de x,, T3y vs Xny Piy Poooe. Pa, en fone-
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tion de x,, on pourra calculer x et ¢ par des quadratures, 2 Iaide
des formules

z, Pdz, T dy,
r —a = o t 4= T = o’
o d[-’. o :117[

a ¢t T étant des nouvelles constantes arbitraires.
Mais l'une de ces deux intégrales est la différentielle partielle de¢
lautre par rapport i . En effet on a, d’apres les formules pré

cé-
dentes,

dx *r dr,
d—/l. _ —(‘13 = { + T.
o d[J.

Si outre la variable 2, il manque encore dans la fouction ® une
. . d
seconde variable, z, par exemple, on aura aussi %: 0; donc les
n
cquations différentielles ordinaires donneront
dp, = o ou p, = const.,

ce qui diminuera leur nombre de deux unités, Elles deviendrout
dans ce cas

de d. d, d.
dx,:dx,:...:dx,,_.:dp,:dp.:...dp,,__l:%:d; :.,,:EI;L;_.d.T‘p;“,__E:"p ,

ou Pon doit regarder p, comme une constante.
Quand , par lintégration de ces équations, on aura exprimé les

quantités X, L,y. .- Lacyy Piy Pase - Pa_y, en fonction dune seule
d’entre clles, I'équation

__dp dx; __ de dp,
A A
dp; Tdx

donnera par une simple quadrature la valeur de .,

Mais on peut encore dans ce cas suivre une marche sciubiable &
celle que M. Hamilton emploie pour remplacer Ia fonction $ par V et
transformer ainsi généralement Péquation 9 = % elle-méme en une
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autre , dans laquelle le nombre de variables indépendantes est diminué
d’unc unité. En effet, la fonction @ ne contenant ni & ni x,, on fera

T =) = pa¥a;

par conséquent
dy = pdx, + p.dx, + ... 4 pazdx._. — 2.dp,.

Si l'on regarde dans cette équation p, comme constante, elle se
change en

d] —_ Pldxl + Pndxn ...+ Pl-—ldxl—l;

d’ou il suit que les quantités p,, p.,... pa—., deviennent les coef-
ficients différentiels partiels de y pris par rapport a x,, yy.++ Lami)y
et que I'équation différentielle partielle proposée, dans laquelle on a
regardé de méme p, comme constante, se change en une équation
différentielle partielle en y & n— 1 variables indépendantes x,,
x,,... Xa, Ayant trouvé y en fonction de x,, ,,... Zazi) de
n—1 constantes arbitraires et de la constante p,, on obtiendra la
fonction cherchée x en éliminant p, de Péquation

x =y - puts,
a laide de la relation
d
- A
dp,
On peut ajouter a x, une constante arbitraire; alors x renfermera
n constantes arbitraires , comme une solution complete I'exige.

X.

Nous avons vu, par ce qui précede, comment on peut trouver
une solution compléte d’une équation différentielle partielle par lin-
tégration d’un seul systtme d'équations différentielles ordinaires.
Maintenant je vais résoudre le probleme inverse ; déduire les
intégrales complétes du systéme d’équations différentielles ordinaires

d'une solution compléte quelconque.
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Supposons donc que I'on counaisse une expression de x en x,,
Zase -« &,y avec n constantes arbitraires a,, a,,... ., satisfaisant a
I'équation différentielle partielle proposée @ =%. Qu’on forme les n
— I équations suivantes représentées par des proportions,

dr | dz . dr

e = Bf.. . pa

B, Bus... B., sont de nouvelles constantes arbitraires, et puis-
qu’elles n’entrent dans le calcul que par leurs rapports, elles équi-
valent seulement & 7 — 1 constantes. En introduisant une nouvelle
quantité M, on peut poser

d d. d
'£T+ﬁ.M=0, dz+ﬂ’M=O"" i—[—ﬁnM:o.

Ces équations déterminent les 72 - 2 quantités x, x,, x,,... x,,
M sont en fonction d’une seule d’entre elles. Différentiant I'équation

d.
£+ﬂIM=0}

et substituant dans sa différentielle la valeur de B., tirde de cette
méme équation, on a
dxr dM d'x dx d’x
O=——. 3 - Ttz dx, == I dx, .. '+~—-d¢,~dx. dx,,
de sorte que si I'on fait

dr dx_ dr
a‘r—'—Pn E—Pu-'- d—zn-——P-,

il vient
— dx dM dP. dpg dP-
0-—-—‘1—“.—1‘-{——]—'—1‘7dx,—l——adx.-{—...-}——zdx,,.
' Si dans équation différentielle partielle proposée @= %, on subs-
titue la valeur donnée de x et les valeurs de Pis Pas--+ Py qui

sen déduisent & l'aide de la différentiation partielle par rapport a
Ly Xay. oo Xa, cette équation doit devenir identique en x,, a,,. ..
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X, &, 2., . s, k. Prenant donc la différentielle particlle par rap-
port a a,, on trouve

dp dr de dp. dp  dp, dp dp,
”_m1u+@wu E’d+ +@ dz,

£n comparant les deux systemes de n équations qui résultent dc

cette équation et de la précédente, si I'on donne a i successivement
les valeurs de 1, 2,... 7, on arrive a cette suite de proportions

do  'dp | dp . . do

dM
-ﬁ— dl.dx',....dxn——-—a;.dpl.?‘—u:.. dp.

et comme on a

dx = pdx, + pdx, +...+ pdx.,

cette suite fournit ces équations

p M _ _do pdv _do pdn_ do  pdn_ &
Mdzx T de’ © dx T dp’ " dr dp. dr — dp.’

ou Von a fait comme ci-dessus
dp
_[).2[)—‘+Psd1)+ +ndP

Différentiant maintenant I'équation ¢ =/ par rapport 2 x,, et faisant

dans la différentielle
dpr __ dp:

dx — dzx,’

on oblient

d¢ d‘? dPA d@ dPl
+ dp d.r + + + dPn d.‘l',.’

r)._-—-—
dzx,

=1 puisqu'on vient de trouver

do o dxz. ii_.p_ _ d.__z'_, dp 1 dz,
E—PE'%—PaW'%—Pa'
on en conclut
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Ainsi 'on a déduit, par une analyse inverse, les 2n équations diffé-
rentielles du premier ordre

d.ri_ dp P dp; _ ﬂ)_ g?

E—@' dr dxi dzPir

des an €quations

dx dx , dr . .
@:k, d:,:l . ddn..... E——ﬁlnﬁ.ln-lﬁn’
dx dzr dx

;171—.=Pu d—;’=[’u--- ar, = Pa;

ces derniéres renfermant 27 constantes arbitraires, savoir %, «,,
Zase -+ dyy et les rapports de B,, B,,... @, sont par conséquent les
intégrales complétes des équations différentielles dont il s'agit.

XL

La derniére analyse peut s’étendre aussi i la recherche plus geé-
uérale, dans laquelle Pfaff comprend Pintégration des équations
différentielles partielles du premier ordre, et I'on peut démontrer
que connaissant un systéme quelconque de n équatious 2 7 constantes
arbitraires , satisfaisant & Péquation différentielle

0 = X,(ZI'. - X.d-l‘. --.. + X,,dx,.,

{ou l'on a changé la quantité x des formules précédentes en x,,), on
peut en déduire les intégrales completes du systeme de 2n—1 équations
différentielles ordinaires établi par Pfaff et douné ci-dessus » p- 165,
Au moyen des n équations données , exprimez x,, x,,... x, , on
Jonction des wariables Xnigry Lngoy. - Xouy € des constantes a,,
@y, .. @y s formez les équations
dx dx
Xig + Xo G ot X, =+ MB, = o,

dx, dr,
XlTn, '+- X-d—u, +-..+ X,"?—B + Mﬁ, = o0,

dr dr, dx,

X F X+ X MB, = o,

Tome I — Avrir 1838 24
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B., B.,... PB., étant de nouvelles constantes arbitraires; en
éliminant M, vous en déduirez n-— 1 equations qui, jointes aux n
équations donndes , seront les intégrales completes du systeme d'équa-
tions différentielles ordinaires -, établi par Pfaff'; ces iniégrales,
comme cela doit 8tre, contiendront an — 1 constantes arbitraires ,
savoir n constantes a,, &y,... d,, €L N — 1 rAPPOrts des constantes
ﬁn ﬁn) L ﬂa'

Voici la démonstration de ce théoreme.

Les expressions de x,, Tyyer Xy €N fonclion X,y Lassrerr Tany
et des n constantes arbitraires, déduites des n équations donnees,
devant satisfaire 4 I'équation

X dx, + X doe, 4. ..+ X,dr,. = 0.,

il faut que
dx, dx, . dx, —
X‘fi.r—,,:»-'_ X’ZIE,:, N X‘BE:, + Xopo = o,
dx’ dI, ) d'r" —_
X'Ir:: -+ X’Ex;: .= X-Z;:;' + X, = o0,
dr, dzx, \ dx, —
X, gm X X gt R = o

Maintenant on peut supposer qu’on ait exprimé a Paide des 7 équa-~

tions

X(%‘? + X;tj;:, +"'+ Xﬂ% + Mﬁt = 0,

les 7 =4=1 quantités Xnyy, Layases Luns M en founction d’une seule
dentre elles, de M par exemple : alors ces quantités, et par conséquent
X,, &qy.-.,, deviennent des fonctions de M, &,, @4 y... @ny Byy Bayere
B,. Pour distinguer par un signe particulier les coeflicients différentiels
partiels pris dans cette hypothése, je les renfermerai entre des cro-
chets’; les coefficients différentiels partiels dépourvus de crochets se
rapportant au cas ou 'on considére x,, x,,... &., comme étant des
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tonciions de Lgs s Lagagees Lony &yy &, ... o, On aura par conséquent

X, (‘”E)—;—X (‘1’”)-{_ 4 X, (dx") g Jusd d“ ,%-;—...-{-x,‘;‘;%;
R o (i

X g ® dr,,.,
+ (X + X, d';, +t+ X, di'f;,) (d”"*’)
A L )
=— Mg — X,.*,(f”;;f') X “’“’"*‘) X, (47,

ou

X,(gg—') -+ X, (%) U B X,,,(—diii") ~+ Mg, = o.

Différentiant cette équation par rapport & M, on obtient

0= (d‘\I) (du,) + (d’\f) ( ) -+ (‘3’;}") ( )
X (@) + X (i) -+ Xa(ee) + 6.

Yun autre coté I'équation

Xdr, 4+ Xdx, ... Xdx,, = o,

en y considérant toutes les quantités comme étant des fonctions e M

aonne
dzx,,

>+\(d\l> + X JM’)“”’
d'ou l'on conclut en différentiant par rapport a «,,

dzx, d Z, - diay,
o=X, (d\ld )"' d\Ida.) + X, M da, )

+ (@) () + (B (5 -+ (8.6 ‘i’i}"
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Par conséquent, aumoyen de cette équation, la précédente multipliee
par dM devient

o_._dX( )+dx( ) +dx(
_dx() dx(d).. dx( )+ﬁ,.dM,

ou 'on a remplacé (d‘vl) dM par dX,,( ) dM par dx,, etc. Eli-

minant B; de ceile équation a Yaide de I'équation
X () o X(@) ook X (32) + VB = o,

on obhtient
o= aX, () + dX, (D) . + dX. (F2)

—ﬁ«»~do»~—dc~>

d‘\l [X

Faisant, ce qui est perrhis, 3,==1, on trouvera par la méme ana-
lyse, pour les 7 — 1 autres constantes Bys Paseo+ Ba_., des formules
qemblableq a celle qu'on a trouvée precedemment pour «. On a

)+ % (3 +X(

—(X dx +X T X dx )( )
+(X +x—— +xd?

+ (e +x4-+x“xﬁ>

=‘—EX:+, (dx+)+X+ d,a ) “es
ou o= X, %)+X d/s.) +X,..(

@]
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Différentiant cette équation par rapport a M, et Péquation

o=X,(G) + X.(5) - + X (),

par rapport & 3;, soustrayant les résultats 'un de lautre, multipliant
le reste par dM, on obtient I'équation

o = dX,(5) + dX.(52) ... + dX,, (L

)

— dx, (% — dx, (‘%’) v — dx,, % .

Pour lui donner la méme forme, que nous avons trouvée pour T'é-
quation qui se rapporte i a,, nous en retrancherons Péquation

o =X(5) + X (%) .. + X, (&),

multipliée par % De cette maniére, on a

o = dX, (‘%) + dX,(%) ooe 4 dX,, (‘.’;ﬂ_>

— dx, (%) — dx, (dji’) oo = dx,, ‘%T:")

—FXE)+ (%) -+ X ()]

Dans cette équation et dans Iéquation semblable par rapport a e,
ci-dessus trouveée , nous allons mettre pour les différentielles partielles

dX dX , ,
E‘—:), (71'3{)’ leurs valeurs développées :
K\ ka dl“ JX;, dx, dX;‘ dx,.
(d?)—a;:- @)t () -+ 5 )
ka — ka dx: ka d.l'n dX;‘ d:r,,, .
(@)=% -G+ ()~ + ae ()

(_1 l . t t-t , dxk dxk
et ordonner les expressions par rapport aux quantiies i)’ 7‘8—:

Alors ces équations se changent en celles—ci :
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o =T () + T () . + T. (42,

S+ (%) -+ Ta (),

()::T(

ou

— dx, dx, dX.,, dM
I, = dX, — T dx, + = dr, ... 2z (%) — X, 5
. dX, dx, dX - dM
Lo=dX, — (! de. + dm, o + T2da) — X, 57
, , dX dXon , a0
r. = dX, — ( = dz, .. + dx,) — X

Si l'on multiplie ces valeurs de T,, T,, etc., par dx,, dx,,... dz,,,
et qu'on en fasse la somme, tous les termes du second membre se dé-
truisent, vu que l'on a

Ndxe, + Xdx, 4+... X, dx,, = o,

dx; d}&k

et o dr, + dXA

~dx, 4o T dx, = d),,

et Yon obtient l'équation '
Tdx, + Tdx, + ... + T,.dx,., = o,

ou ce qui est la méme chose

T )+ T () T () =

puisque les différentielles dx,, dx,, etc., dans les formules précédentes.
remplacent les produits ( dM) dM (dx’> dM, etc.

Des 7 équations

T (Z)+ T (2

) e T (52) = o
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jointes aux 7 — 1 ¢quations

) ) () =

et a Péquation

)+ () T (5) = o

on déduit les on €quations

T, =0, T, =o, .. T, = o,

qu coincident avec les équations différentielles de Pfaft. quand on

aM

y change dN, X,., x,., en 3’ X, &, respectivement. C.Q.F.I.

Voici comment on peut prouver que les équations
T, = o, T, =o,.... T,. = o,

vésultent de celles que nous venons d’obtenir. Si Pon considere
@y, @yyeniy, By, Bayoo B, M comme 21 quantités variables en
méme temps, les équations, qui existent entre ces quantités et les 2x
quantités x,, x,,...x,,, n'établissent entre ces derniéres aucune rela.
tion déterminée ; mais ces équations font seulement voir comment
Puu des systemes de 27 variables peut étre exprimé par lautre
systtme de 2r variables. Qu'on désigne des variations Guelconques
des quantités x,, x,,...x,, par dx,, &'x,,... Sxy: ces variations
sont indépendantes les unes des autres, puisqu’il 0’y aaucune relation
entre les quantités x,, x,,.. x,.; en nommant da,, Ja,.. Ja, .
3B, Baye-d'Bacy, IM les variations correspondantes des quan-
ttés a,,a,,... a,, B, £B,,. Beei, M, ona

oo () e ()i (.
+ ()98 + ()8, .+ () gz,

+ (‘%}) IM.
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Donc multipliant les 27 équations, que nous avons trouvées ci-dessus,

(dzt. ) + T,,, d;:.">

T, ( )+ T, (d") R, (%—) = o,

0,

(d.) + T (@) T ("“’”’" = o,
T(E) + T () -+ (@) =
(dg,)+T ("”) T ZZ:“)-—O,

d/s,._,)"' (J;f_’) . (;jf_) — o,
L n () (B o

T,

par d'e,, daa,... &a., 4B, 8B, +..dB,._., IM respectivement, et

faisant la somme, on trouve
Tdx, 4 T.Jx, .. + Tdx, = o0,

Or, comme dx,, dx,,... d'x.,, sont des variations indépendantes,
les unes des aulres, cette équation ne peut pas avoir lieu a moins
quon nait

T, =0, T,=o0, T, =o,

ce quil fallait démontrer.

On peut encore s'assurer par les considérations suivantes, quon
obtient toujours par la méthode que j'ai indiquée , les intégrales
complétes des équations différentielles ordinaires , établies par
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Piaff, quand on sait satisfaire & V'équation

Xdx, + Xdx, ... 4 X,dx,, = o
par un systéme quelconque de n équations a n constantes arbitraires.

Qu'on résolve ces n équations par rapport aux 7 constantes arbitraires
de maniére qu’elles prennent la forme

Ai=2ea, A=a, .. A = &,,

d,y o,,...a,, ctant les constantes arbitraires, qui n’entrent plus dans

A,, A,,... A,. Pour que ces ¢quations satisfassent a I'équation diffé-
rentielle

X dr, 4 X, dx, + ... + X.dx,, = o,

il doit exister n multiplicateurs U, , U,,... U, au moyen desquels
ou ait identiquement

Xdx, +X.dx, ... X, dx,, = UdA, 4 U,dA, - ... ~+ U.dA..

En supposant qu'on ait exprimé x,, x,,... x, en A, A,... A
Ztss Lnpasere Loy cette équation fournit

e

__ dx, dx, dr,,
Ui —_— X, E + X, d—A: e + Xm“dAx.

De lanalyse donnée par Pfaff lui-méme, il suit que, sachant
transformer d’'une maniére quelconque I'équation

Xde, 4+~ X dx, ... 4+ X, dx

a

en une autre a 21z — 1 variables seulement, on obtient les intégrales
de ses équations différentielles ordinaires, en égalant ces an— | va-
riables & des constantes arbitraires. Or nous avons

o= Xdx, 4+ Xdx, ... +X, dr K =— UdA, 4 U,dA, ... + U.dA.

Tome 111. — Avri (838, 25
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ou

DA, A . A DA, + dA,,

U,
O=m‘dA, +U,, -

ce qui est une équalion différentielle & 2n — 1 variables seulement,

u 0 Ui,

Al, A,,... An’ .U—", ﬁ;, ven "—[—I:l—.
Donc celles-ci égalées & des constantes arbitraires doivent étre les
intégrales complétes du systéme d’équations différentielles ordinaires
de Pfaff. Or, elles coincident parfaitement avec les 2n — 1 équations

telles que je les ai établies plus® haut.

- XIIL

Jai remarqué ci-dessus, que la mdéihode proposée par Pfaff,
pour intégrer I'équation . .

X dx, + Xdx, + ... + X, dx,, = o,

a cet inconvénient, qu’on n’élablit 4 priori que le premier des
systemes d’¢quations différentielles” ordinaires dont on doit s'occu-
per successivement : on ne peut qu'indiquer la maniére dont chacun
des auntres est formé, et cela aprés 'intégration complete de tous les
précédents. A cause de cette circonstance on ne peut pas se faire
une idée nette de 'ensemble de la méthode. Pour le eas particulier
qui fournit Pintégration des équations différentielles partielles du
premier ordre, nous avons vu (IX) , que lintégration du premier
de ces systemes d’équations différentielles ordinaires suffit complé-
tenaent, et quon n'a plug besoin d’établir et d'intégrer d’autres sys-
temes. Ce cas particulier peut encore étre énoncé comme €tant celui
dans lequel un nombre n — 1 des 2n quantités X,, X,,.. X, , est

égal a zéro. Soit par exemple
Xp=Xpz=.. =X,.=o,
de maniére que D'équation proposée devienne

dzyy, = T Rz, + Xdo, ... + Xda,).

Faisant
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T XL TP TXL TP Tx

Xu+x

‘=P"’

les (uantités p,, p,,... p., sont les coefficients différentiels partiels de
Z.4,, considéré comme fonction de x,, x, ,... x,, et U'élimination
des n — 1 quantités x,,., X433 X, de ces n équations donne
Iéquation différentielle partielle , qu’on devait intégrer. Maintenant,
je vais démontrer qu’en appliquant la méthode , dont nous nous
sommes servis pour ce cas particulier, i I'équation différentielle
générale de Plaff , on peut se débarrasser de linconvénient ci-
dessus mentionné; car on réussit par-la a établir sans difficulté tous
les systemes qui sont i intégrer sans en avoir intégré aucun.

Pour arriver i ce résultat, on prendra dans les intégrales du pre-
mier des systtmes d’équations différentielles ordinaires établis par
Pfaff, pour constantes arbitraires, les valeurs de Xy Xyyene Xy,
correspondantes a x,, = o, valeurs que nous désignerons par x?,
x3,... x5, En désignant aussi les valcurs correspondantes de X,,

X.5-eo X, par X2, Xo,... X2, on obtient des équations de la
forme

x, = 2 + x.£, X, =X + x5,
x, = x; -+ x.%., X, =X + =,E,
‘T:n—l :x:n—l+ xzngmx—x! X;u: X(.:“ 'rn.-(Ezn’

s 8ase-v Einmy Eiy Euy... E,., étant des fonctions de ux,,, x°,
Xl,... X, qui ne deviennent pas infinies pour x,, == o. En subs-
tituant ces valeurs de x,, x,,... x,._,, telles qulon les trouve par
Iintégration compleéte des équations différentielles ordinaires établies
par M. Pfaff, dans I'équation

o = Xdx, 4+ Xdx, ... + X, dz,,.,

on obtient
o= (X} + x,E)d(x} + x,%,)
~+ (X! 4 2, E)d(x; + x,.5,)

+ (X':n—l + xanlu-—l) (i(&l'?"__‘ + x7"£'£!i—l)
-+ (X3 + x,.E,) dx,,
= Bdx,, + Bdx: 4+ B ... <+ B, _.dx

20~ 1}
25, .
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ot (i désignant un des nombres 1, 2,... 2n—1)

Bi — X? + xnnEi

o dZ. o4&, co Al

+ xzn (Xx dxf’ + X2 d.’l':) AL + X-zn—r d.rf’ )
2 fd dzl — dfn ot dEJﬂ—-I

+ "I"ln Land | :{E + -3 dxlo e —3r-—1 W)‘

Mais Pfaff a démontré, que si au moyen des intégrales completes
de ses équations différentielles ordinaires, on exprime les 21 va-
riables @,, &,, &3 ..X,,, en fonction de I'une d’entre elles, de x,,
par exemple, et de 2n— 1 constantes arbitraires, et qu'ensuite on
substitue ces valeurs dans lesquelles on considere aussl les constantes
arbitraires comme variables, daus I'expression

X, dx, 4+ X dx, +...4 X, dx ,;

le coeflicient de dx,, s'évanouit, et les rapports des coeflicients des
différentielles des constantes arbitraires devienneut indépendans de
x,. On a douc

B=o,

et les rapporls de B,, B,, B,._., sont indépendants de x,,.
Par conséquent, ils ne sont pas changés, quand on fait x,, = o,
dans les expressions de B,, B,,... B,._,; on obtient donc

B,:B,:...:B,_. =X:Xs: ... :X},,

ou en introduisamt un facteur M,

B, =— MX°, B, = MX:,... B, = MX:_.

0

Ainsi nous voyons qu'en introduisant les variables x%, x7,...
x.,_,, x,, au lieu des variables x,, x,,... X, &.,, et moyen-
naunt les expressions

=X Xaf,, X= oL Eare o Touey = Lo+ TaFans s

auxquelles on est conduit (p. 195) par lintégration complete des
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équations différentielles ordinaires de Pfaff, I'équation différentielle
proposée

o = Xdx, + Xdx, 4+...4 X, dx

)

se change en celle-ci :

o = Xidat + Xode! +...+ X;,_dx

2R—1 )

c'est-a-dire en une équation différentielle, qui contient une variable
de moins et qu'on trouve, en faisant ax,,= o dans la proposée , et en
y remplacant x,, x,,... x,._, parx;, x3,...x5,_.. Et réciproquement
lintégration de la derni¢re équation donnera donc I'intégration de
la proposée, en exprimant dans ses équations intégrales x°, x9,. ..
Loy €0 Xy Xyyeoo Tppyy Xy, a laide des équations ci-dessus
établies.

Cela posé, on doit d'aprées la méthode de Pfaff égaler une des
quantités x7, x3,... x%,_,, qui entrent dans Véquation

o = X;’dx: + dex: e '+ X:n rldx:'l—),

a une counstante arbitraire : soit donc

x:n——x —_ al’
, . . LIS . . ’ .
o, étant une constante arbitraire. Alors Véquation différenticlle se
change en

0 = XWx} 4 Xedx? ... 4 X _.dx?

2n—2 =2 Y

oul'on doit remplacer x,,_, par «, dans les fonctions X¢, X¢,. . X¢ .
Ayant intégré cette équation différentielle par un systéme de 7 —
équations a n — 1 constantes arbitraires, on Y joindra I'équation

'xgﬂ——l - al b

ctlon exprimera 2%, x3, .. x5, en x, x,,... x,,, 4 Vaide des
équations intégrales du premier systeme; alors on aura les n équations
4 n constantes arbitraires, qui satisfont i I'équation différentielle
proposée

o = Xdx, + Xdx, +...4 X, dx,.
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Maintenant on peut réduire de la méme maniére I'équation, i
laquelle on a ramené la proposée, a une autre qui renferme deux
variables de moins. Le second systeme d'équations différentielles ,
qu'on doit intégrer pour atteindre ce but, se déduit du premier,
en ometlant les deux derniéres équations de celui-ci, faisant

2, =0, X,,=—a, et remplacant x;,, X, par x?, X?. Alors on
parvient & 2n — 3 équations différentielles ordinaires aux 2n — 2 va-
riables x%, x%,... 3,._,. Pour constantes arbitraires, on prendra

comme précédemment les valeurs de x?, x7,. .. &}, ; correspondant
axl,_,=#&, et que nous désignerons par x}°, x7°,...x5 s, et Von
nommera X2, la valeur correspondante de X?; alors le probleme
est réduit a celui d’intégrer 'équation

Xode? 4 Xodx? ... 4 X2 dr , = o,

{quon déduit de la proposée, en y faisant x,, =o0, x,._, =0,
x,_, =d,, L_3=d,, OU &, &,, représentent des constantes arbi-
traires, et en y remplacant X, x, par X°*°, x*) par un systeme de
an — 2 équations & n — 2 constantes arbitraires. Qu'on y joigne I'é-

quation

ng—S - dg;
et quon exprime X7, X7,... X5 en X, X,... X5, ,, a Vaide des
equations intégrales du second systeme, qu'on y joigne encore 1'é-
quation

.0

‘r:u—-y — al’

et qu'on exprime X, Xi,... Xo €D L,y Lyye.o Ta, & T'aide des
équations intégrales du premier systeme : alors on aura les n inté-
grales de I'équation proposce a n constantes arbitraires. Si I'on conti-
nue ainsi 2 debarrasser chaque équation, a laquelle on a réduit la
proposée, de deux variables, en y égalant l'une des variables a zéro,
une autre a2 une constante arbitraire, on arrive enfin a une équation
qui ne renferme que deux variables '

X dx, 4+ X dx, = o,

ou V'on doit faire x,.== X,,_,. . . ==X[{==0, L1py==@&,, X, 37=0,,. ..
X3 =4, ., dans les expressions de X,, X,.
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Donc si 'on désigne par «,, «,,... «,, des constantes arbitraires,
V'ensemble du procédé nécessaire pour établir les divers systémes d'é-
quations différentielles ordinaires qu’on doit intégrer, consiste en ce
qui suit : dans le premier systtme d'équations différentielles ordi-
naires on fera x,, == o, x,_, = «,; omettant les deux dernieres
équations et remplacant x,, X, par x7, X7, on obtiendra le sccond
systeme : on y fera x%,_,=o0, x3,_,=—4e,, on en omettra de mémec
les deux derniéres équations, et 'on éerira a0, Xo , au lien de x)",
X¢°; de cgtte maniére on obtiendra le troisieme systcme: on y fera
X5 4= 0, X%_s==0a;, on en ometira comme auparavant les deux
derni¢res équations, et l'on éerira 22°, X* au licu de xP, X on
obtiendra ainsi le quatriéme systeme d’équations différentielles, et
ainsi de suite: enfin on parviendra a I'équation, qui represente
le n'm systéme :

(n—1) L= R — Nt
X dxe -+ X dx == 0.
. ;. Ne—rrt Pt P
Si I'on désigne par 0 , x2 ... 25,4, les valeurs que les quan-
. , Tt P v PP e [ Lo P [ . ,
tités x° , X3 3+++ T34, prennent dans les 2m -1 inté-

grales du (n—m)™ systéme d’équations différentielles, quand on y fait

el l—1

x... =—o, alors toutes les équations intégrales des différens Sys-
temes , combinés avec les équations

Mo 5]

a —_ 00 — —_ Pt
‘T:n-—x —_ al, '1‘21:-—3 -— as’ x:n«-ﬁ — !Z3,. » e X -

donvent la solution demaudée. Car dans ces 7 équations, on peut

. n on—l 0"—-1 . 9 s e . y .
exprimer x; en x; ,x; , a laide de lintégrale de 'dquation

H—t -1 "—y

différentielle du n'=* systtme; puis o , 2 , 2] en a ,

2

P2

s n—a - .- ’ 5 .
X, x5, x; , alaide des trois intégrales du{n — 1)~ systéme;

2 — n—c ez n-2 n—3 w—3 s
hl {¢]

puts x; al, xt , ., a en ay , xY ,... x|
aTaide des cinq intégrales du (n— 2)™ systeme d’équations difte-
rentielles, et ainsi de suite, jusqu'a ce qua laide de I'integration du
premier systéme , on ait exprimé toutes les quantités qui entrens
dans les n équations en fonction des variables indépendantes ., |
Xy o Lope
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Nous avons vu que quand n— 1 des 2z quantités X,, X,,..X,,,
s'évanounissent (ce qui donne le cas des différentielles partielles du
premier ordre), alors l'intégration du premier systeme d’équations
différentielles suffit. Lorsqu’'un nombre » — m de ces quantités s'an-
nule seulement, de maniére qu'on ait

X._—_Xz:...:X,,_m:O,
y " . Yoo v ’ . »n ) . . .
on n'a qu’a continuer le procédé indiqué , jusqu’a ce qu'on ait réduit

I'équation différentielle proposée a2 une équation a 27— 2m - 2
variables, qui aura la forme

—i’

mM—1 7 | : m~—i . om—1 r—y
o= Xn {-tlxu f-r + XD }2dr:—m+z A + Xgn-—zm-{-zll‘ran—nm{ x)

M —1

car les coefficients de dx? , dx? ... dx’_, sévanouissent. L'in-

tégration du m*™ systeme d'équations différentielles, suffit pour

trouver les n—m 4 1 équations, qui satisfont a cette équation

différentielle, et 'on n’a plus besoin dintégrer aucun autre systéme.
On peut encore intégrer I’équation

r—3

Xdx, + Xdx, ... -+ X,dx,, = o,

par une méthode différente de celle de Pfaff. Considérant x,, .,
comme variables, on peut faire

X, dx, 4 X, dxr, = Udu,

par lintégration d'une équation différentielle ordinaire du premier
ordre i deux variables. Considérant de méme x5 et x, comme va-
riables, on obtient

X.dx, 4 X die, 4 Xodwy 4 X dx, = Udu + U'day + U'dz,,

ou par lintroduction de u au lieu de x, les quantités U, U, U”,
deviennent des fonctions de x, x,, x5, x,. A l'aide de 'intégration
d’une équation différentielle partielle du premier ordre a trois va-
riables, 1l est facile de démontrer qu’on peut donner 2 cette expres-
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sion la forme
Udu 4 U'dxy 4+ U'dx, = V,dv, 4 V.dv.,.
Considérant encore x5, x5, comme variables, on obtient

Xdx, 4+ Xudx, ... + Xedag = V.do, 4 V.dv, 4 Vidxs 4+ V'dxe;

enintroduisant dans cette équation v,, v,, au lieu de x,, x., les quan-
titesV,, V,, V', V", deviennent des fonctions de v,, v,, ay, 2, , x5, .
A Taide de Iintégration d’une équation différentielle partielle du
premier ordre a quatre variables, on donnera 4 'expression précé-
dente, la forme

V.do. + V.dy, 4= Vidaxs == V'dxs = W dw, +~ W dw, 4+ Wdw,,
d’ou
Xdx 4 Xdx, ... 4 Xdxs = W.dw, + W, dw, - Wsdw,,

et ainsi de suite. Continuant ainsi, aprés avoir intégré d’abord une
équation différentielle ordinaire du premier ordre a deux variables,
ensuite successivement des équations différentielles partielles du
premier ordre a 3, 4,... n variables, on obtiendra enfin par I'in-
tégration d'une équation différentielle particlle du premier ordre 3
n - 1 variables , les # équations demandées. Puisque d’aprés le pre-
mier procédé décrit ci-dessus, une équation différentielle partielle
du premier ordre a 4 4 1 variables , exige l'intégration de 2k — )
équations différentielles ordinaires du premier ordre & 2k variables,
il est visible que par ce second procédé on a besoin d'intégrer autant
de systémes d'équations différentielles ordinaires a autant de varia-
bles que par le premier. Lorsque m des quantités x,, x,,... x,, s’éva-
nouissent, on peut aussi commencer par I'intégration d'une équation
différentielle partielle du premier ordre & n—- 2 variables.

Tome 1, ~ Avair 1838, 26



