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SUITE DU MÉMOIRE 

Sur la Réduction de l'intégration des Equations différen-
tielles partielles du premier ordre entre un nombre quel-
conque de variables à l'intégration d'un seul système 
d'équations différentielles ordinaires ; 

PAR M. JACOBI (*). 

VIII. 

Nous avons vu dans ce qui précède que pour le cas du mouve-
ment d'un système libre de η points matériels, sur lesquels n'agissent 
que des forces intérieures d'attraction ou de répulsion, le système 
de 3 η équations différentielles ordinaires du second ordre est rem-
placé parfaitement par une seule équation différentielle partielle, 
dont on n'a besoin de connaître qu'une solution complète quelcon-
que. Il s'agit maintenant de savoir quels moyens l'analyse possède 
pour trouver une telle solution, et si, d'après l'état actuel de nos 
connaissances, on a gagné quelque chose par une telle réduction. 

Tout ce qu'on connaît d'essentiel sur l'intégration des équations 
différentielles partielles du premier ordre est contenu, je crois, dans 
les leçons de Lagrange sur le calcul des fonctions, et dans un 
Mémoire de Pfaff, inséré dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences de Berlin, année ι8ι4· Lagrange borne ses recherches aux 
équations différentielles partielles du premier ordre à trois varia-
bles , l'une de ces variables devant être déterminée en fonction des deux 
autres considérées comme indépendantes. Quant à la méthode de 
Pfaff, qui s'étend aux équations différentielles partielles du pre-

1") La première partie de ce mémoire a été' imprimée dans le cahier de février. 
T'oyez page 60 de ce volume. (J. Liouville. ) 
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mier ordre à un nombre quelconque de variables, j'ai essayé, dans 
le vol. II du Journal de M. Crelle, de l'exposer d'une manière plus 
symétrique et plus claire, sans cependant y ajouter quelque chose 
d'essentiellement nouveau. Pfaff quitte la marche que Lagrange a 
suivie, parce qu'elle lui semble sujette à des difficultés insurmonta-
bles, quand on l'applique à des équations à plus de trois variables. 
Il considère le problème sous un point de vue tout nouveau, comme 
un cas spécial d'un problème beaucoup plus général qu'il réussit à 
résoudre. 

Soit x une fonction des η variables χ,, χ
Λ
,... χ

Λ
, et ρ,, />.,·■·ρ„, 

les coefficients différentiels partiels de cette fonction pris par rap-
port à ces variables; l'expression la plus générale d'une équation diffé-
rentielle partielle du premier ordre à η -f- ι variables est de la forme 

ο — ψ Çx, X
t
, x

%
,. .. x

a
, ρ,, p

%
,... p

a
)· 

D'après celte équation p
a
 est une fonction des 2« quantités χ, χ,, 

χ,,. . . χ
Λ

, ρ,, p
%
,.. . /v_, : il s'agit donc d'intégrer l'équation 

dx = p
t
dx, + pjix

%
 -+-. . ·+ Pn-id-Xn-, + p

n
dx

n
 , 

qui a lieu entre ces 2η quantités, et d'y satisfaire par un système de η 
équations. En effet, λ étant fonction de x,, x%,... x

m
, les coeffi-

cients différentiels partiels de χ, pris par rapport à ces variables, 
sont eux-mêmes des fonctions de ces quantités, ou bien il y a entre 
les 2n-f-i quantités x

f
 x,

r
 x

tt
... x

Hf
p,,p

t
,... p

u}
 un nombre 

ri -f· 1 d'équations, dont l'une <p= ο est donnée, de sorte qu'après 
avoir exprimé p

m
 en fonction des autres quantités à l'aide de cette 

équation, il reste encore à trouver η équations entre les 2η quantités 
χ, x,, x

a
,.. . χ,, ρ,, ρ

Λ
,... p

m
_

t
 , qui doivent satisfaire à l'équa-

tion différentielle proposée. Pfaff considère la forme la plus générale 
d'une équation différentielle linéaire ordinaire du premier ordre entre 
les 2η variables x, x

tf
 x

t)
. .. a:,,_1 , savoir 

ο = XÎ&r + Xydxy+...+X..,dx 

ou Χ, X,,. . . X„_., sont des fonctions quelconques de ces 2η va-
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viables. Cette équation se réduit à la précédente dans le cas particu-
lier où l'on a 

X.+ , -^n+t · ■ ·— Xan—ι — Oj 

pourvu qu'on remplace en outre —, — χ~>*·· —"jf» P
ar

 ^
e> 

quantités p
m

, en considérant p,, , ainsi que 
χ,, x

%
,. .. x

u
_, , comme variables indépendantes , et p

a comme 
une fonction donnée de ces quantités ; de sorte que les coefficients ρ, , 

P»_i, tiennent lieu des η — ι variables indépendantes , , 
x2+ .....,....xn,;Pfaff se propose ensuite d'exprimer les 2η varia-
bles en fonction d'une seule d'entre elles, ur„_, par exemple, et 
de 2η — ι autres quantités a,, «.,··· 1 > tellement choisies 
qu'en introduisant dans l'équation différentielle 

ο — Χί/.τ —|— Χ,ί/jfj —f-· · .-4- Xi«_\dx
ta
_, 

ces nouvelles variables, l'expression qui multiplie dx„_, s'eva-
nouisse, et que la quautité a*„_, ne se trouve dans les expressions 
qui multiplient les autres différentielles da

l
, dci

%
,... da„_,, qu en 

facteur commun. Cela étant, après la division par ce facteur commun, 
l'équation différentielle se réduira à une autre à m — 1 variables 
α,, a

%
,·. ■ L'auteur démontre que cette réduction est toujours 

possible, et qu'on trouve les substitutions qui conviennent à ce but 
en intégrant complètement un certain système de 2η— 1 équation-, 
différentielles ordinaires du premier ordre aux 211 variables χ, χ,,. . . 
X20-c ,les expressions des constantes arbitraires eu χ, x,,. . ,. 
telles qu'elles sont données par ces 2η— ι équations intégrales, sont 
les nouvelles quantités a,, a

t}
... n„_,, qu'on doit introduire. On 

donc ce théorème remarquable, qu'une équation différentielle linéaire 
ordinaire quelconque, à un nombre pair de variables, peut toujours 
être réduite à une autre qui 11e contient qu'un nombre de variables 
impair moindre d'une unité. Mais on ne peut pas transformer de la 
même manière, une équation semblable et à un nombre impair de 
variables, dans une autre à un nombre pair de variables moindre 
d'une unité; à moins que les coefficients de l'équation ditférentieili 

1 I . 
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proposée ne satisfassent à une certaine équation de condition. Afin 
de pouvoir appliquer le théorème à une réduction ultérieure, 
Pfaff égale donc une des quantités introduites à une cons-
tante : l'équation différentielle ne contient alors que 2η — 2 varia-
bles , qu'il réduit d'après la même méthode à une autre, conte-
nant m — 3 variables b,, puis il égale b

in
_

3
 à 

une constante, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'à la fin le problème 
soit réduit à une équation différentielle ordinaire du premier ordre 
à deux variables, dont l'intégration introduit encore une constante 
arbitraire. De manière que Pfaff intègre l'équation différentielle 
proposée en égalant successivement «expressions b„_

s
, etc., 

a des constantes arbitraires, ou, en autres termes, il démontre 
qu'une équation différentielle linéaire ordinaire du premier ordre 
à 2« variables, peut être intégrée par un" système de η intégrales 
finies, contenant η constantes arbitraires. Connaissant un tel système, 
Pfaff en déduit la solution la plus générale au moyen d'une fonc-
tion arbitraire de η— 1 quantités; à cet effet, parmi les constantes 
arbitraires, que nous nommerons et,, a,,... a,, il en considère 
une, a, par exemple, comme fonction arbitraire des autres, qu'il 
traite comme des quantités variables ; on obtient alors une équation 
différentielle de la forme 

Xeir-f-X.àr.-f-.. .-{-TL
w

_
x
dx„_

l
=n

i
dx

l
-\-n

t
da

%
-\
r
.. .+Π

Π
_,</λ

Β

_, , 

qui se réduit à la proposée, si l'on détermine α,, a,,... , en 
fonction de χ, χ

Ά
,.. . > au moyen des η— ι équations 

Π, = Ο, Π, = Ο,... Π„_, = O. 

En appliquant cette méthode générale à l'équation 

dx = p,djc, -f- p
%
dx

%
 4-· · ·-+- p

m
-

t
djc

n
_, +p

n
dx

n
, 

où p„ est, en vertu de l'équation différentielle partielle <p = o, une 
fonction déterminée des autres variables, on obtient η équations qui 
donnent l'intégrale cherchée de l'équation φ = ο après l'élimination 
des «— 1 quantités p

lt
 p

m>
... p,_,. Yoilà tout ce qu'on connaissait 

(à ce que je sache), sur l'intégration des équations différentielles par-
tielles du premier ordre, le nombre des variables surpassant trois. 
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D'après cette méthode, on doit donc trouver successivement η 
systèmes différents d'équations différentielles ordinaires, et les inté-
grer tous complètement.; savoir, un système de stn— 1 équations diffé-
rentielles à m variables, un de 272—5 équatious à m — 2 variables, 
et ainsi de suite jusqu'à une équation différentielle à deux variables. 
On ne peut écrire généralement que le premier système, puisque 
cette méthode exige pour pouvoir assigner un système quelconque, 
l'intégration complète de tous les systèmes précédents. Si l'on fait 
pour abréger 

(*' ® =~ώβ - fc' 

ce premier système peut s'écrire, en introduisant encore une autre 
différentielle dN, sous la forme suivante , 

XdN = * (o,i)i£r, +·■■+ (0,2η —1)dxn 
JLÆN = (\,o)dx *(i, an — iKtr.«_f 

X,r/N = (2,o)dx + (2,i)i/.r, *...4-(2,2« — ι) dx„_
y

, 
.......................... 

X.„_,dN = (2η—ι,ο) tic 4-(an—1,1) tic, -f-.. .-f-

C'est ce que j'ai fait voir dans le Journal de M. Crelle, t. II, p. 353. 
Au moyen de ces équations, on trouve les rapports de dx,, tir,,... 

dx„_,. Les coefficients d'une ligne horizontale sont égaux, et de 
signes contraires, aux coefficients de la colonne verticale de même rang 
que la ligne horizontale, puisqu'on a 

(Λ, β) = — (0, a); 

c'est aussi en conséquence de cette règle que tous les termes sur la 
diagonale s'évanouissent, car 

(α, a) = o. 

Ces équations ressemblent en cela aux équations linéaires auxquelles 
Lagrange et M. Poisson sont parvenus dans leurs travaux sur la 
variation des constantes dans les problèmes de Mécanique. J'ai fait 
quelques remarques, à l'endroit cité du Journal de M. Crelle, sur cette 
sorte d'équations linéaires, qui se résolvent toujours avec une grande 

facilité 
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Eu mettant p„ p,.. p,_, , au lieu de x,+,, x
M
+,, et 

en faisant 

XI — p
t
 ? X» — p%* * * * Χ»—Ι — p»—Ι y X* — p

u
 j 

X —— 1 * Χ·-*-Ι X«-+-» · · * X*B—-I Ο j 

te precedent système d'équations différentielles se change en 

-rfN=- £dr., 

p,dû = dp, — dx,, 

p,dN —dp, — ~ dx,, 

.............................. 

p.-,dû = dp„_, — dx
n

, 

±, d-r -f- g rfr. + . 

+ ίϊ/r-+■■■+&,*?■-■ 

o — — dx, dx„, 

ο — cix% ax„, 

............................... 

ο = — dx,_, x~— dx,. 

Si, a l'aide de la première équation, l'on introduit partout dx, au 
lieu de dû et qu'on élimine dans la {n -f- i)'™", dx,,.. . ,dx,_,, 
dp,,. .. dp,_,, à l'aide des autres équations, on obtient 

dx, = — dx,, 

dx, = — ~ dx,, 

.............. 

ax — dP" dxdp n-1 
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d
P> = (Ê + ̂  p·)

 dx
- ' 

dP' = ( È
 + tr P·) ' 

............ 

Gfe; + %ρ-.)λ?" 

'/:r = (p- - P'^7 - P-^r · · · - p— ̂ z) dx-

L equation différentielle partielle proposée étant 

Φ (jL , I ! PC, , » · · J?
n > /^1 * P· î * · ' P" ) Ο . 

011 a 
dp dp 

dp^ dx^ dp„ df^ 
dx, dç> ' dp, dp 

dp η dp. 

Donc les équations précédentes se changent, en introduisant unt 
nouvelle différentielle dt, pour rendre les équations plus symétriques, 
dans les suivantes 

dx, dp dp, dp dp 
dt dp,' dl dx, P dx 
dx, _ dp_ dp^ dp^ , dp 
IF — dp,' dt ~ dx, P* d, 1 
............ 

w = W.' r = s; + /'· IX 

w = P> + P'djr, +··'+ P' dp, · 

Quand l'équation différentielle partielle 11e contient pas la fonction 

cherchée elle-même, on a ^ = 0 : dans ce cas les termes des.second* 

membres qui contiennent la quantité en facteur s'évanouissent. 

Appliquons ces formules générales à l'équation différentielle par-
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tielle, 

î2 i[(ë) + Ο + (£)] = u + h
> 

où les 3η quantités x
if
 y

it
 z

if
 sont les variables indépendantes; V la 

fonction cherchée, qui ne se trouve pas elle-même dans l'équation 
différentielle proposée; U une fonction seulement des quantités x

it 

y„ z,; h une constante. 
En faisant 

dX _ dX _ dV _ 
d

Xi
 ~~ Pi' dfi ~~ ?" di, ~~ r" 

1 équation aux différences partielles devient 

ο = φ = i 2 -L (p* -f- q] + r?) — U — A; 

et pour l'intégrer il faut intégrer complètement le système de 6n 
équations différentielles ordinaires du premier ordre, savoir 

dx; dtp ι . dpi dp dV 
di dp

t
 m, P" dt dii dx

t
' 

dj-, dp ι dçi dp dU 
di dq, nti ?' ' di djTi djr, ' 
dz; dp ι dr, dp dû 
di dr, m,· ' ' di dz, ~~ dz, ' 

ce sont les équations différentielles du mouvement, comme il est 
facile de le voir. Car on peut toujours représenter un système d'équa-
tions différentielles ordinaires du second ordre par un système d'un 
nombre double d'équations différentielles du premier ordre en 
considérant les coefficients différentiels du premier ordre, comme de 
nouvelles variables. Ainsi en faisant 

17 ~ P·' m' -t = ?" m< 17 = r" 

les 3« équations différentielles du mouvement 

d'x, dû; d'jTi dû d'Zj dû 
17 ~ 17"' m' dF — dfF m· ~dF dzi' 
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qui sont du second ordre, peuvent être remplacées par ce système 
de 6n équations différentielles du premier ordre 

m, mi = q„ m, ^ = r„ 

dPi dU dqt dU dr, dXJ _ 
dt dxdi djii ' di dz, ' 

or ces dernières équations coïncident avec celles trouvées ci-dessus. 
Si l'on veut appliquer les formules générales à l'autre équation 

de M. Hamilton, 

s+Σ «=c&y+(£)+(*)> °-
on y trouve une nouvelle variable indépendante t. En faisant 

dS dS dS 
dx, P' ' dji ' dz, Γ' ' 

et 

Tt = - H' 

l'équation proposée devient 

ο = φ = + H — U. 

Si dans les formules générales de la page 167 on met dr au lieu de 
la différentielle dt, la lettre t étant ici déjà employée dans une 
autre signification, on obtient encore les équations ci-dessus où l'on 
n'a qu'à changer dt en dr ; et comme on a en outre l'équation 

£ = - ίΐ = 1 ou àr^dt. 

il s'ensuit qu'on retombe précisément sur les équations trouvées tout-
a l'heure, c'est-à-dire sur les équations différentielles du mouvement. 
Tome 1Π. .— AYMI. I838. 22 
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Donc, si d'un côté les équations différentielles du mouvement sont 
réduites, par la nouvelle méthode de M. Hamilton, à l'intégration 
d'une équation différentielle partielle du premier ordre, d'un autre 
côté tout ce que nous connaissons actuellement sur l'intégration des 
équations différentielles partielles du premier ordre, du moins dans le 
cas de plus de trois variables, consiste, comme je l'ai montré par ce 
qui précède, à ramener cette intégration à celle des équations du 
mouvement. On peut même dire que l'intégration complète des 
équations différentielles du mouvement, d'après la méthode de 
Pfaff, telle que je viens de l'exposer, n'est qu'un acheminement à 
l'intégration de l'équation différentielle partielle, puisque, en vertu 
de cette théorie, on a encore besoin de former une série de systèmes 
d'équations différentielles ordinaires , et d'intégrer chacun d'eux 
complètement; tandis qu'il résulte du travail de M. Hamilton ce fait 
remarquable, savoir que l'intégration d'un certain genre d'équations 
différentielles partielles établies par lui revient uniquement à l'inté-
gration complète des équations différentielles du mouvement, sans 
qu'on ait besoin d'aucune autre intégration de systèmes d'équations 
différentielles ordinaires. 

Cette remarque de M. Hamilton est d'autant plus importante qu'elle 
peut s'étendre facilement à toutes les équations différentielles par-
tielles du premier ordre. En effet, en suivant la méthode de M. Ha-
milton, on arrivera, comme je le ferai voir dans le paragraphe sui-
vant, à ce résultat général, que pour l'intégration d'une équation 
différentielle partielle quelconque à un nombre quelconque de varia-
bles , il suffit d'intégrer complètement le premier des systèmes d'é-
quations différentielles ordinaires établis par Pfaff ; et qu'on n'a pas 
besoin, comme la méthode de ce géomètre l'exige, d'intégrer en 
outre complètement une suite de systèmes d'équations différentielles 
ordinaires. Cette généralisation se trouve même déjà renfermée , pour 
le cas où la fonction cherchée n'est pas contenue dans l'équation 
différentielle partielle, dans quelques formules remarquables de 
M. Hamilton, pourvu qu'on ne borne pas la signification des signes 
qui y entrent à celle qu'ils ont dans la Mécanique. 
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IX. 

Soient comme précédemment ,r,, x.,. .. x„, les variables indé-
pendantes, χ une fonction de ces variables et p,, p.,... p

n
, les 

coefficients différentiels partiels de cette fonction pris par rapport à 
ces variables , de manière qu'on ait 

dx dx dx 
17 ~ p" 17, — Ρ»— 17, ~ p'; 

soit de plus 

φ<Χ J Χ, , X, ) * « · X. ) ρζ , p%, « · · Pu) ^ 

l'équation différentielle partielle du premier ordre dont on s'occupe, 
h désignant une constante. Pour intégrer l'équation φ = h, Pfaff 
élablit d'abord ces in équations différentielles ordinaires , 

ρ dx, __ dp ρ Φ, __ d$ άφ 
dx dp, ' dx dx, dx ' 

ρ ££. dtp ρ dp, _ dp_ , ΟΦ 
ρ ££. dtp ρ dp, _ dp_ , ΟΦ 
........... 
ρ dp_ ρ dp* dp . d9 
dx dpn ' dx dxn P" dx ' 

où l'on a fait pour abréger 

p< d]7, + P' +· · · + P' d]7„ - P 

De ces équations , il suit identiquement 

+ dx dq=+dx+■'·'+17. 

+ ψ,άΡ< + -i/P' +····+ ^r
m

dP- = <>; 
d'où Ton tire par l'intégration φ—h, ce qui démontré qu'une dr* 

22 , 
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intégrales de ces équations est la proposée même. En désignant les 
a η — ι autres intégrales par 

A, —— ÛT, , A, —· Λ. , Α..—, — ÛT
FCN

—,, 

a,, a,,... ct„_, étant des constantes arbitraires qui n'entrent pas 
dans les fonctions A,, A,,... A.«_, , Pfaff fait voir que l'inté-
grale complète de l'équation proposée φ = h est représentée par un 
système de η équations entre les fonctions A,, A,,.. . A„_,, conte-
nant η constantes arbitraires, au moyen duquel, en ayant égard 
à l'équation φ = h, on peut exprimer l'inconnue x, ainsi que ses 
coefficients différentiels partiels ρ,, p.,... p», en fonction de x

t
, 

χ, ,. . . x
n

. Ces ri équations doivent être déterminées de manière 
qu'elles satisfassent, à l'aide de l'équation φ = h, a l'équation diffé-
rentielle 

dx = p,dx, -f- p
%
dx

t -f-·· ·"+- Pndx,, 

qui est contenue dans le système d'équations différentielles ordinaires 
établi plus haut. A cet effet, Pfaff exprime les quantités χ, , x.,... 
x

n
,p

f
, p.,... ρ

π
, en fonction de χ, A,, A,,... A.„_,, à l'aide 

des équations 

ψ ^ t A | — Ct, , A, —— Λ. , Α
ΒΠμ

| Λ..—ι , 

et il fait voir qu'après avoir substitué ces expressions dans l'équa-
tion différentielle ci-dessus, celle-ci est changée dans une autre 

ο = By/A, + By/A. -f-.. .-f- Β„_,ί/Α,„_,, 

où Β,, Β,. B,._,, sont des fonctions de A,, A,,. .. A.„_, seule-
ment. Pour l'intégrer par un système de η équations à η constantes 
arbitraires , Pfaff est obligé d'intégrer successivement et complète-
ment η— ι systèmes d'équations différentielles ordinaires, respecti-
vement à ι τι — 2 , a η — 4,... et à deux variables. Or , la méthode 
de M. Hamilton généralisée apprend qu'une fois arrivé à l'équation 

ο =r Β,ί/Α, -{- By/A. -f-.. .-f- B.
n
_,i/A.„_, 
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Â 

on n'a plus besoin de considérer d'autres équations différentielles, et 
même on ne rencontre plus aucune difficulté d'intégration : cette 
méthode en effet donne immédiatement les η équations cherchées 
à η constantes arbitraires. 

« Substituez dans les équations 

A, = a,, A, = et,, ... A„_, = φ = h, 

pour χ, x
lf
 x

%
,. .. x

t>
 plt p„... p„, les valeurs 

X = o, X, — X°, X, = x\, ... X
n
 — xl, 

p. = p°, ρ» —- p1> ... Pn = pi; 

alors on pourra exprimer les quantités x\, x°
t
,... x°„, p\, pl,... p', 

en α,, a,,.. . au moyen de ces équations. Soient les valeurs 
de χ], x°,... x°„, ainsi trouvées, 

ΧI — 1^! , Ct
%
 , . . ' , 

Χ* '— fi, [ctj, Λ,, ... ,j, 
JC

n
 Π

π
 (Λ, ^ (t

êf
 · · . Ût^— 

les équations 

=Hi (A,, A,,...Acv 
λ, — Π. (A,, A,,... A

1b
_

i
), 

g=ΓΙΗ ( A ( ? A, , . . « AW Y 

qu'on déduit des précédentes en y mettant A,, A,,... A„_
L

, au 
lieu de α,,α,,... respectivement, sont les η équations cher-
chées à η constantes arbitraires x°, x\,. . . x°

n
, qui, combinées avec 

l'équation donnée <p=h, satisfont à l'équation différentielle 

dx = p
l
dx

l
 -f- ρβχ, +. · ·+ p

n
dx„, 

ou à sa transformée 

ο == B.rfA, -f- B»rfA. + B
i
,_

1
rfA,„_

l
: 
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en d'autres termes le système de ces équations renferme la solution 
complète de l'équation différentielle proposée. « 

En voici maintenant la démonstration : 
Qu'on exprime , au moyen des équations 

Φ — h , A, —— et, , Aj ■ Kj ,. . . A
 tn

—
t
 —— λ,

β
—ι j 

les quantités χ,, x,
f

. . . χ,, ρ,, ρ,,. . . ρ„ en fonction de χ, α,, α,,... 
α.

η
_, , et qu'on substitue ces valeurs dans les équations (voir p. 171 

ci-dessus), 

ρ dx, dp_ ρ dp^ dp_ I dtp 

dx dp, ' dx dx, ' dx P" 
•p dp p dp

Λ
 ύφ « dç 

dx dp, ' dx dx, dx '* ' 

p dx
n

 dp_ p dp, dp_ ■ dtp ^ 

dx dp, ' dx dxn dx ' * ' 

qui doivent devenir identiques par cette substitution, ainsi que l'é-
quation qui en dérive 

1 --+P' -di-

Prenant la différentielle partielle de cette dernière par rapport à 
l'une des constantes arbitraires a, on obtient, en multipliant par P 
et ayant égard en même temps aux autres équations, 

dtp dp, dp dp, , dp dp, 
° dp, ' dx ~dp, ' dx dp, ' dx 

+ p \P> dxdx + P' d^dx +· · -+P' dài)· 

Prenant aussi la différentielle partielle par rapport à α de l'équation 
φ = h , on obtient 

0 = If, ■ 17 + ~dp, ' ~cû -+-· · ·+ If · H 
dp dx, dp dx, dp dx, 

~Τ~ dr, ' d7 ~τ~ IF' Fû ·■·+ IF, ' FI' 
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ou, à l'aide des équations différentielles écrites en premier lieu , 

' da dp, ' d& ' ' ' dp, ' du,' da dp, ' d& ' ' ' dp, ' du, 

4_ p (dP< dxi , ¿Pi dx* t ,— \djc # </« dx ' ¿* '+*‘ ’ •“*" dx ' d»/ 

va-. S + f.x+-+/‘ 

ce qui, substitué dans l'équation précédente, fournit 

o=P/ dx, dx% dxn\~cü +--- + P-S), dxr d. r4+W' 7Ü+P'1TÏ + ■ • ■+?if#» 

en intégrant, à partir de jr = ο , il vient 

Ρ'' ι£ + Ρ'
 +

 · · ■'+ Ρ" ΐ —
 Μ

(Ρ°
 +

 # ar '+ · ■ · ■+Ρ° ίϊϊ )■■' 

ou l'on a fait pour abréger 

M = e~ ' " £ F, 

e étaut la base des logarithmes népériens. 
Considérant de même les quantités a,, comme det 

variables, déterminées par les équations 

A, — λ, , Α
β
 j · ■ · A,„—, — ct

eJI
—,, 

on a 

dx — ( p,dx, -f- p,dx, +. . . -f- p„dx
n
) 

= 'H'-r.ar-f. m —■■-!>■ s) 

_ 2 Ά ''A + f- £+■■■+!>· ΤΕΤ)''"' ' 

le signe Σ s étend à toutes les valeurs de i comprises dans la série ι 
2,... 2n— i. Comme l'on a 

dx, dx, dx„ 
1 ~~ P1 Ite ~P" dF ~· · ·~ P- FF = 
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et pour chaque valeur de i, 

?·Ί£,+Ρ·Ίϊ
ι
+···+Ρ·Ί£ = Κ?·^,

 + Ι'·3Ϊ+···+Ι'·^.)· 

lequation ci-dessus prend la forme 

^dx—(f),dx, 4-/j,d.r,4-. . ,-j-pndxK)——+ • ••+ ~J~)t 

ou, à l'aide de l'équation 

dx\ — 1~ du,, 

celle-ci 

dx—{p,dx,-\-p
t
dx

%
-\-.. .-f-p„dx„)=—M(p°dx°-\~p\dx\ -f-... -f- p°

t
dx*)· 

On conclut de cette équation identique, que l'équation 

dx — (p,dx
t
 -f* Pidx, + ...+ p

n
dx„) = ο 

peut être transformée dans la suivante 

p°dx\ -f- p\dx\ -f-... -f- p"
n
dxl = ο, 

à laquelle on satisfait en égalant les quantités x°, x°,.. ■ χ°
Λ

, à des 
constantes arbitraires. C.Q.F.D. 

L'analyse dont nous avons fait usage coïncide avec celle dont 
Pfaff s'est servi dans le mémoire cité pour démontrer que les 
rapports des 2η — ι quantités obtenues, en donnant à i toutes les 
valeurs de 1 à an — 1 dans l'expression 

D ^ JL. _l_p ^ 
P' d* ̂  P· d«,· -r- '-r-P' dai 

sont indépendants de x; mais il n'a pas ajouté la remarque que par 
cette raison ces quantités peuvent être prises proportionnelles aux 
quantités 

no dx", dx\ dx\ 
p- P" did 
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ce qui fait qu'on trouve l'équation différentielle transformée elle-
même, et qu'on obtient immédiatement les η équations qui y 
satisfont. J'ajoute que lorsque la valeur particulière ο , qu'on a 
donnée à œ

f
 présente des inconvénients, elle peut être remplacée 

par une autre valeur numérique quelconque. 
Les expressions des quantités x,, x,,... x

u
, p,

}
 p.,. . . p„ en x, 

ft,,»,,... , contiennent aussi la constante h. Différentiant par 
rapport à h les équations 

<Ρ=Α, ï = p,~^ + p. — +...+ p„ 

et se rappelant que 

p dx, άφ άφ ρ dp, άφ 
dx dpi ' dXi dx dx P* ' 

on trouve 

df_ dp^ , άφ_ dp* , , à^ dp,, 
° dp' dh dp* dh ' dp

n
 ' dh 

+ p \P- d^dh + P> didh+· ■ ·+Ρ" dïdk)> 
dj>_ dp_ ι dp^ dp, , ,dp_ dp, 

1 dp, ' dh ' dp* dh " ' dp„ ' dh 

ρ /dp dx^ dp, dx, , . dp, dx
n
\ 

\ dx ' dh dx ' dh ' ' ' dx ' dh J 

-£\P'-dh+P'dh+---+p*· nhp 

d'où Ton conclut 

, Pd
{?' 1h +p> ~dh +"'+p"-dh) 

° = 1 + dx 

+ zif· 7h + P· m + --+P. Sir)· 

Multipliant cette équation par -^p, et intégrant depuis x = ο jusqu'à 
x = χ , on obtient 

Tome III. — Avrh i338. a3 
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/'* dx . I / dx, , dx, . ■ dx
n
\ 

ο mF m ν 1 dh P% dh +···+/'■ dh) 

\p> dh ^ P% dh +^P" dh) 

Quand on considère h comme variable, on doit, dans l'expression 
de dx ci-dessus trouvée (p. 176) 

dx = p
l
dx

I
-\-p%dxv+-... +p

n
dx, — M (p\dx\+pa4x\+...+p°dx°), 

tenir compte d'un terme nouveau, savoir 

("■ S+*S+»-+*£)--«(*SF-w2+...+,c£) -

L_M/'x dx 0 MP . dh, 
et l'on a 

dx = p
t
dx,4-p

t
dx

t
+..,-f-p„dx„ — M(p\dx\+pldxl+...+ p°

n
dx°) 

+m/:® -<*■ 

Si l'on désigne par A° ce que devient A, , et par <p* ce que devient 
φ, quand on fait en même temps jc = ο, x, =. x°, pt = p°, et si 
l'on élimine des 2η -f- 1 équations 

Φ —— ο j φο h ^ A j ~ A, j A
A

 ■—■ A
A

 ρ A
AN

—χ —— A
AN

_, y 

les an quantités p
s
, p., />,,··· ρ°,ρ°,,...ρ°

ηΙ

 on obtient a? exprimé 
enï,, a:,,... x„, x°, x\,...■ x", h; et les coefficients différentiels 
partiels de cette expression de χ pris par rapport à ces quantités, 
sont 

dx dx dx 
l^—P" dF

%
 — P"· ' ' ' dx

n
—P'> 

— _ — Mp\,
 dx%

 — — Mpl,...
 da£

 _ Mp°,
 dh — ̂ f

0 Mp. 

Dans les deux intégrales qui entrent dans ces formules, savoir 

/dtp dx p dx 
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on doit considérer les quantités χ', pj comme des constantes, et 
exprimer toutes les variables en fonction d'une seule d'entre elles au 
moyen des intégrales complètes des équations différentielles ordi-
naires de la page 171. 

Dans ce qui précède, j'ai pris pour constantes arbitraires les valeurs 
des variables correspondantes ax—o ·, mais on démontre par un calcul 
semblable, qu'en exprimant au moyen des intégrales complètes des 
équations différentielles ordinaires écrites ci-dessus (p. 171) toutes 
les variables par une seule quelconque d'entre elles ou par une autre 
quantité quelconque t, puis désignant les valeurs de χ, χ,, xt,.. ,x„, 
p

t
 ρ

η
, correspondantes à t = o, par x°, x°, x°,f... x°n, p", 

pif · · p„t et considérant de même ces valeurs comme variables, on 
aura cette équation 

dx—p,dx,—p
2
dx

a
—...—p,dx„z=.M(clx°—p\dx\—p\dx\—... —pldxl) 

+ Μ
/ΓΜΙ^' 

ou 

M=e-/* χ άγ dx 

Si l'équation différentielle partielle proposée ne contient pas la 
fonction inconnue χ, ce qui arrive dans les applications à la dyna-
mique, on a 

^ = o, partant M = 1. 

Alors le système d'équations différentielles ordinaires se réduit au 
suivant, 

dé dé de dé . dé dé 
dxd.dx,:·· ■ :dx„:dPt:dp,: ...:d

P<l
=—: — : ^ ~~dFn -

lequel système contient une équation et une variable χ de moins. 
Après avoir intégré complètement ce dernier système, et après avoir 
exprimé toutes les variables χ,, p, en fonction de a?, et de m — 1 

constantes arbitraires , on obtient χ par une simple quadrature, 
à l'aide de l'équation 

a3.. 
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? — et =.x» Ydx,d<p dpi 

α étant une nouvelle constante arbitraire, qui n'entre pas dans les 
expressions de x,

t
 x

3
,... x

n
, p,

f p,,·.· p
n
 en x,. En désignant 

maintenant par xâ, x%,... x"
ef

 p°, p\,... pl les valeurs de ces 
expressions , correspondantes à la valeur χ = ο , puis observant 
que χ', = ο et M = ι, on trouve par la formule générale (p. 17g), 

dx — p,dx, + p/tx, -j-... + p
n
dx„— (pldxl + pldx°-f-... H-pjfx'd 

dh + ri*. (1$ dZ 

où l'on a remplacé — par —'. 
dl>, 

Cette équation donne 

dx dx dx 
dx, ' P" dx

%
 P*' ' dx„ P" 

dx α dt dx 
dP, ——P1' d^l ~ PiV ^ — — Pn 

Th j ~dï'dh dx 

Si par l'introduction d'un nouvel élément dt l'on donne aux équa-
tions différentielles ordinaires la forme qu'elles ont dans les pro-
blèmes de mécanique, on aura 

dx, dtp dp, dtp 
di dp, ' dt dx, 

........................... 
dx

n
 ώρ_ dp„ dp 

dt dp
n
 ' dt dx„ 

dt = p-: 

après avoir intégré complètement les équations 

* dr ' lìti, ' r/rr • • rfrr — d<P • d* •d*M• •• ►• *«/'1 » ^3 • • • • • **Pn “J— “7 ^ ^—todi»*dp%"" dpn% dx,‘ dx9'" ’ </* 

et formé les expressions de χ, , xs,. . . x„, ρ,, p, .... p
n

, en forte-
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tion de x,, on pourra calculer χ et t par des quadratures, à l'aide 
des formules 

3 X CL — f. Pdx, d<p f. dx i dq> dpy 

a et r étant des nouvelles constantes arbitraires. 
Mais l'une de ces deux intégrales est la différentielle partielle de 

l'autre par rapport à h. En effet on a , d'après les formules précé-
dentes , 

μ—Ι + τ· 
J ο dp, 

Si outre la variable x, il manque encore dans la fonction φ une 

seconde variable, x
M

 par exemple, on aura aussi J^- = o;donc les 

équations différentielles ordinaires donneront 

dp
m
 =s ο ou p„ — const., 

ce qui diminuera leur nombre de deux unités. Elles deviendront 
dans ce cas 

dx,:dx
a
:... :dx,_,:dp,'.dp

%
: ...dp

n
_,~... ■ . .—J!t 

où l'on doit regarder p„ comme une constante. 
Quand , par l'intégration de ces équations , on aura exprimé les 

quantités χ,, x
tf

. · · x
m

—
t

, ρ, , p,,. . . p
n
—i, en fonction d une seule 

d'entre elles, l'équation 
, dp dx ι dp dp, 

dp„ ' dp dp,, ' dp 
dpi dx 

donnera par une simple quadrature la valeur de x„. 

Mais on peut encore dans ce cas suivre une marche semblable à 
celle que M. Hamilton emploie pour remplacer la fonction S par V et 
transformer ainsi généralement l'équation φ = h elle-même en une 
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autre, dans laquelle le nombre de variables indépendantes est diminué 
d'une unité. En effet, la fonction φ ne contenant ni χ ni x„, on fera 

·*■ = J + PnX
n
 ; 

par conséquent 

dy = pjx
t
 + p,dx, +... -f-pn

-,dx„_, — x
n
dp„. 

Si l'on regarde dans cette équation p„ comme constante, elle se 
change en 

dy — ptdx, + p%dx% 4-. . .4-p dx -1 

d'où il suit que les quantités p
tf

 p
%
,... deviennent les coef-

ficients différentiels partiels de y pris par rapport à x
lt
 x

t
,... , 

et que l'équation différentielle partielle proposée, dans laquelle on a 
regardé de même ρ

Λ
 comme constante, se change en une équation 

différentielle partielle eu y à η — ι variables indépendantes χ,, 
x
tf

. . . a?·—,. Ayant trouvé y en fonction de x
t
, x

%
,... x,_,, de 

η — ι constantes arbitraires et de la constante p„, on obtiendra la 
fonction cherchée χ en éliminant p„ de l'équation 

χ = y + p
n
x

n
, 

à l'aide de la relation 

dpn-£■ = — χ 

On peut ajouter ax, une constante arbitraire; alors χ renfermera 
« constantes'arbitraires , comme une solution complète l'exige. 

X 

Nous avons vu, par ce qui précède, comment on peut trouver 
une solution complète d'une équation différentielle partielle par l'in-
tégration d'un seul système d'équations différentielles ordinaires. 
Maintenant je vais résoudre le problème inverse ; déduire les 
intégrales complètes du système d'équations différentielles ordinaires 
d'une solution complète quelconque. 
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Supposons donc que l'on connaisse une expression de χ en x\, 

x
if
... x„, avec η constantes arbitraires a,, . a„, satisfaisant à 

l'équation différentielle partielle proposée φ = h. Qu'on forme les η 
— ι équations suivantes représentées par des proportions, 

da, ' da, d*n ~ P' ' Ρ* P" · 

βit /3.β
η
, sont de nouvelles constantes arbitraires, et puis-

qu'elles n'entrent dans le calcul que par leurs rapports, elles équi-
valent seulement an- ι constantes. En introduisant une nouvelle 
quantité M, on peut poser 

£ + β,Μ = ο, g- + /3.M = ο,... *L + /3„M = ο. 

Ces équations déterminent les η -f- a quantités x, x
It
 x

t
,... x„, 

M sont en fonction d'une seule d'entre elles. Différentiant l'équation 

£ + AM = o, 

et substituant dans sa différentielle la valeur de /3,, tirée de cette 
même équation, on a 

° IL·' W d*idx, * + da
;
dx. " 

de sorte que si l'on fait 

dx xd=-Ρ" ΈΓ, — P"'" ~dxn ?" 

il vient 

°~" dm/' M ^ dm ' ̂  dx, "Γ· ·· ■+"
 du

dx«· 

Si dans l'équation différentielle partielle proposée φ=· h, on subs-
titue la valeur donnée de χ et les valeurs de p,

f
 p

t
,... ρ,, qui 

s'en déduisent à l'aide de la differentiation partielle par rapport à 
x,, x

tt
... x

a
, cette équation doit devenir identique enx

lt
 x

XJ
... 



184 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

a:
n

, a,, a,,. . a,, h. Prenant donc la différentielle partielle par rap-
port à aif on trouve 

dp de (h dp, dp dp, , dp dp„ 
" dx ' da; dj·, ' dx; dp, ' dx

:
 ' * dp

n
 ' dx,' 

En comparant les deux systèmes de η équations qui résultent de-
cette équation et delà précédente, si l'on donne à i successivement 
les valeurs de 1,2,...», on arrive à cette suite de proportions 

J;VI 'dv 'dr ' rfr — — d0 -'άφ · άφ · · dp 

M * ' ClXn— dp, - ̂  ^ 

et comme on a 

dx — p,dx, H- p,dx, -J-. .p,dxa, 

cette suite fournit ces équations 

P rfiVI dp ρ dx, dp ρ dx, dp ρ dx„ dp 
Mdx dx' dx dp, ' dx ~~ dp, '' ' ' dx dp 

ou l'on a fait comme ci-dessus 

v = P'af+P-Tf,+--+P-Sf.· 

DitTérentiant maintenant l'équation ρ = Λ par rapport à χ,, et faisant 
dans la différentielle 

dpt dp; 
d χ ~~ dxk ' 

on obtient 

' dx, P'dx dp, ' dx, ' dp, ' dx, ̂  dp„ ' dx, ' 

et puisqu'on vient de trouver 

dp ρ dx, dp ρ dx, dp ρ dxn 
Sp7—rd7' dp, — rdx>'·· dp

K
—r~te> 

on en conclut 

dq 'dq''dx; Pi dx dx' 
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Ainsi l'on a déduit, par une analyse inverse, les a η équations diffé-
rentielles du premier ordre 

ρ dxj_ άφ_ ρ dpp dp 
dx dpi ' dx dxi dx ' ' ' 

des 2η équations 

7 dx (ix * = '■■ ST ■ Ti £ = ß,:ß,:---ß » 9 
dx dx dx 
ώΓ, — Ρ" Âc~,~P**'m· dF

n
 Ρ*' 

ces dernières renfermant 2« constantes arbitraires, savoir h, a
lf 

a
mt
.. . a,, et les rapports de β,, /3,,... β

η
, sont par conséquent les 

intégrales complètes des équations différentielles dont il s'agit. 

XI. 

La dernière analyse peut s'étendre aussi à la recherche plus gé-
nérale , dans laquelle Pfaff comprend l'intégration des équations 
différentielles partielles du premier ordre, et l'on peut démontrer 
que connaissant un système quelconque de η équations à η constantes 
arbitraires, satisfaisant à l'équation différentielle 

ο = X.rir, -f- X.r/r, +...+ X„dx„, 

(ou l'on a changé la quantité χ des formules précédentes en a„), on 
peut en déduire les intégrales complètes du système de in—1 équations 
différentielles ordinaires établi par Pfaff et donné ci-dessus, p. i65. 

Au moyen des η équations données , exprimez χ,, x
3
,.. . x

nf
 p

n 
fonction des variables Λ·„

+1
 , χ

η+Λ
,... x

tu
, et des constantes a

t
, 

*%■>■·< a«. ; formez les équations 

1j£) dx, 1 dm, + X. + M/3, = o 

X
Î; +

 X
.S+---

+X
-T

 + M
^ = °' 

...................................... 

x-ë + X
.S+---+

 χ.£ + ΜΑ. = ο, 

Tome Ul. — Avp,it i838 24 
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β,, /3.,. β„, étant de nouvelles constantes arbitraires ; en 
éliminant M, vous en déduirez η — ι équations qui, jointes aux u 
équations données, seront les intégrales complètes du système d'équa-
tions différentielles ordinaires -, établi par Ρ faff'; ces intégrales, 
comme cela doit être, contiendront in— ι constantes arbitraires, 
savoir η constantes a,, a»,.. . a„, et η — ι rapports des constantes 
β., β.,'·. β a-

Voici la démonstration de ce théorème. 
Les expressions de x

If
 x

tf
... x

n
 en fonction xm+,, xm+,,.·· x2m, 

et des η constantes arbitraires, déduites des η équations données, 
devant satisfaire à l'équation 

X-idXt + X.ckr, -p. . .-f- X„ifx„ — o. 

il faut que 

X dx, . γ dx
a
 Vf dx„ γ 

(t-χ n-fi ' "«*'714-1 "«*-714-7 
X| ~Êr ^ X* ~Èr~ X* d.—h X"+* — ° ' 
................... 

X, JÎ+X, ^ X„ + X.
n
 = o. 

Maintenant on peut supposer qu'on ait exprimé à l'aide des η équa-
tions 

X
'S +

 X
*S? -+-■·■+ + m = o, 

tes η ι quantités ar
n+

,,... x.„, Men fonction d'une seule 
d'entre elles, de M par exemple : alors ces quantités, et par conséquent 
x,, xt,...x„, deviennent des fonctions de M, α,, a,,... a„, β,, &,·.· 
β„. Pour distinguer par un signe particulier les coefficients différentiels 
partiels pris dans cette hypothèse, je les renfermerai entre des cro-
chets'; les coefficients différentiels partiels dépourvus de crochets se 
rapportant au cas où l'on considère χ,, x,,..· x

n
, comme étant des 
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fonctions de sc„

+J
 , oc

jn

, a,, a,,... a„. On aura par conséquent 

χ
·(Ε)+

χ
·(£)+-·+'

χ
·0Ε)=

χ
·'Ε+

χ
·Ε+···+

χ
·Ε 

+ (X,-p- + X.p- +...+ X, p-) 

+ (x'd^, + x'-d^
a

+---+x**^z) \~iïr) 
.................. 

^
 + Χ·ι^7

η

 +-+ x- srJ (, ΛΓ; 

= - M/S, - x^. (%) - x,„ φ») ·. -X.. (£"). 
ou 

Χ· (ΐ) + Χ· (£?)'" + Χ"(^') + M*· = "· 
Différentiant cette équation par rapport à M, on obtient 

»=(§;) (S+(§;) (S) -+C#) 05?) 

+ x'(as) + χ·(«£,) ···+ Mmè) + *· 

D'un autre côté l'équation 

X/ôr, -f- X.côr, ... -f- X^r/.r,,, = o, 

en j considérant toutes les quantités comme étant des fonctions de M 
nonne 

*· téaO + x. (3) - + x» (sr) = » ■ 

d'où l'on conclut en différentiant par rapport a 

•=
X

· GFE)+
X

· (JSSR) +
 X

- (TSE) 

+ ($Κ&) + (£Θ<&)··+(£Θ·(£Τ)-
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Par consequent, au moyen de cette equation, la précédente multipliée 
par rfM devient 

» = Ό. (=) + <«·(£) "+ dX- fêf) 

~
iix' ( dl)

 dx

· ( <&,*) · ■ ·
 (!x

'" ( d'S) ■
+

· ' 

ou l'on a remplacé dM. par dû.,, dM par dx,, etc. Éli-

minant /3, de cette équation à l'aide de l'équation 

X
-(FE) +

 Χ
·Φ) +···+

 X
- OSR) + = °-

on obtient 

- = <«■ (Ë)+■Α· (Ϊ) ■·· + <«- OFE) 

■—•MS?)dX –dx –dx dn,, 

- F [
Χ

. (£) +
 Χ

· (T) ··· +
 X

" OLO] · 

Faisant, ce qui est permis, β
η
 = ι, on trouvera par la même ana-

lyse, pour les η — ι autres constantes /3,, β„,... /3„_,, des formules 
semblables à celle qu'on a trouvée précédemment pour a,. On a 
d'abord 

Χ
. (%)+*· (T)-

+X
-GFE) 

= (x. -pi- + X, ». + X» (^) 

('x, + X.~t~~~ ·■·+ x» Ρ' 
...................... 

+
 (x

t
 Jp-

 +
 X

m
 *L·- ...

 +
 X„ pL) (pI2.) 

= - [
Χ
~. (rSr) + X

-«(^F) ···+
 X

-0Ê-')]· 

°» "=
 X

· OS) +
 Χ

·(£0 - +
 X

-C!R> 
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Différentiant cette équation par rapport à M, et l'équation 

* = *■(£) +MS-) -+M'Sr)-

par rapport à /3,·, soustrayant les résultats l'un de l'autre, multipliant 
le veste par rfM, on obtient l'équation 

0
 = <*>(£) + <*·(£) - + «- <3F) 

- ** (§)-<**· (§) ···· - *·- (%> 

Pour lui donner la même forme, que nous avons trouvée pour l'é-
quation qui se rapporte à a

t
, nous en retrancherons l'équation 

0
 = Ht) + Ht) ··· +

 x

·· (%)> 

multipliée par De cette manière, on a 

« =
dX

· (t)+
d
Ht) ···

+
^-(t) 

- <>*· (t) -
DX

· (t) - - 0§F) 

-Τ[
Χ
·(«)+

Χ
·(%) - +

 X
-(?§R)]· 

Dans cette équation et dans l'équation semblable par rapport à α,, 
ci-dessus trouvée, nous allons mettre pour les différentielles partielles 
leurs valeurs développées : 

\dtti ) dx, ' \datj ) du, ' \ du·) ' ' ' dx,„ ' \ dtt{ / ' 

(dX
h
\ dX

k
 /dx.\ dX,j /dxdX

k
 / dx

in
\ _ 

V dfii ) dxi ' \ άβί) ' dx, ' \άβί ) ' dxt„ ' \ άβι ) ' 

et ordonner les expressions par rapport aux quantitésdx dx, dx'1 
Alors ces équations se changent en celles-ci : 
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» =
 Τ

· 0+
Τ
·(^)- +

 Τ
··(Ϊ). 

" =
 IT

'(SF)
+ Τ

· (&) - +
 T

-(W)' 
ou 

ί, rfX, — dx, -h -fa dx, ··· + ' ΊνΓ ' 

T. = - (g Λ.
 +

 ... + ̂ Λ,.) _ x:«f 

............................. 

Τ
- = <«-- (Έ

Ώ
' + £<**■... + - X„ « 

Si l'on multiplie ces valeurs de Τ,, T„ etc., par dx
x
, dx,,... dxin, 

et qu'on en fasse la somme, tous les termes du second membre se dé-
truisent , vu que l'on a 

X,dx
t + X%dx

%
 +... X„dx„ = o, 

et άχ^ dx
x
 4- ^ dx, 4-.. .4- dx^ dx,„ _ d\y , 

et l'on obtient l'équation 
Τ

X
dx\ 4- Τ,dx

% 4- ■·■ 4- T
M

fix„ = ο , 

ou ce qui est la même chose 

T-(m)+ τ· (Si) + - + T·· (Sr) = o. 

puisque les différentielles dx„ dx„ etc., dans les formules précédentes, 
remplacent les produits ή?Μ, dM, etc. 

Des η équations 

Τ
· CAR,) + Τ

· (T) - +
 T

- 0£) = »· 
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jointes aux η — ι équations 

τ· (t) + τ
· ··· +

 τ
» (ΐ) = ·. 

et a l'équation 

Τ
· (m) + Τ

· ($t) - + Τ- (W-) = »· 

on déduit les sn équations 

Τ, = ο, T, = o, ... T„ = O, 

qui coïncident avec les équations différentielles de Pfaff. quand on 
y change c?iV, X

2
„, x

w
, eu X, x. respectivement. C.Q.F.D. 

Voici comment on peut prouver que les équations 

Τ, = ο , T. = o, T„ = o, 

résultent de celles que nous venons d'obtenir. Si l'on considéré 
a,, α,,. · .a» , β,, β»,· ■ ■ βη-,, M comme m quantités variables en 
même temps, les équations, qui existent entre ces quantités et les m 
quantités x

l
, x

t
,. , .x

%
„, n'établissent entre ces dernières aucune rela-

tion déterminée ; mais ces équations font seulement voir comment 
l'un des systèmes de an variables peut être exprimé par 1 autiv 
système de an variables. Qu'on désigne des variations quelconques 
des quantités x, , xt,...xtn par Sx,, cTx,,... S x%m : ces variation' 
sont indépendantes les unes des autres, puisqu'il n'y aaucune relation 
entre les quantités χ,, x

tt
... x„; eu nommant cf«,, cTa

a
,... J'a„. 

tfjS,, cT/3»,...<fjS
11
_,, cfM les variations correspondantes des quan-

tités ct„, β,, β%,.. βη_,, M , on a 

xK=(£)ó Xuf+ 

+ &* + ($) Ά - +.....dxi) &* + ($ 

+ (â) *»■ 
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Donc multipliant les 2η equations, que nous avons trouvées ci-dessus, 

τ· Ο + Τ· (£) - + T- (ëf) = »' 

τ· (ë) + τ (ë) - + τ- (ëf) = ο. 

.......................... 

τ· (S) + τ· (ë) - + τ·· OtO = °-

τ
 (ë) +

 τ
· (ë) - +

 τ
» (ëf) = °· 

T-(ë) + T-(ë) - + τ·- (ër) = <" 
. . . . . . . 

T'(ër,)+T· Cë)- + T-(fe)»·-

τ·(») +τ· (®) - + τ- («)=»' 

par cfa,, Jat
3
,... eTcc

n
, //9,, £^3

2
, ...eTjS^, «ΓΜ respectivement, et 

faisant la somme, on trouve 

Τ,ίΛτ, -f- T^tfx, ... + T^cfa:^ = ο, 

Or, comme «T.r,, J\r,,... £x*
n
, sont des variations indépendantes, 

les unes des autres, cette équation ne peut pas avoir lieu à moins 
qu'on n'ait 

Τ, = 0, Τ, = ο, T,„ = o, 

ce qu'il fallait démontrer. 
On peut encore s'assurer par les considérations suivantes, qu'on 

obtient toujours par la méthode que j'ai indiquée , les intégrales 
complètes des équations différentielles ordinaires , établies par 
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Ρ fa If, quand on sait satisfaire à l'équation 

X,dx, + X/fcr, ... -f- X,
n
dx,„ == ο 

par un système quelconque de η équations à η constantes arbitraires. 
Qu'on résolve ces η équations par rapport aux η constantes arbitraires 
de manière qu'elles prennent la forme 

A ! - ι A, i— a
2
 , ... A„ — ct

A
 , 

a,, aétant les constantes arbitraires, qui n'entrent plus dans 
A,, A,,... A„. Pour que ces équations satisfassent à l'équation diffé-
rentielle 

Χ.t/r, -f- Χ,ώτ, -f- ... + X
ln
eir

2n
 = o, 

il doit exister η multiplicateurs U,, U
2
,... U„, au moyen desquels 

ou ait identiquement 

X.ETE, + X
3

Î/X, ... -\-%
w
dx,

n
 = Υ,Ί/Α, + Υ,Ί/Α,-F- ... + U„G?A„. 

En supposant qu'on ait exprimé χ,, x,,... x„ en A,, A,,... A„. 
„r

u+
,, x

nf2
,... x

ln
, cette équation fournit 

u- = x-Ê + x>t;- + x"Sf· 

De l'analyse donnée par Pfaff lui-même, il suit que, sachant 
transformer d'une manière quelconque l'équation 

X,dx, -f- \,dx.
t
 ... -(- X,„<ir,„ 

en une autre à in— ι variables seulement, on obtient les intégrales 
de ses équations différentielles ordinaires, en égalant ces 2η— ι va-
riables à des constantes arbitraires. Or nous avons 

ο = X.cfcr, + X,dx, ... -f- X
m
dx , = U,</A, -f- U/M, ... -f- U.//A. 

Torae 111. — Atril [838. a5 
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OU 

ο — ^ dA, -f- dh, -f- ... -f- -f- dA
nt 

ce qui e»t une équation différentielle à 2«— ι variables seulement, 

A 4 U- ü’ i f "îv* XJ ^ U 9 U«=! u„ 

Donc celles-ci égalées à des constantes arbitraires doivent être les 
intégrales complètes du système d'équations différentielles ordinaires 
de Pfaff. Or, elles coïncident parfaitement avec les 2η— ι équations 
telles que je les ai établies plus* haut. 

XII. 

J'ai remarqué ci-dessus, que la méthode proposée par Pfaff, 
pour intégrer l'équation 

X,r/.r, + X,fiLc, -f· ... + TL^dx,,, — o, 

a cet inconvénient, qu'on n'établit à priori, que le premier des 
systèmes d'équations différentielles ordinaires dont on doit s'occu-
per successivement : on ne peut qu'indiquer la manière dont chacun 
des autres est formé, et cela après l'intégration complète de tous les 
précédents. A cause de cette circonstance on ne peut pas se faire 
une idée nette de l'ensemble de la méthode. Pour le cas particulier 
qui fournit l'intégration des équations différentielles partielles du 
premier ordre, nous avons vu (IX) , que l'intégration du premier 
de ces systèmes d'équations différentielles ordinaires suffit complè-
tement, et qu'on n'a plus besoin d'établir et d'inlégrer d'autres sys-
tèmes. Ce cas particulier peut encore être énoncé comme étant celui 
dans lequel un nombre η— ι des 2η quantités Χ,, X,,... X

3n

, est 
égal à zéro. Soit par exemple 

X„+, ' — ··* —— X an 

de manière que l'équation proposée devienne 

J.r
n
i, = ψ—^- (X.dx, -f- X,dx, ... -f- X„c£r„). 

Faisant 
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χ,+, — p" χ.+1 — Ρ" χΒ+; — P" 

les quantités p
lf
 ρ

3
,... p

n
, sont les coefficients différentiels partiels de 

x„+l, considéré comme fonction de χ,, x
2
 x„, et l'élimination 

des η — ι quantités x
n+2

, x„+3t... x
2n

, de ces η équations donne 
l'équation différentielle partielle , qu'on devait intégrer. Maintenant, 
je vais démontrer qu'en appliquant la méthode , dont nous nous 
sommes servis pour ce cas particulier, à l'équation différentielle 
générale de Pfaff, on peut se débarrasser, de l'inconvénient ci-
dessus mentionné; car on réussit par-là à établir sans difficulté tous 
les systèmes qui sont à intégrer sans en avoir intégré aucun. 

Pour arriver à ce résultat, on prendra dans les intégrales du pre-
mier des systèmes d'équations différentielles ordinaires établis par 
Pfaff, pour constantes arbitraires, les valeurs de x

lt
 x

2
,... x„._,, 

correspondantes à x
2n
 = o, valeurs que nous désignerons par x", 

xl,. . . En désignant aussi les valeurs correspondantes de X,, 
X,,... X,„ par X°, X

3
_.... X°„, on obtient des équations de la 

forme 
x, = xi -f- arjj,, X, = X; + λ·

μ
Ξ,, 

X, = xl -f- Χ
1π
ξ

2
, X, = X° + Χ'.ηΞ.., 

.............................. 
Xïn—ι Χ-ιη—ι 1 Xlii^2n—if Xïii X^i, Î '2 ny 

£,,£.,··· s„ Ξ,,... Ξ,„, étant des fonctions de x
M

, χ°, 
xl,· · · x^n-τ·, qui ne deviennent pas infinies pour a:,„ = o. En subs-
tituant ces valeurs de x,, x

%
,... telles qu'on les trouve par 

l'intégration complète des équations différentielles ordinaires établies 
par M. Pfaff, dans l'équation 

ο = H
t
dx, -f- X

a
dx, . . . -f- Χ,

η
ίώ·,„, 

on obtient 
ο = (X? -f- x,„S,)d(x° +- .rj·?.) 

4~ (X° 4~ a (.r° -f- χ,,,ζ,} 
...................... 

+ (X°4- 4- χ,,,ξ,,-0 
~f- (X« 4" ■ϊ'ιηΞ,,,) dx,„ 
= Βdx

2n
 + Β

t
dx° + B..x° ... 4* , , 

25., 
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où (/ désignant un des nombres 1,2,... 2η — ι) 

Ri = X° + X,n^i 

+ ·*,„ άχο H" Λ
2 dx

„ ... + A,„_,
 άχ

„ J 

-h ·*« l^-r -t- ^ . · · -+- rfx; y-

Mais Pfaff a démontré, que si au moyen des intégrales complètes 
de ses équations différentielles ordinaires , on exprime les 2η va-
riables x

t)
 x

t
, xs

,...x
in

, en fonction de l'une d'entre elles, de x
m 

par exemple, et de 2η— ι constantes arbitraires, et qu'ensuite on 
substitue ces valeurs dans lesquelles on considère aussi les constantes 
arbitraires comme variables, dans l'expression 

X.rfa·, -f- X,Ar, +■ .■+ 

le coefficient de dx,
n
 s'évanouit, et les rapports des coefficients des 

différentielles des constantes arbitraires deviennent indépendans de 
x

n
. On a donc 

Β = o, 

et les rapports de Β,, Β,, B,„_,, sont indépendants de x,„. 
Par conséquent, ils ne sont pas changés, quand 011 fait x

7n
— o} 

dans les expressions de B,, B
â
,. . . on obtient donc 

Β. : Β, ; ... : B
2N

_, = X; : X; : _... : X;„_,, 

ou en introduisant un facteur M, 

Β, = MX;, B
a
 = MX;,... B

2B
_, = MX;„_,. 

Ainsi nous voyons qu'en introduisant les variables x°, x° ,. . . 
x'L->> au Heu des variables x,, .r,,. .. Λ·

ιη

_,, x,
n

, et moyen-
nant les expressions 

x, = x°-{- χ
ΙΛ
ξ,, x

t
 = x\ -f- χ,,ξ

%
,. . . , = xl

n
_> -t- , 

auxquelles on est conduit (p. ig5) par l'intégration complète des 
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équations différentielles ordinaires de Pfaff, l'équation différentielle 
proposée 

ο — X,dx, + X,dx
2 +· · ·+ X

2n
dx

2
„, 

se change en celle-ci : 

ο = X^dx", -f- X°
2
dx°

2
 +. . . + X"

J1
_

1
f/.r"„_,, 

c'est-à-dire en une équation différentielle, qui contient uue variable 
de moins et qu'on trouve, en faisant x

2n
 — ο dans la proposée, et en 

y remplaçant x
lf
 x

%
, ■ ■ ■ J,„_, para:", χ",. . Et réciproquement 

l'intégration de la dernière équation donnera donc l'intégration de 
la proposée, en exprimant dans ses équations intégrales x% χ",. . . 
x

2n
_, en x,

t
 x

t
,. . . x

2n
-i> Χ"™, à l'aide des ^équations ci-dessus 

établies. 
Cela posé, on doit d'après la méthode de Pfaff égaler une des 

quantités x°
t

, x°,. . . qui entrent dans l'équation 

ο = X"dx" 4- Xy/x°
2
 .. .4- X:;„ /lxi„_,, 

à une constante arbitraire : soit donc 

Xln-i =a1, 

a, étant une constante arbitraire. Alors l'équation différentielle se 
change en 

ο = X\dx'[ 4- X°t£r° ... 4- Χΐη-^χ';„_,, 

où l'on doit remplacer x
2n
^

2
 par at, dans les fonctions X;, X°,. . X"„_,. 

Ayant intégré cette équation différentielle par un système de 11 1 
équations an — 1 constantes arbitraires, on y joindra l'équation 

1*3^, = a,, 

et l'on exprimera x\, x°
2

, . . en χ, x
i}

... x
ilt

, à l'aide des 
équations intégrales du premier système; alors on aura les η équations 
à η constantes arbitraires, qui satisfont à l'équation différentielle 
proposée 

ο ='X
t
dx, 4- Xtdxt +··■+ Xi,/fav<· 
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Maintenant on peut réduire de la même manière l'équation, à 
laquelle on a ramené la proposée, à une autre qui renferme deux 
variables de moins. Le second système d'équations différentielles, 
qu'on doit intégrer pour atteindre ce but, se déduit du premier, 
en omettant les deux dernières équations de celui-ci , faisant 
,r„, = o, x

2n
_
l
=&, et remplaçant x

i7
 X, par x°, X°. Alors on 

parvient à m— 5 équations différentielles ordinaires aux 2η — 2 va-
riables x\

t
 x",· ■ ■ χ0™-*' Pour constantes arbitraires, on prendra 

comme précédemment les valeurs de x% x°
If

. .. x°
2n
_

3 correspondant 
à ·*■"„_ 2 = », et que nous désignerons par x°°, xZ,. .. x°,Z_

3
, et l'on 

nommera X°°, la valeur correspondante de X?; alors le problème 
est réduit à celui d'intégrer l'équation 

XrdxT + XTdxT · - · + XZ-idxlU = o, 

(qu'on déduit de la proposée, en y faisant x
2
„=o, x

2n
_, — o, 

λ\
1!

_
1
=α

1
, a

a
, où α,, représentent des constantes arbi-

traires, et en y remplaçant X, x, par Χ", x") par un système de 
an — 2 équations à « — 2 constantes arbitraires. Qu'on y joigne l'é-
quation 

xZ-i = *
t7 

et qu'on exprime x?, xT, ■ ■ ■ xZ-3 en x°, xl,. . . , à l'aide des 
equations intégrales du second système, qu'on y joigne encore l'é-
quation 

1*3^, = a,, 

et qu'on exprime oc
t

 f oc 2 j · · " oc2n 1 en ocj y oc^ y *, * * oc
3(i

 y à l'aide des 
équations intégrales du premier système : alors on aura les η inté-
grales de l'équation proposée à η constantes arbitraires. Si l'on conti-
nue ainsi à débarrasser chaque équation, à laquelle on a réduit la 
proposée, de deux variables, en y égalant l'une des variàbles à zéro, 
une autre à une constante arbitraire, on arrive enfin à une équation 
qui ne renferme que deux variables 

X
t
dx

L
 -f- X.

2
dx

2
 — o, 

où l'on doit faire x
2
„=x

2n
_

2
. . ,z=x

4
 = ο, χ,^_,=^α,, χ

2η
^.

3
 = Λ,

7
. . . 

x3 — o[
n
 ., dans les expressions de Χ,, X,. 
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Donc si l'on désigne par α

χ
, α

2
,. . . a„, des constantes arbitraires, 

l'ensemble du procédé nécessaire pour établir les divers systèmes d'é-
quations différentielles ordinaires qu'on doit intégrer, consiste en ce 
qui suit : dans le premier système d'équations différentielles ordi-
naires on fera x^

n
 = o, omettant les deux dernières 

équations et remplaçant χ,, X, par χ°, X", on obtiendra le second 
système: on y fera •r°

n
_

I
 = o, rr°

n
_

3
 — a

%
, on eu omettra de même 

les deux dernières équations, et l'on écrira χ""", Χ™0, au lieu de χ"", 
X°°; de Ç£tte manière on obtiendra le troisième système: on y fera 
xZ-4 = ο, = α

3
, on en omettra comme auparavant les deux 

dernières équations, et l'on écrira rr°°0, X""" au lieu de χ"", X"" ; on 
obtiendra ainsi le quatrième système d'équations différentielles, et 
ainsi de suite: enfin on parviendra à l'équation, qui représente 
le ri'"" système 

X° dx°, -j- X" dxl = o. 

Si 1 on désigne par x° , x° ,... x°
lm+

, les valeurs que les quau-
tités xl , x\ ,... , prennent dans les im-\-\ inté-
grales du (n—TO)"1* système d'équations différentielles, quand on y fait 
xl= ο, alors toutes les équations intég raies des différons sys-
tèmes , combinés avec les équations 

a1„_
x
 = <*,, aC_j = a,, χΖΙ-, =■ a

3
,. . . xf — a,, 

donnent la solution demandée. Car dans ces n équations, on peut 

exprimera:" en rr° , xl , a laide de 1 intégrale de l'équation 

différentielle du ri"" système; puis xl , χ", , χ] en xl , 
-c° , x\ , , à l'aide des trois intégrales du(/i— i)"''système; 
puis xl , xl , x\ , x\ , xl en xl , .r° . .r,; , 
à l'aide des cinq intégrales du (n — a)m' système d'équations diffé-
rentielles, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'à l'aide de l'intégiation du 
premier système , on ait exprimé toutes Jes quantités qui entrent 
dans les n équations en fonction des variables indépendantes ,r, , 
3Cι j · « > 
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Nous avons vu que quand η— ι des 2η quantités Χ,, X.....,X2n, 
s'évanouissent (ce qui donne le cas des différentielles partielles du 
premier ordre), alors l'intégration du premier système d'équations 
différentielles suffit. Lorsqu'un nombre η — m de ces quantités s'an-
nule seulement, de manière qu'on ait 

X, = X, = . .. = X„_
m
 = ο, 

on n'a qu'à continuer le procédé indiqué , jusqu'à ce qu'on ait réduit 
l'équation différentielle proposée à une équation à m·— y.m -f- 2 
variables, qui aura la forme 

m—1 r κ—1 m—m—1 ' m—1 m—j 
Ο — Λη—tn-^-ldX u—m-^~E 1 ττ—'M | ? ... ] ^*-2/1—ΐ«ι^-1^'ιΤ)η—jnii t J 

car les coefficients de dx° , dx\ . dx°
n
_

n
 s'évanouissent. L'in-

tégration du m'"" système d'équations différentielles, suffit pour 
trouver les η — m -J- ι équations, qui satisfont à cette équation 
différentielle, et l'on n'a plus besoin d'intégrer aucun autre système. 

On peut encore intégrer l'équation 

X,dx, -f- X,dx, ... ■+- X
2n
dx

2n
 = o, 

par une méthode différente de celle de Pfaff. Considérant x,, x
2
, 

comme variables, on peut faire 

X,dx, -f- X
2
dx

2
 = Udu, 

par l'intégration d'une équation différentielle ordinaire du premier 
ordre à deux variables. Considérant de même x3 et x4 comme va-
riables , on obtient 

X,dx, + X
2
dx

2
 -j- X

3
dx

3
 + X

4
dx

4
 = U du -f- U 'dx3 -f- U*dx4, 

où par l'introduction de u au lieu de x
t
 les quantités U, U', U", 

deviennent des fonctions de u, x
2

, x
3

, x4. A l'aide de l'intégration 
d'une équation différentielle partielle du premier ordre à trois va-
riables, il est facile de démontrer qu'on peut donner à cette exprès-
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sion la forme 

U du + U 'dx3 -+- U "dx4 — + \7A\. 
Considérant encore xs, xe, comme variables, on obtient 

X l'ioc, -f- X litx, ... -f- X
6
i&r

6
 = Y

1
dv

l
 -f- Υ

τ
άν, -f- Y'dxs -f- Y"dxt ; 

en introduisant dans cette équation p,, p
2
, au lieu de x

If
 x

lf
 les quan-

tités V,, V„ Y', Y", deviennent des fonctions de t>,, v
2
, xa,x4, xif xs. 

A l'aide de l'intégration d'une équation différentielle partielle du 
premier ordre à quatre variables, on donnera à l'expression précé-
dente , la forme 

Y,di>, -f- V,cA
2
 —j— Y'dx$ -f- Y"dxe = Wjdw, -f- YV

2
dw

t
 -f- \Y3dw3, 

d'où 

X.ctei -f- X.efcr, ... 4- Xsdxs = YV.dw, + YV/lw, -f- W3dw3, 

et ainsi de suite. Continuant ainsi, après avoir intégré d'abord une 
équation différentielle ordinaire du premier ordre à deux variables, 
ensuite successivement des équations différentielles partielles du 
premier ordre à 5, 4>· · . η variables, on obtiendra enfin par l'in-
tégration d'une équation différentielle partielle du premier ordre à 
η -f· χ variables, les η équations demandées. Puisque d'après le pre-
mier procédé décrit ci-dessus, une équation différentielle partielle 
du premier ordre à k + ι variables , exige l'intégration de 2k — 1 
équations différentielles ordinaires du premier ordre à 2k variables, 
il est visible que par ce second procédé on a besoin d'intégrer autant 
de systèmes d'équations différentielles ordinaires à autant de varia-
bles que par le premier. Lorsque m des quantités x

lf
 x

tf
... x

%
„ s'éva-

nouissent, on peut aussi commencer par l'intégration d'une équation 
différentielle partielle du premier ordre à « + 2 variables. 
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