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n " AL AAAAT AL [LEYIVY

RECHERCHES

SUR LES NOMBRES;

Pir M LEBESGUE,

Professeur-suppléant a la Faculté des Sciences de Grenoble (*}.

§ 1. Sur la résolution de ['équation x* — 1, en supposant
p premier.

L.

Calcul de l'équation dont les racines sont les sommes yo, Y1y « - Yt
(§ 1, page 288 du volume précédent.)

On a rappelé dans le § 1 (page 288) la distribution des p—1=mh
racines imaginaires de I’équation x» = 1, en m groupes de % racines
chacun, et en représentant par y., ¥, Ys,- - - Yu—: 12 somme des ra-
cines de chaque groupe, 'on a indiqué la méthode de M. Libri, pour
trouver I'équation du m* degré ayant ces sommes pour racines; cette
équation étant représeniée par

(43) g — Ay A A =0

Cette méthode consiste 4 déterminer les sommes des puissances des ra-
cines de I'équation (43). Or, si 'on représente ces sommes par /,, f,,
fs.--fm, laformule (4o) qui revient a

(44)PNa= P+ komf o S5 ok ok [,

(*) Le § 1 de ces Recherches sur les Nombres a ¢é1é imprimé dans le volume
précédent, voyez page 253.
Tome 1II. — Mars 1838. 15
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donne, en posant successivement k=1, 2, 3. .. m—1, I'équation

h—
pNv—£ -Nk—|+liT-—!Nk_, eo. AN —(p — 1)

2

(45) Siw = e

Cette formule qui renferme ka solution du probleme, quand on a
déterminé les valeurs de N, N,... N, _,, prend une forme beaucoup
plus simple, et prétérable dans le ¢as ou le calcul des nombres N se
fait par la substitution effective des valeurs de x, x,. . .x, dans la con-
gruence 1 a7 - X7 4. . .4~ 27 =0 (mod. p), ce qui est praticable
pour de petites valeurs de p.

Cette simplification est fondée sur les propositions suivantes, qui
d’ailleurs sont d’une utilité directe dans la théorie des résidus.

Si l'on représente par n; ce quedevient N, quand on exclut des so-
lutions de la congruence 1 4- 2" 27 4. . . 4+27=0 (ou plus géné-
ralement de &7 2" -, . -+x7 =p*(mod. p)) celles ou des inconnues
sont nulles, on pourra déterminer N, en fonction de n,, ou récipro-
quement, au moyen du théoréme suivant.

« Triorime. On a entre les quantités N, et r;, les relations sui-
» vantes :

» (46) Ny =w+ kom, E—I::g-l Py t-. . of-kn,,

» (47) Ny = Nl—' an_l -}~ I‘;f—;—l N._.—. . :EICN,

Démonstration. La formule (46) sobtient en distribuant par grou-
pes les solutions de la congruence 274 27+ . . .f2t= £* (mod. p).
Savoir : 1° celui ol aucune dés inconnues n’est nulle, il renferme n,
solutions; 2° celui ot une inconnue seulement est nulle, il renferme
fois n,_, solutions, puisqu'on peut égaler successivement i zéro cha-
cune des & inconnues; 3° celul o deux inconnues seulement sont

. kik—1,. . s ik —

s, il renferme ——— fois n,_, solutions, puisqu’il y a —= =
nulles, 1l renfe s A—s » puisquil y e

manieres de choisir les deux inconnues qu’on égale a zéro, et ainsi de

saite,, d’'ou la formule (46).
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Il faut remarquer d’abord qu'on a emis l'accent de N et de r qui
doit étre le méme, et que si le second membre de la congruence était
zéro au lieu d’étre p*, il faudrait augmenter le 2° membre de I'équation
(46)de N, = 1.

Par de simples éliminations, la formule (46) donne la formule {{7),
dont le second membre devra aussi étre augmenté de =n, ==t 1;
pour le cas de la congruence a7 + xr ...t xi=o........ .
( mod. p = hm -+ 1).

« Tnrortme. Le nombre de solutions de la congruence......
» retry4. o4 ry=p° (mod. p), ot r,, r,... r, sont des résidus
» de m* puissance, étant représenté par RY, on aura,

(48) m RO = 7,

Démonstration. GCela suit immédiatement de ce qu’il y a m valeurs
de x, donnant 27 =r, (mod. p), autant donnant x7==r, mod. p) et
ainsi de suite, de sorte qu'une seule solulion de la congruence
re+r,+...4r,= ¢* (mod. p), en donne, par la combinaison des
valeurs de x,, x, ... .x,, un nombre égal & m* pour la congruence
X4 x4 . . ai=p’(mod. p).

Si 'on remarque maintenant que le nombre de solutions de la con-
gruence

X+ xl 4. ..+ a4 1=o0 (mod. p =hm + 1),

que M. Libri représente par N,, est représenté par le méme symbole,

d'apres les conventions du § 1, si A est pair, ou — 1 résidu de m* puis-
(3)

sance, et par celui-ci N, , si % est impair ou — 1 non résidu de

(—> classe, on aura dans le premier cas

N,— &N, + 25 7IN, .. 4N, = m'R,,

et dans le second (en conservaut la notation de M. Libri),

Ny hNp 820N, N, =k,

15..
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de sorte que, si, pour n’avoir qu’un seul cas a considérer, on représente
par S, le nombre de solutions de 1a congruence

rv+ra4... 4+ 1=o0 (mod. p),
on aura toujours

Ne— kN, 20N AN, — s,

1.2

ce qui réduit la formule (45) a celle~ci :

(49) Satr = PSy— R

De la se tire la regle suivante, pour le calcul de 'équation (43).

« Cherchez les résidus de m‘ puissance o les restes diff¥rents des
» puissances 1%, 2%, 3"... (p—1)" et faites toutes les permutations
» possibles de ces ki restes r,, r,,. .. r,, sans exclure la répétition d’un
» méme résidu. Représentez par S, combien il y a de ces permutations
» ou la somme des termes augmentée de 1 soit multiple de p, et la
» somme des n” puissances des racines de 'équation (43) serajégale a
» pSy_— R )

Ces sommes ainsi trouvées, les équations

fi—A, —o,

f;-—A,f,—{—zA, =o,
Si—A i+ A [,—3A, =o0,
f;——A,j;—f—A,f,—A,j;-{-l,A‘:.—_o_,

(50)

qui conduisent aux suivantes :

A|= 1
5 2A-=/‘:_fl.’
(51) 2.3Ay =/} — 3/ .+ 2/,

2.3.41.\‘=fﬁ"— 6f: .+ 8/ s+ 3[:—6/,

donnent les valeurs des coefficients A,, A,, A,, A, etc.
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Voici les résultats pour p = 2k 1, p=73h—+ 1etp=4h+1.1ls
serviront pour la suite de ces recherches.
« Pour m= 2 ou p =2k - 1, I'équation en y est

» (52) Py L-'_'[;l=o.
» selon que p est de forme 4q +10u4g—1.»
Cela résulte de ce que I'on a §, = 1 pour le premier cas, et §,=o
pour le second.
« L'équation en y, pour le cas de m=13 oude p=3h 1, esten

» posant 4p==L*--27M*, et en déterminant le signe de L de sorte
» qu'on ait L= 1 43/,

»(53) P+ + (T r+ S(—sp—pl =0,

» ou bien en posant y - % = ;,’

(54) 2} —35pz—pl=o0.»

Cela résulte de ce que l'on a pour ce cas

Si=1,8,="= N_:g_”i N,=3 et N, =A=C'— 3= p-f-1-4L—3
(Far.S1, page 279 du volume précédent.)
Les valeurs de /= —1, fi,=pS,— %k, f;=pS, — k* substituées

dans les formules (51) donnent Féquation (53), qui devient (54) en y
z

'5-
« L'équation en y pour m=4 ou p==4kh-1, est en posant
» p={(144u) 44 et h=12k+r (rétantoou 1),

faisant y 4 13 =

B8 s+ + 5 (pr 3Ny (aputpr—Ry+ g [pr—hr—fpuwt] = o,
» qui se décompose en deux facteurs, ainsi qu’il suit :

(56) L7+ VP +4(prhbauy P L+ 0+ VPl -+ prebeauy/p))=o.
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La valeurde Ng(ﬂO{:ﬂﬁOﬂ de M. Libri)calculée, tome I de ce Journal,
page 284, pour le cas de r==o ou k==2A’, et tome II, page 286,
pourle cas de r==1, ou hzz=ak'< 1, et celle de N, qui, pour le
premier cas, n’est autre que A, et pour le second que C") conduiront
a I'équation (55), et par suite a I'équation (56).

N. B. La valeur de N;, donnée 4 la page 286, au lieu d’étre
p* — 7P+ 10 + 561 - 64u*, doit étre p* — 7p + 6u —+ 4u*, comme
le montre la substitution indiquée ; et c’est senlement par le change-
ment de » en 1 - 4u, qu'elle devient p* — 7p 4 10 + 56u + 641",
valeur qu'il faut employer ici, afin d’avoir dans les deux cas I'équation

p == (14— 4o*.
1L
Calcul direct de Udquation en y.

Dans ses Recherches arithmétiques, M. Gauss a donné 'équation en
J pour les cas généraux de p=2k + 1, et p=="5k 4 1. La solution
pour ce second cas, introduit dans le calcul les symboles (KK), (KK'),
(KK"), etc., qui ne sont autres que les nombres de solutions de cer-
taines congruences; le n* 358 qui renferme cette solution, finit par ces
mots « quoique le probléme que nous venons de résoudre soit assez
» compliqué, nous n"avons pas voulu le supprimer, tant i cause de I'é-
» légance de la solution, que parce que les artifices qu’il nous a
» donné occasion d'employer, peuvent étre d’une trés grande utilitc
» dans d'autres problémes. » ‘

On donnera donc ici le calcul direct des coefficients de 'équation en
Y, d'oir résultera la regle suivante pour le cas général de p==mh + 1.

« Soient r,, r,, 15, ... ) lasérie des résidus de m* puissance

’ ’ (4 ’
et r,r,nrn, ... n

Tiv Tay Tay e Ty les n — 1 séries de non-résidus de

m* puissance (*).

Ko, e, L e

(*) Comme Pordre des classes de non-résidms est ici indifférent, si I'on n'a
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» Combines de toutes les manieres possibles ces nombres 1 & 1, 23 2,
» >a3...kabken ayant soin de ne jarmais premdre deux nombres
n dans une méme série , et représerez par o, , 5,, 5. .. 03, le nombre
» des combinaisons ok Ja somme des termes est divisible par p; alors
» Téqnation en y, multipliée par p—1, prendra Ja forme

» (57) p{y"—o,y" 40,y — o',_y"':"+. .o ) y—k) =0

» d’ou la congruence
» 58) (r —hm=o(mod. p=rm-1).

» déja démaontrée par M. Poinsot (Mémoire sur lapplication de ' A1-
» gébre a la théorie des nombres).»

Pour démontrer le théoreme, d'ou dérive Ia régle précédente, on
emploiera les notations suivantes.

Le nombre de solutions de la congruence

* 27+ (27 o . Al =0, ou = p' (mod. p),

ou les nombres %, %, .. ¢ sont de classes différentes, ce qui suppose
p racine primitive, et a, b,...g incongrus suivaut le module m,
sera représenté par n(a, b,...g)si le 2° membre de la congruence est
o, etpar nf’ (a, b,...g), sl le 2° membre de la congruence est p!, ces
nombres de solutions s'obtenant, non par la substitution des nombres

¥, 2,... p—1 au lieu de x,, x,,... x,, mais par la substitution des
residus r,, ry,...r,, au lieu de x7, x,. .. 27

Comme les nombres a, b,... g sont inégaux, on pourra, quand il
v'en résultera pas d’ambiguité, remplacer #;(a, b,...g) par n°(£)
.y

point de racine primitive , on pourra les former de la maniére suivante, comme
le fait M. Libri dans une Recherche analogue. 1°, Cherchez les restes des puis-
sances 1™, 27,......(p —1)", vous aurez les résidus. 2°. Prenez dans la série
1, 2....p— 1 un non-résidu, multiplicz-le successivement par les résidus , et les
restes des produits divisés par p, composeront une classe de non-résidus,
3°. Au moyen d’un non-résidu qui n’appartienne pas 4 cette classe vous formerex
senblablentent une seconde classe de non-résidus, et ainsi de suite.,
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et lasomme 5, de la régle précédente ne sera autre que =n°(k), somme
qui s’étend a toutes les combinaisons k& 2 £ des nombres o, 1, 2,...m—1.

Pour faciliter le calcul des coefficients de 'équation en y, on pourra
distribuer les combinaisons & 4 &k, des m nombres différents o, 1, 2. ..
m—1 par périodes de la maniere suivante.

Soit a, b,...g une combinaison déterminée : si lon augmente cha-
cun des nombres a, b,...g qui la formentde 1, 2, 3. ..m—1 unités,
on aura une période qui se reproduirait, si lon continuait a augmen-
ter égalemeunt les nombres @, b, .. . g; car on convient de retrancher m
des sommes surpassant ce nombre. De cette convention résultent les
deux théoremes qui suivent :

« Taroreme. Les combinaisons £ a £ des m nombres o, 1, 2. . .m—1,
» et géuéralement de m nombres difiérents, peuvent se distribuer en
» périodes, dont le nombre des termes est m, ou un diviseur de m.»

Démonstration. Cela suit de ce que Pensemble des combinaisons
ab...g;a+1,b41,.. .. g+1;. .. ad-m—1, bt-m—1,.. . g4-m—1;
se reproduit périodiquement, et doil étre conséquemment formé de
plusieurs périodes, dont le nombre des termes ne peut étre qu'un di-
viseur de m, qui peut étre lunité ou m lui-méme.

» Taeortue. Sim et £ sont premiers entre cux, toutes les périodes
» formées avec les combinaisons k a & des nombres o, 1, 2... m—1,
» auront m termes. Mais si m et & ont pour plus grand commun divi-
» seur 4\, et qu'on ait m = m'd’, k=1id, le nombre de termes des pé-
» riodes sera m’ ou un multiple de m’. »

Démonstration. Soit a,, a,,...a,, dy,,. . .0 = a, la combinai-
son 1initiale de la période, et telle quon ait a, <a, <ay...<a,.
Soit de plus n le nombre des termes de la période, de sorte que la
combinaison suilvante

a,~4n, a,+n,... ay4n, ag ., +n,... a ;+n

revienne a la premiere quand on aura soustrait m des sommes qui
surpassent c¢ nombre , comme par suite de I'hypothese a,<<a,<<a,...
les sommes @, + n, a,+n,... vont en croissant, si a,,, -+ n est la
premiére qui surpasse m, il en sera de méme des suivantes, et les
sommes 4,,,}+n—m, a,,, +n—im...a, 4 n—m toutes plas
petites que m iront en croissant, Dailleurs on a i~ n—mou
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a, +n—m < a, - n, puisque celle inégalité revient a a, < a~-m;
donc si Yon range les termes de la combinaison a,-nr, a,-+n,
a; 4+ n..... par ordre de grandeur, oun aura Qg -1 —m,
Agey=n—m...ay+n—m, a,~n, a,~n.. .a,+ n, qui devra
coincider avec a,, d,. .. @;, Qg4 -+ @ Si doncon égale les sommes
des termes de ces deux combinaisons, on aura kn — im == 0, qui peut

.k m n_m ‘s
s'écrire ;= — ou ;== . Comme 7 est diviseur de m, on pourra

donc poser m=nD, k=iD: or D est un diviseur de J'; n sera donc
: , . n m . -
un multiple de m'. L’équation — = + montre d’ailleurs que st m et
% sont premiers entre eux , on doit avoir nécessairement 2= m, puis-
que n ne peut surpasser m.
Les % équations qu’on obtiendra en égalant terme a terme les deux
combinaisons seront

a,+n=a ., age+n=a .. .... Agoi 1= Qg =
Apr-Hn—m=a, G, AnN—m=d,... Qg Ad-n—m=a;;

celles de la premiére ligne se réduiront a

Q= 1a, —“+n Ayppr == &y == 2R b A Dmy) it =a,4 (D—I)ﬂ
Ay =0a,+n Agys == Ay + 21 Ap—r)ita =a, =+ D—l)n
ay =a+n ay ==a;+ an ap=ay=a,+ (D—xn

en posant g i =k=iD, dou g=(D—1)i.

Quant aux équations de la seconde ligne, elles rentrent dans celles
de la premiére, puisque I'on a m—n=(D—1)n.

Une conséquence des équations précédentes, c'est qu'on doit avoir
Q,ya,,. . . tous plus petits que 2, ce qui est toujours possible , puis-
m
®
de combiner i 2 i les nombres o, 1, 2,...n—1, et par le moyen de
ces combina'“ons prises pour a, , d,, . . » &, on obtiendra les combinai-
sons

, . n . . . .
que I'équation ; =+ montre que { ne surpasse jamais 7.: il suffira donc

ey Oyyeee By ¢+ N a1, a,+2n,..,a“:n---“-+(D"‘)n"‘a‘ ~+(Dr=yn

donnant nai - ice A des périodes de n termes.
Tome Iff.- ° s 3:8. 16
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- Voici quelques exemples : :
1°. m impair et k= 2. Ici les périodes seront de m termes, puisque

m et k sont premiers entre eux. Ainsi, pour m= 7,ilya Z—f =7.3

combinaisons formant les 3 périodes suivantes : 0,1:1,2:23:3,4:
4,5:5,6:6,0—0,2:13:2,4:3,5: 46 :5,0:6,1=0,5:1,4:
2,5:36: 4,0:5,1:6,2.

2°. m pair et k=2.Ici, on peut faire D=2, i=1: il y a donc ou-
tre les périodes de m termes, une période de %’ termes, savoir pour
m==8, par exemple, 0,4: 1,5 2,6 : 3,7. De plus, il y a 3 périodes de
8 termes qui ont pour combinaisons initiales o, 1; o, 2;0, 3 ; ce qui
forme le nombre total des combinaisons % = 28=124+44.

Au moyen de tout ce qui précéde I'équation en ¥ pourra se déter-
miner par le théoréme suivant :

» TukoniMe. Si Yon pose pour abréger Zn°(k)=o, et........

m.m—i.m—a...m—k <41
g 1.2.3..k == (mCk), on aura

» (59) mhA, = po, — (mCk)R*,

» et par suite, 'équation (57) et la congruence (58) posées plus
» haut. »

Démonstration. L’équation en y n’étant autre que le produit

oux}, x7,... x7, doivent étre remplacés par les résidus, pz7,
px7, ... pxy, par les non-résidus de premiére classe; p*x™, p*xr,..
p*xy; par les non-résidus de deuxiéme classe, et ainsi des autres, on
aura .

1 A=R'4-R*4R... 4+ R—1=—1; dou mhA, =— m .k
= p7, —(mC1) %', car 67, =o0;

am bm
2. A,=3R" """  ouil faudra mettre d’abord pour a et .b,
toutes les combinaisons 2 4 2 des nombres 0, 1,... m — 1 et ensuite
pour x7 et x7, tous les résidus de méme puissance. Or, pour une
. - . ’ ¢ s m [
combinaison déterminée a, b P'exposant p°x7—-p’xT prend ri(a, b)

h)])
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valeurs congrues 4 o (mod. p), qui restent en méme nombre pour
toutes les combinaisons formant la période de a, b puisque la con-
gruence g“x7 4 f'xT =0, garde évidemment le méme nombre de
solutions , quand on multiplieson premier membre p‘, quel que soit
d’ailleurs i. Le méme exposant prenant

n(a,b), ni(a, b), n;(a, b)... "7 (a, b), n(a, &),

valeurs congruesa p, p*, p,... p"', (®, et pareillement a pmt',
Prti,... P, P75 et généralement A pSrtt, p S pfrmer gt
la partie du coefficient A, relative 4 la combinaison a, b sera

ny(a, b) —+ yon,(a,b) +y.uya, b) 4 yni(a, b) 4. . . 4yn_n"Xa, b):

pour la partie de A, relative 4 la combinaison a41, b+1, il faudra
comme on la dit poser ni{a 4+ 1, & + 1) = n3(a, b) et
ni(a--1, b4-1)=n{""Ya, b), puisque la congruence p*xy~-p’xr="p""
(mod. p) revient a p*t'xr-p*tiar=p*; cette partie de A, deviendra
donc

ni(a, b)A=y.n(a, b)4y.n'.(a, b4 . . + ¥t a, b4yl (a, b):

calculant de méme les parties de A, relatives aux autres termes de la
période de la combinaison a, &, on trouvera pour toute la période

mla, B) 4y, nfa, B)4ynia, b4 .. A Yo, b),
n: (a ) b) + 7: n: (a) b) +_72’z; (a! b) + +jo n(zm—l) (a) b))
n(a, b)+y. n(a,)+rm(a,b)+ +y. 2", b),

n: (a’ b) +J’m—l "’z (a b b) +j(;n1/ (a b b) + +frhzn£m—')(a > b) 2
dont la somme est égale a

m:n(a, b)+(y 4y Ay )i (a, )12 (a, b)4-... 40" (a, b)];

or, on voit de suite que 'on a

h=na, b)+ k(n,(a, b)+n.(a, b)+4 ... +ni""a, )],
16,



124 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

ce qui s¢ démontre comme la formule(12) du § 1 (t. II, page 26g).
Dailleurs y, 4y, =4 ... oy, =— 1. Si donc, on multiplie la
somme précédente par mk, elle se véduira 2

m*h.n(a, b) —m [h* —n3(a, b)) = p.mn3(a, b) —mh* =p[ni(a, b)
“+n(at-1,041)4-n(at-2,b42)4.. 4n(atm—1,b4m—1 Jj—mbhe.

On suppose ici que la période de @, b ait m termes; mais si elle

m

en avait seulement m’' = o7 1l faudrait diviser la quantité précédente

par m", ce qui la réduirait a

plni(a, b)+niat1, et} . . -ni(adem’omr , b4-m'—1) |—m'A*.
m'mz——'—_—_-gm—}-g'm’ +g'm' 4 .... en
supposant quil y ait g périodes de m termes, g’ de m’' termes, g"
de m’ termes, etc., on trouvera en réunissant toutes les parties de
mhA, Véquation

Maintenant si Fon pose

mhA, = pZn;(a, b) — gmh* — g'm'kK* — g'mh'" —. .. ou
mhA, = ps, — (mC2) A*. '

3*. Par un calcul tout-i-fait semblabie, on trouvera
mhAy = poy — (mCk) b*,
au moyen de la relation '
Ramri( Hni( i )i e e ( )],

ou les parcnthéses ( ) doivent renfermer la méme combinaison
a,b,...g

Voici quelques remarques pour faciliter le calcul des coefficients A.

1% Lon a Enj(1)=o0, dou A,=— 1; 2

2°. L'on a ni(a, by =o0, si kest pair.

Mais si % est impair, Yon a n;(a, )==% ou o, selon que l'on a
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m ’ } PR s ’
b=a + —, ou que l'on n'a pas b=a+-’£;dou1]su1tquenposant

h=2k' 4r (r étant o ou 1), on aura =n: (a,b)=m——2—h, d’ou

A _pr—(m—)k
=

3°. Pour Vavant-dernier terme, toules les combinaisons m— 1 3
m — 1 forment une seule période de m termes, ainst 'on aura
En*(m—1)=mn"(0, 1, 2,...m— 2).

4°. Pour le dernier terme il n’y a qu'une seule combinaison, et
Yon aura En°(m) = n*(0, 1, 2,...m— 1).

Au moyen de ces remarques, on trouverait aussi fagilement que
plus haut, les équations relatives aux cas de p = 2h+41, p =3k,
p=4h+1.

L'équation y"— A"« Ayy™ ... £ An== o étant multipliée
par mh= p—1, prendra la forme

(p—1)y" —[pre—(mCn)h) y™" [ po,—(mC2)h* ]y " —. .. = o,
ou bien encore |
p(y"—o, 3 oy = (mC ) Ry - (mCa)hy ™ . |=o0.

ou enfin

pOym—ay T Aoyt x0,)—(y —h) =o;

d’oix 'on tire en négligeant le maltiple de p,
(y — kP = o (mod. p).

On a donc les résultats (57) et (58) énoncés dans la régle qui com-
mence cet article IL

On n’ajoutera rien de plus ici, sur les équations dounant les
sommes des racines composant les périodes dans lesquelles on a divisé
et subdivisé la suite des racines imaginaires R, R', R*,.. . R~ de
I'équation x? =1, et I'on finira ce paragraphe par la formation de
Véquation -qui donne les différents termes d'une période.
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Il.

Sur Uéquation donnant les termes qui composent une des racines de
léquation en y.

Ce qui parait le plus simple dans le calcul de cette équation,
c'est de former les sommes des puissances des racines, et d’en dé-
duire les coefficients de 'équation. On peut cependant obtenir ces coeffi-
cients par lemoyen des nombres de solutions de congruences telles que

xl+ &l 4 ... 4 af = o ou ¢* (mod. p),

en supposant d’abord que ces solutions se comptent en remplacant
x7, x7, x' par les résidus de m'™ puissance r,, r,,... s, en-
suite que 'on a évité de répéter un méme résidu et rejeté les
solutions qui ne different que par I'ordre des termes d’autres solutions
déja obtenues. -

Cela posé, I'on représentera les nombres de solutions ainsi définis

par

IV; si le second membre de la congruence est o,
NV, si c'est un non-résidu de premiere classe,
V! si c'est un non-résidu de deuxieme classe

b2

et ainsl de suite jusqu’a

N si le deuxiéme membre est un non-résidu de sm—1 classe,
ct IV, si c’est un résidu.

On reconnait de suite entre les quantités IV des relations analogues
a celles trouvées entre les N dans le § 1. Ainsi pourm=2ona

(60) Nz_f_h(N‘_,_N‘,)____h.h_x...h_k.;-{:(th)’

1.2,. k&

qui se démontre comme la formule (g).
On a encore, pour m = 2, les relations
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(61) i = N, quel quesoit p= 2k -+ 1,
N, = b—&k

(62) g Ny = N;_, % pour p = 45 <+ 1,
Nk — N, = Nh—h —N;Z._;
Ny, = N,_, )

{63) ; Ny=N,_, f pour p = 4g — 1,
N, — N, = _(Nh—l—Nl:_.!)

(64) Ni+ Ni = N, + N._, quel que soit p,

qui résultent de ce que la somme des carrés 1+ 2°4 3. - (f%)
et par suite des résidus quadratiques, est multiple de p, sauf le cas
de p=13. Ainsi pour p=2k-4-1, si la somme d’une partic des résidus
quadratiques r,, r,, ry,... i, est divisible par p, la somme des
autres résidus le sera aussi; et de méme, si la somme d’unc partie
des résidus est congrue a a, la somme des autres résidus sera congrne
a — a. Dans la démonstration il faudra considérer séparément le cas
de — 1 résidu quadratique, qui a lieu pour p=4g 1, et cchu
de — 1 non-résidu quadratique, qui a lieu pour p=4g — 1.

Ces préliminaires posés, on démontrera facilement les théorémes
suivants.

« Théoréme. Si l'on représente par
ot — At e At = A, = o
» l'équation dont les racines sont les différents termes de

ufem ud2m ud{ Rt )rn

yo= R 4+ Re 4 R R
» On aura
59 A=W o Ky Ny, e Nty

» ou laccent de IV, doit étre diminué de m, quand cela est possible
Démonstration. L’équation en x étant

(@ = k) (@ — ") (z = R, — o,
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on aura

{ an bm cm
A, = SRV +r Fo +"'),

ou il faudra mettre pour a, b, c... toutes les combinaisons / a i
des nombres 1, 2,... A, puis chercher combien il y en a qui ren-
dent exposant de R congru & zéro, combien il y en a qui le rendent
congru a pt™, p+", etc., combien il y en a qui le rendent congru
a p"*/ et ainsi de snite, et I'on aura la valeur de A, en remarquant
que la congruence

Lo X Ay A X =0 ou p* (mod. p=hm- 1},

ale méme nombre de solutions pour des valeurs de a congrues
suivant le module m. "

Application pour le cas m =2,

Tuiorime : L’équation qui donne les racines, composant
» .= R 4= Rr e Rt =, . .= R¢*) st

» Celle qui donne les racines composant
Y, = .RP =+ R R ... Rt st
67) Y—2ZVip=o,
» en supposant p==4q-+i(i=-1 ou —1).

» Le signe diu radieal dépendant du choix de p, mais n'étant
» jamais le méme pour y, et y,.
» Les fonctions Y et Z étant

o) Y=o —[N— iV W= [N — 3 (W, W)=
[N — (N 4+ N,
(60) Zm= t[(NomDV) BNV, ) . . (N, =DV _,)e],

» et satisfaisgnt a 'équation

(70) Y —pizr = (3=

I —1
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Démonstration. Les valeurs de y, et y, étant les racines de Vé-

quation y*~~y + ‘—:"4-1’ =o ou r-yr—+ L—Zi_—— o, Cest-a-dire

1 I

—i==!/ip, si on pose y,=—:+}y/ip, on aura y=—:i—1iv/ip,

d’oi1, par la substitution dans les valeurs de A,, A,, As... A,, ré-
sulteront les formules (66) — (69). Quant a la formule (70), on
Iobtiendra en remarquant que le produit (Y 4 Z y/ip) (Y — Z y/ip),

doit égaler P! - 2P . . L At 1 = paleedl

z—1

Remaroue 1. Si Pon multiplie Y et Z par 2, et quon simplifie
leurs valeurs au moyen des relations (61) — (4), on trouvera
(71) Y=(22*4a,x*" + ax* ... )+ i(...ax* 4 ax -} 2),
(72) Z = xM ' byocb—* = byt . . o by D -,
ou l'on a

(73)  ay= 2N — (N, + Ni), b= N—N..
1l faut remarquer que pour % pair (i=1), Y a un terme moyen, qui
appartient a sa premiére partie.

RemMarQuE 11. Au moyen de la relation (60), la valeur de y mul-
tipliée par 2/ == p — 1 donnera 2lV; — (V,=N:) = ;L [pNi—(mCi)1,
et par suite
(74) (p=1)Y = 2p(a*— Nix*~' 4 Nox'—*—. . L N})— 2(x—1),
d’ou la congruence

(75) Y = 2(x — 1)* (mod. p).

L’équation (74) montre bien que les coefficients de Y ne sauraient
se déduire uniquement de la congruence (75), ainsi que Legendre
avait cru d’abord, aprés avoir démontré la congruence (75), d’une
maniere différente de la précédente.

Dans son mémoire sur la détermination des fonctions ¥, Z de I'é-

Tome LI — Mars 1538. 17
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quation :
far — 1) = (& = 1) (¥ — piz#),

Legendre a rectifié sa solution et a donné le moyen de calculer les
suites @, , 4,, as... b,, b,, by... Sa méthode conduit immédiate-
ment & des formules générales, qu'on peut s’étonner de ne pas
trouver dans son mémoire. Voici en quelques mots sa solution.

11 pose

Y+ Zyip=axt— At 4 A2~ —. . — o,

en supposant o A, = g, - &, \/ ip. 1l suffira donc pour avoir g, et b,
de calculer A;; or si lon représente par [, [,, [s,... les sommes
des racines de V'équation Y+ Z /ip=10 et que Pon fasse.. ..

Ji==—3—1Vip, il en résultera [, = — %—}(;—:) Vip, en re-
p—1 '

présentant par (IE’) le reste 4~ 1 ou — 1 den * divisé par p. Or,
ces valeurs de /, donnent les valeurs de A,, A,... au moyen des
équations (5 1), ot il suffit de remplacer A,, A,... par A, 1A, etc.,
et d’out résultent ces valeurs de a,,a,...b,b,...

a =1,

I .
a, = ) (3 + ip),

09 { oo [+ [340 () Jol,
ay = {105+ [Bo+24(3)+ 32 C) Jip+ 1),

b Q)
(77) by ;‘_4[9.;_6(;)-;-8(}—7)-};1'1)],
b, = _'—5:08+56(;-)+52(;) +[4+ 12 (f;):"l’f

192 |
etc.

Ces formules, dont la loi dérive de celle des formules (51), sont bien
propres a montrer l'utilité du signe (IZ-:) , qui assujétit’ a une loi

[
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constante des quantités qui dépendent non de la grandeur du nombre
premier p, mais de sa forme. Or il arrive ici que ce sont les seuls

nombres (ﬁ) qui varient avec la forme de p.

. . 2 3
Exemple. Soit p=19=4.5—1.0naici i==—1 et (;)_(i; =1,
d’on il résulte

a,=1, a,=—4, ay=3, a=>5; b=1, b=o0, by=—1, b=1,
et par conséquent

Y = 229+ x® — 427 - 32° - 5% — 5xt — B3 fxt — x — 2,
Z=\ xt — % - P4 ot — 2P 4= .

Ayant ainsi déterminée les deux séries a,, a,, a,... b,, b,, bs...

Au moyen des équations (;6) et (77), on pourra en déduire les
uombres V7, IV, N/, au moyen des formules

Ny = ’-, [(#Ci) == hay],
78) N = 2_; (2 (AGi) == (a, + pby)],
N, = 2 [2 (hCi) == (a, — pb'];
ou le signe supérieur est pour i impair et l'inférieur pour ¢ pair.

Ces formules se tirent immédiatement des équations (60) et (73).
c'est~a-dire de

N: 4+ (N, + N;) = (kCi),
2N — (N, 4+ N)) = ¢ a;
N, — N, == b,

La vaieur de /V"” pourrait’ aussi se déduire par voie d’exclusion de
celle de N ; mais le calcul serait probablement moins simple.

Nous terminerous ici les applications des formules du § 1, a la
résolution de I'équation x” = 1, et nous passerons a une autre non

moins utile, savoir la démonstration des lois de réciprocité dans I«
théorie des résidus de puissances.
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§ L. Des résidus de puissances en général et des résidus
quadratiques en particulier.

Caractére propre a exprimer la classe d’un nombre premier donné.
P P

On a dit dans I'article IT du § 1, (t. I, p. 25¢), que pour le module
p=hm -1 premier, les im nombres 1, 2, 3,... p—1 sedistribuaient
en une classe de résidus de m*™ puissance, et m — 1 classes de non-
résidus, et on a donné une régle pour trouver la classe d’'un nom-
bre composé, quand celles de ses facteurs premiers étaient connues.

Dans Farticle I du § 2, I'on a donné un théoréme par lequel on
peut déterminer l'un des nombres N, 7{ en fonction de l'autre,
ces nombres indiquant combien la congruence

L S il -o & = p*(mod. p),

a de solutions (sans excepter ou en exceptant celles oi1 des inconnues
sont nulles) le nombre ¢ étant une racine primitive de p-

Voici maintenant sur la forme du nombre #{, un théoréme qui
conduira au caractére servant a décider si le nombre premier ¢
appartient ou non a la classe a=. '

« Trtorime. IL.e nombre de solutions n, de la conséquence
» 2727 . . .+ a7 =p*(mod. p), ou ¢ est premier a nécessai-
» rement Vune des formes suivantes :

» 1°. m(g.Q-1), sigest dela classe a™™, et
» 2°. mi(q.Q ), sigunlest pas dela classe @'™. »

Démonstration. Soit x,= a,, x,=4a,,... x,==a,, une solution
de la congruence précédente, elle en fera obtenir mf, si 'on com-
bine sans transposition les m valeurs de x, donnant x=a7(mod. p),
avec les m valeurs de x, donnant x7= a7} (mod. p), et ainsi des
autres. Le nombre de solutions , est donc de la forme mf.P. Quant
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a P il ne peut avoir qu'une des formes gQ--1 ou ¢Q. Supposons en
effet une solution 2,, «,,... a,, ou tous les nombres a,...a,, ne

solent pas égaux; par la transposition, elle en donnera un nombre

49— 7.2 en supposant que parmi les nombres a e, , il
1.2.A < 1.2.Bx... PP q ey

y en ait A égaux entre eux, et a 2,, B égaux entre eux, et 2 a, et

. . g.g—1...2.1
ainsi de suite. Or ce nombre A 12 B ot de forme gR

ou multiple de ¢. Supposons encore qu’on puisse avoir la solution
&, =d,=...=a,, elle n’en donnera aucune autre par la transpo-
sition, le nombre total des solutions sera donc mf(¢Q-+1) si la
solution a,== a,...= a, existe, et m?.¢Q si elle n’existe pas. Or, si
l'on pose x,=x,...=x;=a, on a qx7=p*, (qx,)"=q¢""'¢*(mod. p);
posant g = gt +/m, il vient (gx,)"=pr+m—1E+/m) et pour la
possibilité de cette congruence a — b doit étre multiple de m,
ainsi @ = b (mod. m), c'est-a-dire que g doit étre de la classe a.
Réciproquement si ¢ est de la classe @, en posant g=—p*+/= la
congruence gx7 ==p* deviendra (pfx,)*==1 qu est possible, et I'on
pourra faire x, =ux,... =ux,. Il résulte encore de la que si I'on ne

peut faire @,==a,...=a,, ¢ n’est pas de la classe a et réciproque-
ment ; d’ou I’énoncé.

CoroLraire. Comme on a 7{ = NP (mod. ¢), il en résultera
N@ =m (¢Q + 1)(mod. ¢), ou bien encore N’ = m(mod. ¢), si ¢
nombre premier impair est de classe a*™, et N=o0(mod. ¢), si ¢
nombre premier impair n'est pas de classe a’™. Nous allons dans Var-
ticle suivant appliquer ce caractére aux résidus quadratiques; nous

I'appliquerons dans les §§ suivants, aux résidus cubiques et aux
résidus bi-quadratiques.

II.
Des résidus quadratiques.

« Tntorimx 1. Le nombre 2 est résidu quadratique des nombres
» premiers de forme 8g=t 1, et non-résidu des nombres premiers

» de forme 8g=k5. »
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Démonstration. 1.e nombre de solutions de la congruence. . .
x4+ x7=1(") (mod. p) est N,=p =1 (§ 1), pour pP=49=1;
dailleurs 7,=N, — 2N, = N,— 4 : donc pour 2 résidr quadratique
on aura 4(2Q+4 1)==p=1— 4 ou p==8g==1. Pour 2 non-résidu
quadratiques, on aura 4.2Q=p == 1 — 4 ou p=28g=k5.

« Trtorime n. (Loi de réciprocité de Legendre. Théoreme fonda-
» mental.) Soicnt p et ¢ deux nombres premiers impairs ot

p—1 = G
g * =i(mod. p)(i étant 41 ou — 1) on aura p 2 =i(— 1) 2
(mod. g).
NN. B. Legendre représente par le symbole (g) le reste 41 ou —1
P!
de g 2 divisé par p. Le théoréme revient donc a la relation

— p—1 ?—'I

(g) = (127) (— x)p%]'%—qu encore a (‘3) (19; =(—1)* 2 puis

que (%)a =T.

Démonstration. 1°. Si g est résidu quadratique de p, c'est-a-dire
si i==1, il faut avoir N;j==2 (mod. ¢), ou hien d’apres la formule (18)

e G P
du § 1,pr—'(—1)? 2 p* =2 (mod. ¢q), don p: =
p=1 g—I1 Pt
(—1)2 7= i(—1)? 2 (mod. g)- 2° Si ¢ est non-résidu

quadratique de p, c'est-a-dire si Zest égal 3 — 1 _ il faut avoir N=o
' ol it B bk}

(mod. ) ou bien pr=*—+-(—1) * 2 p 2=0(mod. q) ou encore

— Pt 9t p—1 g1

p? =—(—1) 2  *=i(—1) 2 (mod. 9). C.Q.F.D.
Remarques. Jai déja donné cette démonstration dans une note sur
les résidus présentée a I’Académie des Sciences. Avec cette seule dif-
férence, qu'au lieu de calculer directement les quantités N, , je les
ai déduites d’'une formule de M. Libri [formule (40), § 1]. On peut
encore tirer la démonstration, mais d’'une maniére beaucoup moins
simple, de la valeur de n,, qu'il serait peu utile de mettre ici.

Le théoréme fondamental peut encore s'énoncer ainsi qu'il suit.
« 8i p et g sont deux nombres premiers impairs, qui ne soient pas
» tous deux de forme 4g—1, la relation de p 4 ¢ sera la méme que
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» celle de ¢ a p. En d’autres termes, si I'on a p résidu de g (ou PRyg).
» P'on aura aussi ¢ résidu de p (ou gRp). Mais si p et ¢ sont tous deux
» de forme fg— 1, la relation de P 2 ¢ ne sera pas la méme que celle
» de g 4 p. Autrement pRq donne qNp et pNg donne ¢Rp.

Les notations pR¢, pNg et la signification particuliére du mot
relation sont de M. Gauss. .

Sans compter la démonstration de Legendre, on en a beaucoup d’au-
tres du théoréme précédent, Pun des plus importants de la théorie des
nombres. M. Gauss en a donné six: deux sont darfs les Recherches Arith-
métiques etles autres dans les Commentaires de Gottingue. M. Jacobi
en a donné une qui est rapportée dans la Théorie des nombres:
M. Cauchy en a donuné aussi une dans un mémoire sur les résidus,
{(Bulletin de Férussac , tome X1I).

Indépendamment de ces démonstrations genérales, les seules imi-
portantes dans I'état présent de la théorie des nombres, on en connait
plusieurs relatives aux petits nombres premiers 2, 3, 5... En voici
déux: P'une relative 3 2 et Iautre relative & 3. '

» Tuiorime. Si lon pose (1 +V —1P=P+Qy—1, on aura

£r
»opourp=/4K  P=(_1)im» Qo
: p=2
»n pourp=4K+2,P=0; Q=(—l)4 22’
pPEr p—x

» et pourp=4K:bl,P=:l:Q=(__,)Tzn—_ »

Démonstration. (1 + / — 1} = (2 — 1= — 2 doune
(t v — )8 = (= 1), gm. multipliant successivement par

V=1, vV —1y=ay — g et — 1 I—V—:

Py —1 2 4

on aura

(1 + =)+ = {(— ko (— ety
(I + V_ l)4l+s =+(_ I)n.zok-l-l ‘/—I,,
(4 v— = (— l)k2’k—'—(-— 1)t g V—1;

d’'ou les résultais de 'énonce.
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. L . — PP~ 1
CoroLLAIRE. Soit p premier impair P =1 i +... donne

prr p—t p—1 pEi
P=1(mod. p) ce qui réduit P=(—1) 2 22 42 =(—1)2,

savoir 2 résidn, si P—z—'— est pair, c'est-a-dire si p =8g=t1, et

. . . =1 . - .
2 non-résidu , si E==° estimpair, ousi p==8g==5 (¥).

4
« Tatorime. Si l'on pose (1 +yv—3y=P+4Qy—1, on aura

» pour p==3k, P.._(—- 1)5 2?7, Q= o,

p=1

» p=3k=x1, P==xQ=(—1) 3o,
Démonstragion. (1=4-y/ —3)=—2%, dou (1-4=y/—3)*=(—1)"2%,
et (1 4+ y—3% = (— 1) 2"+ (— 12" y—3,
(1 +y—3 = (=12 —(— )2 =3,
en vertu de I-_T_—Vi—_—-g = 2 (1—y/— 3). De 1a les valeursde P et Q.
CoroLLAIRE. Si p est premier, on a

P s
Qmp- BE—PT P-4—5)+. ..4(—3), ou (—3)2 =Q(mod. p),
ou encore

—X p=1 P31

(___5)2 =:t:(—1)_3‘ = (—1)3 ==1 mod. p),

. 51 Ie . .
puisque E—%‘—— est nécessairement pair.

(*) Une autre conséquence dn théoreme précédent est qu’en posant

(i + 1 =1 +Qz+Q=+Q3+"‘Qp7

et faisant
S, =14+Q+Qs+-..5, = Q+Qs+...5, = Q,4+Qe+. . .53 = Qs-Q+. . .
on trouvera pour ces sommes de coefficients binomiaux pris de fen 4,
28, =2 4P, 25, =2 —P, 28, =2""4-Q, S5, =0Q:;4+Q,+
ce qui résulte de P=3§, — g, Q=S5,—S; et (1—1=0 qui donne
S,4S, =S,+ Ss=2r", puisque (141’ = 85,4 S, + S, 4 53 = 2*.
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On a donc d’abord — 3 résidu de p = 3k - 1, et non-résidu de
p—1 p=1

p= 53k — 1; ensuite comme 3 > ==k(—1) * , il en résultera

que 3 est résidu quadratique des nombres de forme 12gk1, et

non-résidu de ceux de forme 12g=k5.

Cette démonstration est la méme , au fond, que celle donnée par
M. Libri pour ce cas particulier.

La loi de réciprocité a deux usages principaux. Elle fait connaitre
pour quelles formes de nombres premiers, un nombre & est résidu ou
non-résidu quadratique d'un nombre premier donné. Elle fournit
aussi un moyen fort court, méme pour un fort grand nombre pre-
mier, de jugersi a est résidu ou non-résidu quadratique d'un module
premier p, ce qui ne serait guére praticable par le calcul direct du

p—1

rveste de a 2 . Pour cette application, rien n’est plus commode qu'un
algorithme ou procédé de calcul, que M. Gauss a joint postérieure-
ment i sa troisitme démonstration. Cet algorithme ne se trouvant
point dans la troisitme édition de la théorie des nombres de Le-
gendre , bien que la troisitme démonstration de M. Gauss y soit
rapportée,, nous pensons étre ulile et agréable aux amateurs de la
théorie des nombres, en donnant dans Varticle suivant la troisiéme
démonstration de M. Gauss, avec I'algorithme qu’il a exposé dans le
Mémoire intitulé Theorematis fundamentalis in doctrind de residuis
quadraticis demonstrationes et ampliationes novee. Cest, selon nous,
ce quon peut donner de plus direct pour la démonstration et de
plus simple pour P'application. Nous avons d’ailleurs simplifié la partie
de la démonstration rapportée par Legendre.

1L

Démonstration du théoréme fondamental de la théorie des résidus
quadratiques. — Algorithme qui sen déduit pour juger de la
possibilité de la congruence x* = q (mod. p).

Il a €té deémontré dans le § I, que ¢ est résidu quadratique du
p—1
nombre premier p, sil'on a ¢ * =1 (mod. p), et non-résidu, si
Tome 1[1. — Mans 1838, 18
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p=1 pt
Yon a ¢ 2 =—r(mod. p): on a donc toujours ¢ 2 =(—1)*.(mod.p).
Ainsi il faut trouver un moyen praticable de reconnaitre si le nom-
bre entier que I'on doit mettre pour 7, est pair ou impair. Clest
'objet des propositions suivantes.

« Turorime [. Soit ¢ un nombre premier & p = 2p’ -}- 1 nombre
» premier. Si 'on divise par p les produits 14, 29, 39, 49,... p'y,
» en prenant les quotients Q,, Q,, Qy,...Q,,, les plus approchés qu’il
» est possible, en plus ou en moins, de sorte que les restes positifs

» ou négatifs r, , r,,... r,, soient au signe pres < f , OD aura en
» supposant qu’il y ait » restes négatifs,

p—1

(A) q * =(~—1)"(mod. p).

Démonstration. Dans les équations 1.q=pQ,4-r,, 2¢q=pQ,+r,...
ng=pQu—=ru... bg=pQ, 4n... plg=pQ, + ry (B), tous les
restes sont nécessairement inégaux, car si Pon avait ra==kr, il
viendrait (@ 3206) ¢=p (Q.== Q;), ce qui est impossible,, puisque
(a == b) moindre que p devrait étre divisible par p. Ainsi r,, r,,
Tsy-++ Iy, formant a lordre et au signe prés, la suite 1, 2, 3,...

-—1
p= ’]—5_, en multipliant les équations (B) membre 3 membre, on
p—1

aura 1.2.3... pz_l— g 2 =1.2.3... P—;—’-(—— 1)* (mod. p), ou

p—1
bien ¢ * = (—r1)’{mod. p), en divisant par 1.2.5.., P: :

» Tutorkme II. Si T'on représente par e EPZ , lentier immédiate~
» ment au-dessous de ‘—;79 » par P'<=P%l> Ientier e ([;) ) » €t par [}Z]
» la somme e(}g;) +e(;—q> +e (i)—"’) +...}e (E;), on aura
»  (C) n = [1%] -+ é(p‘— 1)(¢ — 1) (mod. 2).

Démonstration. 8i dans 'équation ag =pQ, 4-r,, on ar, positif,
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o , aQ . . s .
il en résultera Q '—_:e(;q), mais si 7, est négatif, on aura

Q =e (%q)-l— 1, par conséquent Q,~ Q,+ Qs}-...Q,== ?)] ~+n,
dailleurs 1 - -3... +p—_2: e é(p’— 1). Ajoutant donc les

équations (B) membre 4 membre , aprés avoir remplacé le reste né-
gatif r, par — r, <~ 2r, et ainsi des autres, nous aurons

s —ng=p i L]+l + =0+ +...

Omettant les multiples de 2, en réduisant p & Tunité et effacant
les termes 2r, et autres semblables, nous trouverons........

n=— [PZ] + é (p*—1) (g—1) (mod. 2), d'ou la congruence en
ajoutant au deuxiéme membre 2 [;q;], ce qui revient a changer J¢
signe du terme négatif — [g)] .

Cette congruence (C) fera connaitre si 2 est pair ou impair, quand

on connaitra [lq;:] , cest 'objet des corollaires suivants.

Corocrare 1. 8i g=2, on aura n=} (p* — 1) (mod. 2}, car ics
[?] = 0, tous les termes de cette somme étant nuls, de la le theo-
P

réme sur 2.

Cororraire II. 8i ¢ est impair, on aura nEEg:} (mod. 2}.

(g—1) étant pair, il en est de méme de 3 (p*— 1) (g —1).
Ainsi le nombre impair g est résidu ou non-résidu quadratiqie .

selon que [IZ’] est pair ou impair.
Corortatre III. Si ¢ est pair, en réduisant ¢ — « & Vunité, o
aura nEl:g] +%(p'—- 1). Ainsi pour %(p’—-:) pair, c'est-a-di;.

pour p=8g=k1, g sera résidu, selon que [g] sera pair ou imnpai
18
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Ce sera le contraire pour }(p* —1) impair, clest-a-dire pour
p=8g=k5.
Corortarre IV. Quel que soit ¢ pair ou non, il est résidu ou non,

selon que [;—3] est pair ou impair.

Si I'on veprésente par n’ la valeur correspondante a2 n quand on
change g en 2¢, on aura n’=[—2’79] + {;(P'— 1). Si é(p’—:) est
pair ¢ et 2g sont en méme temps résidus ou non-résidus, selon que
[gg] est pair ou impair. Si § (p* — .1) est impair, ¢ et 2¢ sont I'un
résidu et Pautre non-résidu. Si 2g est non-résidu g est résidu, et

cela arrive pour [%Z pair. Si 2q est résidu, g est non-résidu, et
. 2q9 - .
cela arrive pour [—;}— impair.

« Taioriue III. Sip et ¢ sont deux nombres premiers entre eux,
» mais d’ailleurs premiers ou non, on aura en représentant par 4

» et ¢' les entiers égaux a 1;’, (;1 ou immédiatement inférieurs,

» (D) | E |+ (2] =rq-

Démonstration. Nous avons par hypothése,

[1%]:6@ +e(%9)+e(“";i)+. et e(fll',i).
Cette valeur, ou l'on suppose g < p, peut se transformer au moyen

des remarques suivantes :

1*. Aucun des nombres I%, gl% cee !}_’Z n’est entier;

2°. e (%2)': q' pour g impair;
. ¢ . q:p _ .
3°. e(%—7)= ¢ — 1 pour g pair, alors 8(7)_1’”
4. Soient Kq, K'g... kg les multiples de ¢, immédiatement
an-dessous de p, 2p... ¢'p, on aura
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0 = e(}z)) = e(% ........... = e(%,—)i), k' =e (1—?)),

1 =e(%£—9)=e(kr——:—)§—'—'—l)...=e(!;—q, k”=e<2—q-]) ;
2=e(li,'——+—['—q)=e(ﬂw)_.. —e ¥q k’”:e(‘"—’-’ :
P P v/’ g7’
g'-—1=e(li(q—,:l—)-ljik-z)=e(£zzz-—2'—z). . ..—:e(k(;)q), k=e (’/;f—),

¢ =e(tEe) 3 (RO (2F),

Ces équations ont lieu pour ¢ impair. Si ¢ est pair les deux der-
niéres doivent étre remplacées par

=2y, f—s =1 -
!1'-—2=e(k 3=y g)=e(lc(q )+2.q>= ”ze(lc_(?_y_)’ M=) g Z_.Ll')
P P P g

(T !-9)‘ (W_')‘*z-? —.—c (P2
q I-—e( P =— €| P )_—..._e (—F-).

Ainsi dans le premier cas 'expression [}%] sera

[2]= oK+ 1k —k)+ak"—K) +... 4 q(p'— ),
::Pfql— 2y —— =prq, __[g:]’

Dans le second cas, Yon aura

B]:o.k'-l— 1 (k'l_k’) + 2(’("’ — ... (ql — 1) (p' —AT,
— p'q!_kl__kl__ . ——k("'—') —'P',
=pq—K—K.... — K =k =plg — L]

On a donc dans les deux cas

1+ )=
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CoroLr.ame. Si p et g sont premiers et impairs, en représentant, avec
p—1

Legendre, par (1%) le reste == 1 de qT divisé par p, on aura

(%) = (—1)"= (—1)[;1’] , de méme (s) == (—1)[5.],

donc

(%) (g) = (~—1) [;Zr] + [S:, — (__I)P'q’ — (_..0? ) ?
Multipliant par (%) et remarquant qu'on a (}Z))' ==1, il en résultera

p—1 g—t

H=@™

ce qui est la loi de réciprocité de Legendre.

Tuiorime IV. A/gorithme. « Soit ¢ un nombre positif non divisible
goraan ot q C P

par p nomhre premier impair, si l'on fait sur p et ¢ opération du

plus grand commun diviseur ainsi qu’il suit :

Divid., div., restes Pr 9, Ty S «ov.ou, v, 1
Quotients a, b, ¢ ..... k, 1, @
Demi-dividendes. . ... p/, ¢, ¥, & .....d, o, (I,

et que daws la série (I) il y ait B, permanences de nombres im-
pairs, ou 3 nombres impairs immeédiatement suivis d’un nombre
impair, que dans la série (I) il y ait @ quotients impairs au-dessus
desquels se trouvent dans la série (II) des nombres de forme 4g + 1
ou 48—+ 2, la parité ou imparité de & -+ 8 montrera si ¢ est résidu
ou non-résidu de p par la régle suivante :

» 1° Pour g impair, et pour ¢ pair si p=28g == 1; ¢ sera résidu ou
non résidu quad. de p, selon que a +- 3 sera pair ou impair.

» 2°. Cest le contraire si ¢ étant pair on a p = 8g == 5.

» 3° La premiére regle a lieu sans exception quand on fait le
méme calcul sur 29 et p. »
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Démonstration. L'opération du plus grand commun diviseur don-
nant la suite d’équations

p=qa—+tr, g=rbts.... u=ypl4 1.

On en tire £=a T dou ™ —qm L ™
q +9’ q + 7’

mettant pour m les valeurs 1, 2,3, ....¢ ct sommant on trouvers

P 1 f ' r : Pl — g [1
[(1 = ; (q +q)a+g, qui, en vertu de [g]—l}q [1'

deviendra
[,q)] =p7—; @ +qa—[]

ou aura semblablement

]
(= -

[(]=wvy =1+ vf — B

1 e . .
Or [;] == 0, ou trouvera donc par I'élimination

l

qrrr -

"+ p —[1],
(“J‘ -+ Sl)c - [;.]:

N Ny=

|

gjz(p'q'—q’r‘w’sh . ..—»;u’v)——{i(q”w’)a- NGRS S NN !

9t

Comme il suffit de savoir si [%] est pair ou impair, on pourra d'i-

bord changer tous les signes — en =, ce qui revieat & ajouter e
donble des termes négatifs, puis supprimer tous les termes pairs, ot
réduire tous les termes impairs a I'unité ; on trouve, en opérant ains

[}Z)] = 8 + «(mod. 2), ce qui donne la régle de 'énoncé, au mo1en

des corollaires du th. III.

Exemrres. Quoique les deux exemples suivants se rapportent a des
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nombres assez grands, on a mis ici le calcul sans I'abréviation qui con-
sisterait a n’écrire les restes qu’une fois. Ils font bien voir la simplicité
du procédé.

1 ExempLe. Le nombre 638 est«il résidu ou non résidu qua-
dratique du nombre premier 1091 =8. 136 + 3?
, 2.
1, 1% 2, 2, 4, 2, 2

453, 185, 83, v, 7, 5, 2,

1081, 638, 453, 185, 83, 19, 7, 5
t
1.
545: 319, 226, 92, 41: o9: 3, a, 1.

lilonaB=3,e==2,a-4B=>5, or 638 est pair et 1091 de
forme 8k -4 3, donc 638 est résidu quadratique d’'apres la seconde
partie de la regle (2°).

2° Exemere. Calcul fait sur 2.638 = 1276 et 109:1.
1276, 1091, 185, 166, 19, 14, 5, 4.
3 5, 1, 8, 1, 2, 1:

185, 166, 19, 14, 5, 4, 1.
638, 545, 92, 85: 9: 7, 2, a.

ci f=2,a=2, a4 =4: il faut donc que 638 soit résidu
par la troisieme partie de la regle (3°).



