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MEMOIRE

Sur la classification des transcendantes et sur L'impossibilité
d'exprimer les racines de certaines équations en fonction

finie explicite des coefficients ;

Paz J. LIOUVILLE.

(Lu a Y'Académie des Sciences de Paris, le 8 juin 1835.)

INTRODUCTION.

Les six opérations fondamextales de Varithmétique, savoir, Paddi-
tion, la soustraction, la multiplication, la division, I'élévation aux
puissances entiéres et positives, I'extraction des racines, lorsqu’on les
applique a de simples lettres, représentant des nombres tout-a-fait
indéterminés, donnent naissance aux fonctions algébriques les plus
¢lémentaires ; mais elles sont loin de comprendre toutes les quantités
renfermées sous cette dernitre dénomination. En effet le mot fonction
algébrique , dans le sens que les géométres lui attribuent aujourd’hui,
sapplique 2 toute quantité déterminée par une équation d’un degré
quelconque, dont les coefficients sont rationnels par rapport 4 la va-
riable indépendante. L’équation a laquelle satisfait une fonction de
cette espéce prend 2 son tour le nom d’équation algébrique. Or on
sait que les équations algébriques se parlagent en deux grandes clas-
ses. Quelques-unes, telles que les équations des quatre premiers de-
grés, sont résolubles par radicaux, ou, autrement dit, la fonction dont
elles déterminent la valeur, peut étre écrite en employant un nom-
bre limité de fois les signes 4, —, etc., adoptés par les géométres
comme indiquant les six opérations arithmétiques dont j’ai parlé
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plus haut. Mais dés qu'on s'éléve  I'équation complete du cinquiéme
degré, et @ fortiori aux équations complétes de degré supérieur, il
arrive que leur résolution générale est impossible 2 moins qu'on ne
veuille recourir aux séries et aux intégrales définies; d'onr il faut
conclure que les fonctions algébriques sont de deux sortes, les unes
exprimables et les autres non exprimables par des combinaisons de
radicaux. Le probléeme si fameux de la résolution des équations algé-
briques consiste & distinguer ces deux genres de fonctions dans cha-
que cas particulier : on est loin de F'avoir résolu, et ce n’est méme
que par des démonstrations tres délicates et trés compliquées, que'on
est parvenu a établir Iimpossibilité des racines de l'équation du cin-~
quiéme degré en quantités purement radicales.

Si nous considérons actuellement, outre les fonctions algébriques,
les exponentielles et les logarithmes, ce qui comprend, comme cas
particuliers, d’une part les arcs de cercle et leurs sinus, d’autre part
les puissances a base variable, dont J'exposant est irraticnnel, imagi-
naire ou variable, en combinant A notre gré les signes relatifs a ces
opérations algébriques ou transcendantes, nous obtliendrons toutes les
fonctions finies explicites, fonctions dont le caractére propre consiste
d'aprés cela, en ce quon peut en écrire la valeur & laide d’'un nom-
bre limité d’opérations algébriques, exponentielles et logarithmiques.

Une fonction finie implicite, sera au contraire une fonction déter-
minée par une ou plusieurs e'quatioqs finies, non résolubles explici-
tement.

Mais ici I'on voit naitre une question semblable a celle qui s'est
présentée tout-a-I'heure, quand nous parlions des fonctions algébri-
ques. En effet, on a cru d’abord que toutes les équations algébriques
se résoudraient a2 laide de radicaux; et, d’apres cette idée, on a
cherché long-temps & en obtenir les racines sous la forme indiquée.
Les efforts réitérés des plus grands geometres n’ayant conduit i
aucun résultat général, on a été porté ensuite a soupconner que le
probléme proposé était impossible, au moins pour I'équation com-
pléte du cinquieme degré et des degrés supérieurs, et on est parvenu
a établir en toute rigueur cette impossibilité : semblablement, quand il
s'agit d’équations transcendantes, 1l est naturel de chercher d’abord a
les résoudre, en exprimant les inconnues par des fonctions finies
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explicites des coefficients, et comme on ne peut pasy réussir dans la
plupart des cas, il faut en second lieu prouver que les valeurs des
inconnues ne sont pas exprimables par cette sorte de fonctions. Des-
lors on aura épuisé complétement la question dans le sens ou elle était
proposée; car tout ce que peut faire une méthode, c'est de conduire
i la solution, quand cette solution est possible, ou d’en proaver sans
équivoque Pimpossibilité.

Dans le mémoire que jai 'honnear de soumettre au jugement de
PAcadémie, je suis bien loin d’avoir envisagé la chose sous un point
de vue aussi étendu. Je me suis contenté de traiter certaines équations
particuliéres, et par un procédé direct et uniforme, qu'il serait facile
de présenter d’'une maniere abstraite et générale, je suis parvenu soit
a les résondre, soit & démontrer impossibilité de leurs racines en
fonction finie explicite des coefficients.

Yai considéré, par exemple, I'équation qu'on obtient en égalant le
logarithme de. 'inconnue au produit de cette inconnue par un para-
metre inddterminé : 1a racine de I'équation ainsi formée n’est point
exprimable explicitement sous forme finie, en fonction de ce para-
metre indéterminé : on ne peut lobtenir quen série ou en intégrale
définie. La méme chose arrive dans la plupart des cas, et spéciale-
ment pour I'équation de laquelle dépend en Astronomie le probleme
de Képler ou le calcul de I'anomalie excentrique en fonction de
anomalie moyenne: 'anomalie excentrique n'est donc point expri-
mable par une fonction finie explicite de 'anomalie moyenne. Cela
saccorde avec le théoreme énoncé par Lambert dans les Mémoires de
Berlin (année 1767); mais il était plus facile d’énoncer ce théoréeme
que de le démontrer.

Dans certains exemples choisis, que je traite en détail,, 'équation
transcendante proposée est résoluble, et ma méthode en fait trouver
la racine. Le principe de cette méthode parait avoir la généralité
désirable: toutefois pour qu'on pit donner une théorie complete de
la résolution des équations transcendantesen quantités finies explicites,
i] faudrait que I'on et étudie avec plus de soin quon ne I'a fait
jusqu'ici, la théorie des équations différentielles ordinaires. 11 fandrait
surtout, qu’étant donnée une équation différentielle d’'un ordre quel-
conque, on plt décider par une régle certaine, si elle a ou n'a pas
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une intégrale algébrique, et quelle est la valeur exacte de cette inte-
grale, lorsqu'on en a démontré 'existence.

L’analyse établit un rapport singulier entre la détermination, sous
forme finie explicite, des racines des équations transceridantes, et la
détermination, sous cetle méme forme, des intégrales indéfinies des
fonctions d’'une seule variable. Non-seulement, comme je viens de
Yexpliquer, la difficulté principale de la théorie consiste dans 'un et
l'autre cas &4 déterminer les solutions algébriques de certaines équa-
tions différentielles; mais I'analogie entre ces deux classes de ques-
tions se soutient, pour ainsi dire, jusque dans les derniers. détails,
tellement que la méthode dont je me sers dans cet écrit peut étre
regardée comme une simple extension ou mieux comme une appli~
cation nouvelle de la méthode dont jai fait usage dans le vingt-troi-
sitme cabier du Journal de I’Ecole Polytechnique, pour découvrir la
forme dont I'intégrale d'une fonction algébrique donnée est suscep-
tible, lorsqu'on peut en obtenir la valeur en quantités finies expli-
cites.

Dans le Journal.de PEcole Polytechnique, comme dans le présent
mémoire, et dans plusieurs autres relatifs, soit & I'intégration d’une
classe de fonctions transcendantes, soit 4 I'impossibilité des fonctions
elliptiques sous forme finie, soit a l'intégration, sous forme finie, des
équations différentielles linéaires, on fait un continuel usage de la
classification des transcendantes, dont je crois avoir le premier montré
Putilité. D’apreés cette classification, une fonction transcendante de
premiére espéce, est celle ou les signes relatifs aux opérations trans-
cendantes, portent sur de simples fonctions algébriques, tandis que
dans une transcendante de n'" espéce les signes dont il sagit
peuvent porter sur toutes les quantités d’espéce inférieure. Cette
classification parait d’abord ‘bien peu de cliose, et néanmoius je ne
vois pas qu’il soit possible de s’en passer dans les recherches relatives a
Yintégration des formules différentielles et & la résolutian des équa-
tions sous forme finie explicite. En rédigeant donc ce nouvel écrit,
j’ai di profiter de Voccasion pour expaser dans le plus grand détail
l_es principes sur lesquels cette classification est fondée, car jusqu’ici
Je m’étais pour ainsi dire contenté de l'indiquer, vu qu’il nétait pas
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nécessaire de Uapprofondir davantage dans les questions dont je m’oc-
cupais alors.

Voici Pénoncé succinct des problemes qu'il a fallu résoudre pour
éclaircir entiérement les idées a ce sujet.

D'abord je passe en revue les diverses fonctions simples dont la
combinaison dans un ordre] quelconque produit toutes les quantités
finies explicites. Ces fonctions simples sont de trois sortes, algcbriques,
logarithmiques, exponentielles : le logarithme d’'une variable x, sa-
voir log x, et I'exponentielle la plus simple ¢* ne peuvent en aucune
mani¢re s'écrire en indiquant sur la variable & un nombre limité
d'opérations algébriques. Ce théoréme était connu depuis long-temps;
mais on avait coutume de le démontrer en s’appuyant sur la nature
du développement des fonctions algébriques en série. Apres l'avoir
etabli d’'une maniére enti¢rement rigoureuse, je passe 2 des proposi-
tions plus générales: je fais voir, par exemple, que la fonction log x
ne pent élre écrite, sous forme finie explicite, par aucune combinaison
quelle qu'elle soit des signes exponentiels et des signes algébriques,
et de méme la fonction e n'est équivalente 2 aucune fonction pure-
ment algébrique et logarithmique. 1l résulte de la que les {onctions
exponentielles et les fonctions logarithmiques sont essentiellement
différentes entre elles, en sorte que les signes dont nous faisons usage
dans notre classification des transcendantes sont réellement réduits
au moindre nombre possible.

Nous avons dit tout-a~I'heure qu’une fonction transcendante de
seconde espéce était celle oit les signes exponentiels et logarithmi-
ques se trouvaient appliqués sur des transcendantes de premiére es-

- pece; mais comme, dans certains cas, cette complication de la fonc-
tion n'est quapparente, puisque le logarithme d'une exponentielle
qui semble, par exemple, appartenir, d'aprés celte définition, a la
seconde espéce, n'est en réalité qu'une simple fonction algébrique, il
est visible qu'avant de classer la fonction dont on soccupe , il faut
&’abord en supposer I'expression simplifiée autant que possible. Aussi
dans un des paragraphes de notre mémoire, traitons-nous cette ques-
tion : Etant donnée une fonction finie explicite de x , comment pourra-
¢-on reconnaitre dune maniére certaine , a quelle espéce cette fonction

appartient 2
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La méthode dont nous proposons de faire usage pour résoudre le
probléme dont on vient d’écrire 'énoncé nous prouve en outre qu’il
existe (quelque grand que soit le nombre n) des transcendantes de
“n'™ espéce, irréductibles & une espéce inférieure; en effet, si 'on
considére les quantités successives log log x, log loglog x, etc., on
les.trouve de seconde, de troisitme espece, etc., sans que jamais
elles puissent s’abaisser. ,‘

L’existence des fonctions finies, véritablement implicites , se prouve
d’une maniére semblable, en faisant voir que certaines équations finies
ne se résolvent pas explicitement, et c’est ainsi que je me trouve ra-
mené au probléme de la résolution des équations dont j’ai parlé plus
haut.

Enfin, je m’occupe des fonctions diverses que l'on rencontre dans
les éléments : toutes ces fonctions peuvent étre écrites sous forme
finie explicite : par conséquent ma classification leur est immédiate-
ment applicable. Jai surtout étudié avec soin la quantité formée en
‘élevant une base variable 2 une puissance irrationnelle, et j’ai fait
voir que cette quantité doit étre rangée parmi les transcendantes de
seconde espéce, tandis qu’elle se réduirait 2 une simple expression
algébrique, si I'exposant était rationnel. :

Les propositions contenues dans mon Mémoire ont beaucoup
d’analogie avec celles dont on s'occupe dans la théorie des nombres;
mais tandis que, dans cette dernitre théorie, on considére spéciale-
ment les valeurs numériques des fonctions, nous nous attachons au
contraire a leur forme analytique par rapport i certaines variables
x, ¥, etc., sans faire en général aucune attention 3 la nature des
coefficients constants que ces fonctions renferment. La considéra—-
tion des valeurs successives que nos fonctions peuvent prendre, lors-
qu'on fait croltre x, y, etc., d’une maniére continue, nous est d’'une
grande ulilité dans nos calculs et multiplie beaucoup les moyens de
transformation. Néanmoins les géometres, qui vondront se livrer
4 des recherches semblables aux nétres, verront que la maticre est
encore trés délicate, et qu'il faut partout un soin extréme pour
donner aux raisonnements cette rigueur absolue, indispensable dans
un pareil sujet.

Tome II. — Fevner 1837, ‘ 9
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S I
Des fonctions algédbriques , logarithmiques et exponentielles.

1. Dans les recherches de calcul intégral, lorsqu’il s'agit d’obtenir
des solutions exprimées sous forme finie, on a souvent besoin de la
classification des transcendantes, dont j'ai d’abord montré I'usage au
paragraphe I** de mon Mémoire sur les fonctions elliptiques(*). Aujour-
d’hui je me propose de considérer cette classification en elle-méme,
indépendamment des applications dont elle est susceptible. Je serai
ainsi conduit  traiter plusieurs questions incidentes qui se présentent
naturellement et dont il était bon de donner une solution exacte. L'a-
nalyse employée dans mon travail est trés simple et surtout tres
uniforme. Je me suis attaché a2 donner aux raisounements cette ri-
gueur absolue sans laquelle les théorémes du genre de ceux que je
démontre ici deviennent insignifiants; et peut-étre sous ce rapport,
ai-je droit d’espérer un moment d’attention de la part des géometres.

Avant d'entrer en matiére, je poserai quelques définitions assez
généralement connues, mais qu'il sera utile de rappeler pour bannir
toute équivoque.

Un polynome A-+Bxr—Cx* 4 ...+ Hax#, dans lequel 4 désigne
un nombre entier positif, et ou les coefficients A, B, C,...H, sont
des quantités constantes, est ce qu'on nomme une fonction entiére
de x du degreé .

On sait qu'un pareil polynome peut toujouts se décomposer en
facteurs simples, sous la forme '

H(x-f-a)" (x—b)...(x—cy,

m, n,...p, désignant des nombres entiers positifs, et a, b,...c,
les racines inégales de I'équation

A+Bx 4 Cx* 4. . .4-Hax = o.

(*) Journal de I Ecole Polytechnique , Cahier XXI1I, page 4a.
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Une fonction est rationnelle, quand on I'obtient en divisant I'un
par l'autre deux polynomes entiers U, V.

Toute fonction rationnelle % ou X pourra donc se mettre sous la

forme

X=M(x~—ar(x—>b).. .(x—c)y,

M désignant uné constante; a, €,...9, des nombres entiers positifs
ou négatifs, el a, b,....c, les racines inégales des équations U =o,
V=o0.

Si, dans un méme calcul, on doit employer a la fois deux fonctions
rationnelles X == %s Y= VTV, on nommera @&, b,...c, les diverses

racines inégales des quatre équations U=o0, V=0, W=0, T=o0,
et Yon écrira

X = M(x — a) (x — bYX...(x — c)v,
Y = N(xz—a)(x—bf ...(x— )",

‘M et N étant des constantes. Mais alors-a, 8, ...%, a', £, ... 5/,
- seront regardés comme représentant des nombres entiers positifs,
négatifs ou nuls : on aura par exemple a == o, si le facteur x —a ne
doit se trouver ni au oumérateur, ni au dénominateur de X.

Je nomme fonction algébrique de x toute fonction x qui peat étre
regardée comme la racine d’une équation de la forme

Pur+Qur—'—4...4Ru-+4S=0,

n étant un nombre entier positif, et les lettres P, Q, ...R, S, re-
présentant des fonctions entiéres de x. Il importe peu que I'équation
soit ‘ou non résoluble par radicaux. Si donc on dénote par @ (x)
la racine de cette équation, la quantité u==r(x) représentera une
fonction algébrique quelconque, et au moyen de ce signe = (x)
toutes les fonctions algébriques pourront étre regardées comme
explicites. ,

Ces définitions s'étendent d'elles-mémes aux fonctions de plusieurs
variables. En les rapprochant des théories exposées dans les livres
élémentaires, on voit que Yon doit regarder comme algébriques
toutes les fonctions ou la variable x est engagée avec des constantes

9..
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seulement par addition, soustraction, multiplication, division, éléva-
tion aux puissances entiéres et positives, extraction de racines, c'est-
a-dire toutes les fonctions que I'on écrit sous forme finie, a Vaide
des simples signes des six opérations fondamentales que je viens
d'indiquer; mais la réciproque n’est pas vraie, par la raison qu'en
se bornant 4 ces mémes signes, les racines de la plupart des équations
de la forme

Pur 4 Que—14-...4+ Ru+4S=o,

seraient impossibles en quantités finies : en effet, si les équations des
quatre premiers degrés sont résolubles par radicaux, l'équation gé-
nérale du cinquieme degré, n’est pas résoluble de cette manitre.

De la deux classes de fonctions algébriques, les unes exprimables,
et les autres non exprimables par des radicaux; mais, dans les recher-
ches de calcul intégral, ces deux classes de fonctions jouissent a peu
prés des mémes propriétés, et il y a rarement de Vavantage a les
distinguer dans le discours, et i les représenter par des -notations difié-
rentes.

2. Non-seulement les fonctions algébriques se partagent en deux
grandes classes; mais chacune de ces classes peut encore se subdiviser
en espéces distinctes. En considérant les fonctions exprimables
par radicaux, j'ai proposé (*) de les nommer irrationnelles de
premiére espéce lorsque les radicaux dont elles se composent portent
sur des fonctions rationnelles, irrationnelles de seconde espéce quand
ces mémes radicaux portent sur des quantités rationnelles ou sur des
irrationnelles de premiére espeéce, et ainsi_ de suite. Par exemple, les

trois fonctions irrationnelles que voici \x, x4 \/x + Vax,

3 ————————

\/x+ \/1 -+ \/x, appartiennent respectivement A la premiére, a
la seconde et a la troisiéme espece. Il est aisé de comprendre que la
forme la plus genérale d’une irrationnelle de premiére espece se
compose d’'une partie rationnelle et d'un nombre quelconque de
radicaux ajoutés entre eux et portant sur diverses quantités ration-

(*) Journal de UEcole Polytecknique , XXII* cahier, page 128.
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nelles : si donc P, désigne une fonction quelconque irrationnelle de
premiere espéce , la valeur de P, sera de la forme

P, =P+ VQ+VR+... +65,

P, Q, R,...S désignant des expressions rationnelles. Et I'on peut
déterminer semblablement la forme la plus générale de chaque espéce
d'irrationnelles. Mais cette distinction des fonctions algébriques en
classes et en espéces que jai cru devoir indiquer en deux mots comme
étant quelquefois utile, n'est point indispensable pour notre théorie.
Ce qu’il est essentiel de ne pas oublier, c'est que le mot Jfonction ab-

gébrigue sapplique a toutes les fonctions u déterminées par une équa-
tion de la forme

Pus 4 Qur—i+...4 Ru 4+ § = o,

P, Q,...R, S désignant des polynomes entiers en 2. Dire qu’une
fonction algébrique u est donnée c’est dire que l'on posséde I'équa-
tion a coefficients entiers qui la détermine ou du moins une expres-
sion irrationnelle qui permette de remonter i cette équation par la
méthode développée dans les traités d’Algébre.

3. On dit que I'équation algébrique

Pus o Quo—' A-. .. Ru S =0

est irréductible lorsque nulle de ses racines ne peut satisfaire 2 une
équation moins élevée dont les coeflicients soient également des fonc-
tions entiéres. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une équa-
tion soit irréductible , c'est que son premier membre ne se décompose

pas en facteurs rationnels par rapport 4 x et y.
Posons

Pur -|—‘Q'u"—' +.o.o+Ru -+S=10U

et solent u,, #,, us....us les racines de Véquation U==0: ces ra-
cines jouiront des propriétés fondamentales suivantes.

"~ On ne pourra avoir ni »,=o, ni u,=u,; car si deux racines de
I'équation étaient égales entre elles, son premier membre se décompo-
serait en deux facteurs rationnels par la méthode connue ; et il en
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serait de méme si I'une des racines était nulle, puisque cette derniére
circonstance exige qu’on ait-8=o0, ce qui rend le polynome Pur~-etc.
divisible par .

Si P'une des raciues, savoir u,, satisfait a une seconde équation al-
gébrique V=0, irréductible ou non, de méme forme que la propo-
sée , toutes les attres racines u,, Us,...un satisferont aussi a cette
seconde équation. En effet, pour que les deux équations U==o0, V=0
aient une racine commune, il faut que les deux polynomes U, V
possédent un commun diviseur. Or si ce commun diviseur n'était pas

"égal a U, 2 un coefficient prés indépendant de I'inconnue u, la fonc-
tion u se décomposerait en deux facteurs ratiounels, ce qui est ab-
surde. Done V est divisible par U, ou du moins peut se mettre sous la

forme
W

v="2,

K dépendant de x seule, tandis que W est une fonction entiére de x
et u ou de x seule : par conséquent les valeurs u=u,, uv=uy,,
u=u,,.. .u=1u, qui donnent U=o0 donnent aussi V=o0. Toutes
ces propriétés des équations irréductibles subsisteront evidemment
si u devient une fonction de plusieurs variables z, y, z, etc., pourvu
que les coeficients P, Q,...R, S ne cessent pas d'étre exprimés
par des fonctions entiéres de ces variables indépendantes.

4. Aprés les fonctions algébriques viennent les fonctions logarith-
miques dont la plus simple logx est ce qu'on nomme le logarithme
népérien de x. La propriété principale de la fonction log x, pour les
recherches de calcul intégral, est renfermée dans Véquation....

dlogx= ?, d'ou I'on déduit, abstraction faite de la constante arbi-

.traire, log x =: f df On ‘pourrait méme partir,de cette dernidre
égalité comme d'une définition et dire qu'on nomme log x la fonc-
tion de = qu’on obtient en intégrant ‘1:- et assujétissant l'intégrale a
gévanouir pour x==1, de telle sorte qu'on a, dans la notation de
Fourier, logx= L 3} d;" Quant aux logarithmes dout la base n'est
pas le nombre e==2,718,..., ils se déduisent des logarithmes népé-
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riens en multipliant ceux-ci par un nombre constant convenable. Ils
ne forment donc point une classe nouvelle de fonctions par rapport a
la variable .

En désignant par X, Y deux polynomes entiers premiers eatre eux
et de la forme

a + bx +‘cx‘ +. .4 hx™,

le quotient % représentera une fonction algébrique rationnelle quel-

conque de x. Cela posé, je dis qu’on ne peut pas avoir

] _X
ogxr == T
En effet, si l'on différentie cette équation, puis qu’on chasse le dé-
nominateur Y*, on obtient

Y:

T = YX'— XY/,

X, Y représentant les dérivées % » 7 conformément i la nota-

tion de Lagrange dont nous ferons un continuel usage. Il résulte de
la que Y doit étre divisible par x un certain nombre 2 de fois et que
par conséquent X ne doit pas I'étre, puisque X et Y sont premiers
entre eux. Faisons donc Y=Zx", Z étant un nouveau polynome non
divisible par‘xx : nous en conclurons '

Y = nZx"—' o= Z'x"

Je substitue cette valeur et celle de Y dans Féquation précédeute qui
devient :

Lz = ZX'x* — nZXa*— — XZ'z,
et qu'on peut ensuite écrire ainsi
nXZ = x(ZX' — XZ') — Zrx~,

forme sous laquelle I'absurdité de cette équation devient manifeste ,
car le second membre est divisible par x et le premier ne Pest pas,
puisque les facteurs qui le composent sont tous les deux non divisibles
par x. '
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On peut aller plus loin et démontrer que Pintégrale f df ou log x

n'est point exprimable algébriquement en x, de telle sorte qu'il
n'existe aucune fonction algébrique de la lettre x qui soit équivalente
a log . En effet, sil existe une telle fonction, désignons-la par y :

nous aurons f d—f = 5, et y devra satisfaire 2 une certaine équa-
tion algébrique

(1) f (.Z‘ ' J ) = o0,
f(x, y) désignant une quantité de la forme

Pyr + Qy—t4....4 Ry + S

dans laquelle les coefficients P, Q,...R, S dépendent de x seule et
représentent des polynomes entiers. 1] est permis de supposer I'équa-
tion (1) irréductible : en effet, si y pouvait satisfaire 2 une autre
‘équation semblable et de degré <n, cest celle-la que nous devrions
employer au lieu de I'équation (1}.

Puisqu’on a = i
8q — =, onaauss
dx
-;— == d]‘.

En différentiant I'équation (1) et remplacant % par i , il vient

(3)  xfix, P+ fix7) = o

Pour que 'équation — == dy soit exacte, il faut et il suffit que les

équations (1) et (2) aient lieu en méme temps quel que soit 2. Mais
Péquation (1) étant irréductible, on sait que si I'une de ses racines
satisfait & Yéquation (2) les autres y satisferont aussi. Désignant donc
Par ¥., 7.y« -¥n les n racines de 'équation Sf(x, y)=o résolue par
rapport a y, nous voyons que si la différentielle de 'une de ces racines

est égale a -d—:—, les différentielles de toutes les autres seront de méme

égales a d—: 1l résulte de la que si la quantité f %z est algébrique,
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on aura a la fois

dx d.
— = dy,, —:‘=d]‘.,...

x

dx
-.‘;,‘- —— dj,,,

d'ou l'on tire
ndz dy, == dr, +...+ dr.;

et par conséquent, abstraction faite de la constante arbitraire, il
viendra

f_ila_r N T o 2 R e ol 4. S Q

x = n nP’
c’est-a-dire que f — sera une fonction rationnelle de x, ce dont j’ai

déja prouvé l'lmpossﬂnhte.

La quantité log n’est donc poinit une fonction algébrique de x ; et
il enest de méme de la quantité log F (), quelle que soit la fonction
algébrique F(x). En effet si lon avait logF (x) = f(x), f(x) étant
une autre fonction algébrique , en posant F(x)=3, ce qui donne
pour x une valeur algébrique en z telle que x = @ (2), on en dédui-
rait logz=f [@(z)], cest-a-dire logz= une jonction algébrique
de z, ce qui est absurde,

5. La fonction inverse de log x donne I'exponentielle e, dont la
définition par conséquent est comprise dans I'égalité log (¢°) = x. 1l
est aisé de démontrer que e* n'est point exprimable algébriquement
en x, car si l'on avait e* = F (), F (x) désignant une fonction algé-
brique, on en conclurait log F () = x, équation impossible d’aprés
ce quon a démontré 2 la fin du numéro pre'cédent En ‘ge’néml sip
el g désignent deux fonctions algebnques on n’aura jamais equ,
car il en résulterait log ¢ = p » ce qui est inadmissible.

Soient maintenant P, Q, R,...T, des fonctions algébriques de
la variable inde’pendante x qui ne soient pas identiquement nalles et
P qs7y..» dautres fonctions de x algébriques aussi et telles que
nulle des quantités p, q,r,...p—gq, p—r, g—r,. .. ne se réduise
a une simple constante ; je dis qu'on prouvera I'impossibilité de toutes
les équations saivantes

Per T,
Per - Qer T,
Pet 4+ Q¢ 4 Rer = T, etc.,

Tome II. — Fiyrma |§37. 10

I
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quel quesoit le nombre des termes placés dans leur premier membre.
D'abord V'équation Pe? = T est impossible, puisqu’elle conduit au

résultat absurde log '{5 = p.
Supposons en second lieu qu'on ait
P 4 Qe =T,

sans que les quantités P, Q, T, soient nulles. En différentiant, il
vient
dp , dP dg , dQ\ _ dT
cRE+E)+(QE+E)=F
Entre cette équation et la précédente, j'élimine ¢’ : je trouve ainsi
dg , dQ dp , &
[PE+D-FL+E)]
_ pdl dp , dP
=PE—T(PL+3)

résultat impossible puisqu'il rentre dans la forme Per = T , examinée
ci-dessus. Toutefois ce raisonnement se trouverait en défaut, si Fon

avait a la fois
P T(PE+F) =0,

et
dg , dQ dp |, dP\ _
PRE+z)—QPZ+3Z) ="
Mais si l'on avait :
4T d dpP
PL—T(RE+E) =0

on tirerait aisément de la
g, ® &
rt P =T
puis, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire, on en

conclurait
Pe = CT,
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ce qui est absurde, De méme, si I'on avait

dg aqQ dp dP\
_on en déduirait ‘

er~1 == 5
ce qui est absurde aussi, puisque p et g sont deux fonctions algébri-
ques de x dont la différence ne se réduit pas a une simple cons-
tante. Donc, quoi qu'on fasse, on est conduita une absurdité, dés que
l'on part de I'équation
Pet 4 Q¢! = T:

donc une tclle équation ne peut pas exister. Et, d'une maniére sembla-
ble, on prouvera l'impossibilité de Péquation

Pe* 4 Q¢! + Re’ + ete. = T,

quel que soit le nombre des quantités Ps 9, r, etc. Lie théoréme de-
montré au numéro II de mon mémoire sur Iintégration d’'une classe
de fonctions transcendantes (*) est compris comme cas particulier dans
le théoréme que je viens d’établir.

§ II.

Division des fonctions transcendantes en espéces.

6. Leibnitz et les Bernouilli, qui paraissent avoir donné les pre-
miers au mot fonction Yacception étendue que nous lui attribuons-
aujourd’hui, ont distingué les fonctions algébriques et les fonctions
transcendantes.

Le nombre de ces derniéres est infini; mais dans les éléments on
se contente de considérer les exponentielles et les logarithmes, que
Yon doit regarder comme renfermant d'une part les puissances i

(*) Journal de M. Crelle, tome XIII, p. 93.
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exposant irrationnel, imaginaire ou variable, et d’'autre part toutes
les fonctions circulaires, tant directes qu'inverses, ainsi qu'on peut
aisément s'en convaincre.

Les caractéristiques particuli¢res aux quantités algébriques, loga-
rithmiques et exponentielles, sont les trois suivantes @(x), e, log .
Au moyen de ce signe @ (x), toutes les fonctions algébriques sont
explicites : il n'en est pas de méme des fonctions logarithmiques ou
exponentielles.

L'emploi des signes @ (), e, log x donne naissance aux fonctions
finies qui peuvent, suivant les cas, étre explicites ou implicites.

Une fonction finie de x est explicite, lorsqu’on peut en écrire Uexpres-
sion en indiquant explicitement sur la variable x un nombre limité
dopérations algébriques, exponentielles et logarithmiques. La valeur
d'une telle fonction dépend donc uniquement des signes @ (x), €,
log x.

Une fonction finie est implicite, lorsquelle dépend déquations
Sfinies, non résolubles explicitement. Par exemple, la racine y delé-
quation log y = xy est une fonction finie implicite de x.

Quand on emploie le mot Jfonction finie, sans y ajouter d’épithete,
C'est en général d’une fouction finie explicite que l'on entend parler.

7. Les fonctions finies explicites peuvent étre classées en especes
par une méthode semblable a celle dont jai fait usage au n° 2, pour
distinguer les divers ordres d'irrationnalité des quantités algébriques
exprimables par radicaux.

En effet, une fonction finie est algébrique ou {ranscendante.

Elle est transcendante de premiére espéce, quand les signes relatifs
aux opérations transcendantes, dont elle dépend, portent sur de
simples fonctions algébriques; par exemple la quantité

e + ‘/i-f—i_}
1 4 logx ° ~
est une fonction transcendante de premiére espéce. D'aprés cette dé-
finition, on concoit que toute fonction finie de x, appartenant i la
premiére espéce, ne pourra étre qu’une fonction algébrique de x,
d’un certain nombre de logarithmes, de la forme log «, et d'un cer-
tain nombre d’exponentielles de la forme e*, u étant algébrique.
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Une fonction finie transcendante est de deuxiéme espéce, quand
les signes relatifs aux opérations transcendantes ne portent pas seu-
lement sur des fonctions algébriques, mais encore sur des fonctions
transcendantes de premiére espéce, comme dans cet exemple
log (1 4 log x). '

Une fonction finie est transcendante de troisieme espéce, quand les
signes relatifs aux opérations transcendantes portent sur des fonctions
de seconde espece, et ainsi de suile.

Je nomme transcendantes moromes les transcendantes formées
d’'un seul terme, comme ¢*, log u, quelle que soit dailleurs la fonc-

tion . Par conséquent ¢=*, log (1 ¢ —log x) sont des transcen-
dantes monomes; ces quantités e*, log # peuvent d'ailleurs apparte-
nir & une espéce ou i une autre, suivant la nature de z. Elles sont
en général de n'™ espéce, lorsque la fonction u est de (n — 1)
espece. En supposant que u désigne une fonction quelconque de
(n — 1)'™ espéce, je dirai aussi parfois que e est une exponentielle,
et log u un logarithme de ni= espéce.

D’aprés cela, e est 'une exponentielle de premiére espéce, et
log (1 -+ e 4 log x) est un logarithme de seconde espece. ‘

L’indice n qui désigne I'espéce d’'une fonction finie peut diminuer
par la différentiation, mais il n’augmente jamais. Par exemple la
dérivée d'une fonction finie de premiere espéce est tout au plus de
la premiére espéce. De plus les transcendantes monomes entrant dans
la fonction primitive sont les seules qui puissent entrer dans la dé-
rivée. Cette remarque est une conséquence évidenie des régles mémes
du calcul différentiel.

8. Dans le numéro précédent, nous avons regardé les fonctions
finies comme renfermant ou pouvant renfermer 4 la fois des expo-
nentielles et des logarithmes; néanmoiuns, il est des circonstances, assez
rares a la vérité, ou T'on a besoin de considérer des fonctions expo-
nentielles dépendaat des seuls signes @(x), e*, et des fonctions pu-
rement logarithmiques dépendant des seuls signes @ (x), logx. La
division des fonctions en espéces ne sera pas moins utile ici que dans
le casgénéral. On nommera fonction exponentielle de premiére espéce
celle oir les signes exponentiels ne porteront que sur des quantités
algébriques; la fonction exponentieclle de premiere espéce la plus
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générale est donc de la forme f(x, e*, ¢,...€%), u, ¢,...W, dé-
pendant algébriquement de , et la caractéristique f étant algébrique
par rapporl & x, e*, ¢,...e". La fonction exponentielle de seconde
espéce sera celle ou les signes exponentiels porteront sur des fonc-
tions de premiére espéce. Et ainsi des autres. On distinguera de méme
en espéces les fonctions purement logarithmiques.

A peine a-t-on besoin d’avertir que notre classification des trans-
cendantes s'étend aux fonctions de plusieurs variables x, 7, 2....

9. Quand le nombre des transcendantes monomes , entrant dans une
fonction finie explicite, est supposé le plus petit possible, la fonction
jouit de propriétés semblables i celles des équations algébriques irré-
ductibles. '

Considérons d'ubord une fonction de premiére espéce U, et soient
A, #,...2, les transcendantes monomes dont elle dépend. D’apres
nos définitions, la valeur de U sera de la forme

U= f(x,0,r,...2),

la caractéristique f dénotant une fonction algébrique par rapport anx
lefires comprises entre parenthéses.

Cela posé, si le nombre w des transcendantes monomes, 8, »,...{,
est supposé réduit & son minimum, c’est-a-dire s'il est impossible de
trouver une autre fonction transcendante de premiére espéce équiva-
lente 2 U, et contenant moins de transcendantes monomes que
f(x, 8, n,...2), je dis que nulle relation algébrique ne pourra
exister entre la variable indépendante x et les ¢ quantités 6, n,...Z,
2 moins qu'elle ne soit identique. En effet une telle relation, st elle
avait lieu , fournirait la valeur de I'une de ces transcendantes, de 6 par
exemple, exprimée algébriquement en fonction de x et des autres,
et des-lors on pourrait en reportant dans U cette valeur de 6 diminuer
u d’une unité, ce qui est impossible.

Pour rendre notre raisonnement plus précis, concevons que lon
tombe, par une suite quelconque de calculs, sur une équation de la
forme '

e(x, 8, n,...0) == o,

dont le premier membre soit algébrique , par rapport a x, 0, »,...J.

LA A ' [l r ' reom - LR R R R R R AR AR AL IR IR L AR N LR AL L
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Je dis que cette équation ne pourra contenir 68, »,...{ qu'en appa-
rence, de sorte qu'elle subsisterait encore si 'on venait & remplacer
0, #,...7, soit par d’autres fonctions de x prises au hasard, soit
par de simples lettres indéterminédes. En effet si cette équation n’était
pas identique relativement a 0§ par exemple, elle fournirait la valeur
de 4§ sous la forme

§ = @(w,n,...{),

@ indiquant une fonction algébrique, et en portant cette valeur de 8
dans celle de U, on en conclurait

U= flz,®(x, n...0), n, ]

or cette expression de U est absurde, puisqu’elle renferme une trans-
céndante monome de moins que la précédente, laquelle était pourtant
supposée en contenir le plus petit nombre possible.

Cette démonstration étant générale et rigoureuse pour toutes les
fonctions de premiére espéce, pourvu que le nombre de leurs trans-
cendanies monomes soit un minimum, nous avons droit de dire
que, si, parla marche des calculs, on est conduit & une équation al-
gébrique , entre la variable x et les transcendantes monomes qui
composent la fonction sus-dite, on ne troublera pas Uégalité en rem-
plagant les transcendantes par des jfonctions nouvelles prises au
hasard ou par des quantités purement littérales.

Supposons maintenant que U soit une fonction transcendante-de
n'= espece, et que 0, n,,..7 représentent les u transcendantes mo-
nomes de n'™ espéce, entrant dans cette fonction. La valeur de U,
considérée comme dépendante de 8, »,...{, sera de la forme

U= f0, n,...0).

la fonction f étant algébrique par rapport anx quantités comprises
enire parenthéses et contenant en outre d’'autres transcendantes d’ordre
inférieur dont il est inutile de nous occuper.

Maintenant , sile nombre u est supposé le plus petit possible, je dis
que nulle relation algébrique ne pourra exister entre la variable x,
les transcendantes 8, n,... et d’autres transcendantes d’ordre infé-
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rieur quelles qu'elles soient. En effet, une telle relation, si elle existait,
fournirait la valeur de 'une de ces transcendantes , de § par exemple,
en fonction algébrique des autres, et permettrait, en portant la valeur
de § dans celle de U, de diminuer le nombre u d’une unité, ce qui est
absurde.

Ce raisonnement est tout semblable a celui dont nous nous sommes
servis pour établir le théoréme relatif aux fonctions de premiére es-
pece. Nous voyons donc en général que si §, n,...0 désignent les
transcendantes monomes de n'™ espéce entrant dans une fonction
de n'™ espéce, toute relation algébrique entre x , 8, n,...[ et des
transcendantes d'espéce inférieure & la n'™* devra étre identique en
8,n,...0, Cest-a-dire devra subsister si Lon remplace §, .. .( soit
par d'autres fonctions de x , soit par de simples lettres indéterminées.
Ce principe recevra par la suite de nombreuses applications.

§ 1L

Démonstrations de quelques théorémes relatifs aux fonctions log x,
e, loglogx, etc.

10. Non-seulement la fonction log x ne peut étre équivalente &
aucune fonction algébrique de x; mais méme elle ne peut étre ex-
primée par aucune combinaison quelle quelle soit d’un nombre
limité de signes algébriques avec un nombre limité de signes
exponentiels. Et réciproquement lexponentielle & ne peut étre
exprimée par aucune fonction purement algébrique et logarithmique.
Ces théorémes méritent d’étre démontrés d’une maniére rigoureuse :
on en conclut que les signes @(x), ev, logx dont nous faisons
usage daus notre classification des fonctions finies explicites sont
réduits au moindre nombre possible.

Pour rendre notre démonstration plus claire, prouvons d'abord que
la quantité log x ne peut étre équivalente 4 aucune fonction puremeat
exponentielle de premiére espéce : en d’autres termes prouvons qu'en
désignant par u, v,...w des fonctions algébriques et par 7, »,.. .8
les exponentielles ¢*, ¢',. . .e", on ne peut pas avoir

logx = f(x, ¢, n,...0),
si la fonction représentée par f est uue fonction algébrique.
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Représentons par m le nombre des exponenticlles 7, #, .. .8 qui
entrent dans la valeur précédente de logx. Nous avons évidem-
ment le droit de supposer ce nombre m réduit & son minimum,
C'est-a-dire de supposer que logx ne puisse s'exprimer par aucune
autre fonction semblable a la fonetion £, mais contenant moins d’ex-
ponentielles; car si cette autre valeur de logx existait , cest celle-la
que nous choisirions pour y appliquer nos calculs. Dés-lors aucune
relation algébrique entre les quantités x, 7, #,...8 ne pourra avoir
lieu & moins qu'elle ne soit identique par rapport a chacune des
transcendantes. Or, on obtient une telle relation en différentiant la
valeur de logx : la différentiation donne en effet,

L= df(x, L, 1,...0),

: ’ & ldu__, , dy___, dd__ ,)
ou bien (en observant que I'on A ==Y, =, dx_ﬂw

i = f;(x} Zr ";---9)+fé(x, _z, n,...ﬂ)Zu”
+ fo@ Gone O e fo(x, 2,0, 0)80.

1’équation que je viens d’écrire doit donc subsister si V'on remplace

{, ",...08 paral, Pn,...98, a, B,...% désignant des quantités
purement littérales. Il résulte de la qu'on a

3= fUxsals By ob) F+ fl(x, oL, Br,..ofa
+f;n(x’ af, Pn,.. '76)B”V'+' . '+f;9(x’ al, P,.. .79»9“/’
c’est-a-dire , ‘
dx
; — df(x, a:, ﬁ”,- --79)-
En égalant cette valeur de if a la précédente df(x, £, » » 8), puis
intégrant, on a donc

S, al, Bn,...90) = flx, ¢, n,...0) 4+ C.

Tome IL. —~ Mans 183. 191
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Pour déterminer la constante C, je nomme a, b,...c les valeurs
respectives de {, #,...6 pour une valeur déterminée quelconque
r=g: il en résulte

f(g:M’ ﬁbv")'c)': f(g, a, b,...c) -+ C.

f£liminant C, on a

Sflx, o, Pn,...90) — f(g, aa, Bb,...yc)
= flx, ¢, n,-..8) — f(g, a, b,...c).

Je différentie cette équation par rapport a a, et apres la différentia-
tion, je pose =1, B==1,...y==1: je trouve par la

.Cfé(.x‘, Z, #,...0) =af.(g,ab,...c),

ou simplement,

Fo(x, &y nye.8) = ;;i

en représentant par A la constante af.(g, a, b,...c). L'équation
algébrique précédente subsistera encore (n° g) si je remplace ¢, »,...8
par les quantités purement littérales A, u,...y: on a par consé-
quent ,

. A
f)“(x, A, flw,-.-l/) = ;—,
et 'on aura de méme ,
p B
fp (¢, A, u,...v):;,
‘ G
f'(x, A, }L,...V):T,

si Uon représente par B,...C les constantes bfi(g, a, b,...c),
cf(g,a, b, ..c). De la il est aisé de conclure

PORRRTAREAME S WHREY 0 0w o LU R T S " W R R A R T LR R AR TR IT RN TR
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frlx, 2y pyo vy dA f"‘(.:c, Ay fhy. i) dpe 4.0
: 7 - Ad)\ Bdfl 9(11 .
+f'(x" A, “’.-'~”)dr——-T+_‘“"‘ ...+ L
intégrant donc par rapport &8 A, u,...», il vient _
Sflx, A, pc,...v)=AlogA+Blogp+...+Clogv+const.

La constante est ici une fonction de « : pour la déterminer, soient
2o 5 Mqj- ..V, des valeurs particuliéres de A. «,...»: en les substi~
tuant, on obtiendra

T, A0y Mey-..v,)== AlogA,~Blo u07+-...+Clogv.+coust.
( 8 8

d’ol 'on tire, par la soustraction,
P

S, A, ooy = f(x, Agy sosen.r,) 4+ Alog 2 —loga,)
-+ B(logu — logu,) . . .+ C(log v — log »,).

Comme je puis actuellement donner 2 a, u«,....»les valeurs que je
veux, je pose A==(, p==7,...r=40: le premier membre devient
Sf(x,¢,7,...0) oulogx: en observant que log {=u, logn=yv,. .,
log=w, jen tire donc

logxr = f(x, Asy po,...v,) =+ A(u—loga
' +B(v —logu)+4. ..+ C(w — logy,),

équation absurde; car le second membre est une fonction algébrique
de x, laquelle ne peut pas étre égale 2 logx, d’apres ce qu'on 2
démontré ci-dessus. '

11. On peut abréger la démonstration précédente, sans d'ailleurs
en changer l'esprit; il suffit pour cela de considérer a part une des
exponentielles £, #,...0, la premiére par exemple, au lieu de les
considérer toutes i la fois. Je développerai d’autant plus volontiers
cette seconde méthode, ou plutdt cette autre maniére d’envisager
la méme méthode, que jen ferai par la suite un usage continuel
et exclusif. Voici comment il faut raisonner alors.

“1l S’agit de prouver Yabsurdité de I'équation

(1) logx = f(x, ¢, »,...0),

LI PR
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dont le second membre renferme m expouentielles ¢, »,...0: le
nombre m est supposé réduit 4 son minimum : par conséquent si
de I'équation (1) on dédunit une autre équation semblable dont le se-
cond membre renferme moins de m exponentielles, I'absurdité de I'é~
quation (1) sera par cela méme rendue manifeste.

Maiatenant pour mettre spécialement en évidence I'exponentielle
¢, jécrirai

logxr = ¢(x,{),

el j’en déduirai en différentiant

= @dx, {) + oz, L,

¢:(x, {) étant l'expression abrégée de
FAx, Loty B F1(x T Mye e B e = (2, 8y 1y o D)0
L’équation

L= o, 1) + o, DL

remplace I'équation équivalente

£= Sl 8yny i ) fox, &y myea Q)0

G (®, 0, Byw oo fo(, Ty 0B,
dont nous nous sommes servis dans le numé.ro précédent , mais elle
est beaucoup plus simple a écrire. Cette équation doit étre identique

par rapport a {: on peut donc y remplacer { par 27, « étant une
. quantité numérique quelconque, ce qui donne

5= 0i(x, a) + (=, a)ale,

équation dont Je second membre, multiplié par dx, fournit pour
résultat la différentielle complete dp{x, «{). En égalant cette valeur de

) I r - 7 = L3 2 . ’
7 & la précédente, et intégrant I'équation qui en résulte, puis déter-

minant la constante arbitraire 4 'aide d’une valeur particuliére xr =g,
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h laquelle répond { == a, on obtient

e(x, al) = o(x, ) + ¢(g, aa) — (g, a).

Je différentie cette équation par rapport a « et je fais ensuite a==1.
En posant a¢. (g, a)==A, je trouve ainsi,

C‘Pé('x, {) = A.

Cette équation étant algébrique par rapport & &, {, n,...8 doitsub-
sister si 'on remplace ¢ par une lettre indéterminée i que I'on pourra
regarder comme une variable indépendante. On a donc

‘ A
¢: (x, i) = <
Multipliant par di et intégrant, j'obtiens

@ (x, i) = Alogi -~ const.

d'oli résulte, en déterminant la constante a Vaide d’'une valeur parti-
culi¢re i, de i,

o(x, i) = Alogi - (=, i) — Alogi,. -

Jai le droit de donner & i telle valeur qu’il me plaira: je pose donc
i={; le premier membre de mon équation devient ¢(x, ¢) oulogx:
de ]a je conclus, en observant que log{==u:
logx = Au + @(x,i,) —Alogi,,

équation absurde, car le second membre est une fonction exponen-
tielle de premiére espéce o { n’entre plus et qui renferme seulement
m—1 expouentielles #,.. .0, tandis que la valeur de log = doit par
bypothése en contenir au moins m. Nous sommes ainsi conduits de
nouveau & la conclusion obtenue dans le numéro précédent, savoir
qu’une équation de la forme (1) est inadmissible. Le lecteur jugera
sans doute avec nous que la démonstration donnée en dernier lieu
est plus simple et aussi rigoureuse que celle du n°® 10: elle abrége
surtout considérablement I'écriture.

«x2. Faisons voir maintenant que log  ne peut étre exprimé par
aucune fonction expouentielle de n'™ espéce, quel que soit 7. Dé-
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signons en effet par m le nombre des exponentielles de r'™ espece,
et supposons le nombre m réduit a son minimum, en sorte que nulle
relation algébrique ne puisse exister entre ces exponentielles de n*
espéce et d'autres, quelles qu'elles soient, d’espéce inférieure. Soit
£ =e* une quelconque d’entre elles, u étant une fonction exponen-
tielle de (72-— 1) espéce, et, pour mettre { en évidence, écrivons

logx = ¢(.r; 0,

la fonction @ étant algébrique par rapport & {, et contenant en ontre,
algébriquement aussi, d’autres expronentielles monomes dont il est
inutile de faire une mention explicite.

1.’équation

®— oz, 1),

ou
= = oz, {) '+ ¢y(x, ()u,

que l'on obtient en différentiant la valeur de logx, est algébrique par
rapport a ces transcendantes aussi bien que par rapport 4. Donc elle
doit subsister en remplacant { par «{, « étant une quantité numé-
rique quelconque ; ainsi Fon a

;= Oz, o) + Fu(x, al)alu

d’ou 1] est aisé de conclure

iﬁ = dp(x, al).

J'égale cette valeur de d-; a la précédente do (x, ), apres quoi j'in-

tegre, ot je détermine la constante i I'aide d'ine valeur particuliere
x =b, alaquelle réponde §=a. 1l vient

e(x, af) = @(x, ) + ¢, aa) — ¢(b, a).
Je ditiérentie par rapport 4 « I'équation que je vicns d’écrire, et po-
sant @ = 1 aprés la différentiation, je trouve

{¢'¢(x, §) = at'.(b, a),
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équation algébrique par rapport a { et qui doit subsister si 'en rem-
place { par une letire indéterminée i: remplacant donc ¢ pari et
faisant a@/, (b, a) = A, jai '

' (.Z‘, i) =

’

~|

ce qui me donne, en intégrant par rapport a Z,
®(x, i) = Alogi - const.

En déterminant la constante 4 I'aide d’une valeur particuliere 7, de ¢
et posant ensuite i =7, on obtient enfin , comme ci- dessus,

log x = Au—-¢(x, i,) — Alogi,,

€quation absurde, puisque le nombre des exponentielles de nim
espece contenues dans le second membre est < m, ce qui ne se peut.

15. 1l est rigoureusement établi par 13 que la fonction log x ne
peut étre équivalente 3 aucune fonction ¢ purement exponentielle ou
dépendante des seuls signes @ (x), e*. On peut en dire autant deg
fonctions suivantes loglog «, log loglog x, etc.; car si I'on availt
log logx=9, on en déduirait log x==er, ce qui est absurde. Ré-
ciproquement ncus ferons voir que la quantité e ne peut étre ex-
primée par aucune fonction purement logarithmique.

Supposous, par exemple, qu’il soit possible d’exprimer e par une
fonction logarithmique de premiére espéce, Cest-a-dire de la forme

e = f(x,7,n,..9),

&, n,...8, ayant pour valeurs respectives log u, loge,...logw ou

U, v,...w, désignent des fonctions algébriques, et le nombre m des

quantités ¢, n,...0 étant réduit 2 son minimum. :
Considérons spécialement  par exemple, et remplacons en consé-

quence f (x,{, »,...8), par @ (x, 7) ; nous aurons en prenant les
logarithmes des deux membres

x = log o (x, 0,

d'ou résulte, en différentiant

__de (2, ]
doc = oz, 0’
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ou
, , ] w
@ =(x, O+¢( (=, C)—u_
oz, ) ’

1 =

équation purement algébrique par rapporta {,u,...0, qui doit étre
identique par rapport a {, et ol 'on peut en conséquence remplacer
! par a4+ {, « étant un nombre quelconque. On a donc

¢,.‘t (xo ¢+C)+d<(zv ‘+Z)l;':
‘0_(3" a2 ’

I =

ou

d¢(11 "l“C)

do = ¢ (x, ‘-f-é';

Végale cette valeur de dr 4 la précédente, ce qui me donne

do (x, a4{) — d@(xygl,
ez, 248 ~ o=, 0°

intégrant donc et déterminant la canstante arbitraire a l'aide d'une
valeur particuliére x=4, 2 laquelle réponde { = a, on obtient

e (x, a--{) = :((:’,2 ‘p(b’ a - a)'

Je différentie maintenant par rapporl a a, et aprés la différentiation
je pose a =0 : cela me donne
0 a(b, a)
?'¢(x, §) = YO} ¢ (x, :):

équation algébrique par rapport 2 ¢ et qui doit subsister encore si
Yon remplace { par une lettre indéterminée i. On a par conséquent

, . b,
) (x, i) = ¢éb a;') e(x, i):

?'s(b, a)

YO = &, on en conclut

en posant

¢'i(x, l)dl
2 hdi.
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Intégrant donc par rapport & i, et déterminant la constante que Vin-
tégration introduit i Paide d'une valeur particuliére i==1,, on tire
aisément de la

@(x, De* = o(x, i)e",

résultat absurde, puisquon en déduirait e* = une fonction algébrique
de i, ce qui ne se peut. Si % était = o, ce raisonnement ne serait plus
possible; mais on aurait alors ¢(x, i) =¢(x, i,); d'oin, en posant
i=¢, on conclurait ¢(x, ) ou e*=¢(x, i), équation ahsurde,
puisque son second membre renferme seulement (m—1) logarithmes,
1andis que la valeur de e doit, par hypothése, en contenir au moinsm.
On prouvera en général que ¢* ne peut étre exprimé par aucune
fonction purement logarithmique de 7' espéce. En effet soit { une
des m exponentielles de n'™ espéce entrant dans la valeur supposée
de e, et suivant notre usage posons e* = ¢ (x, [). Regardons le
nombre m comme réduit & son minimum : dés-lors aucune relation
algébrique ne pourra exister entre x,7, les autres logarithmes de n'™
espice contenus dans ¢ (x, {) et d'autres logarithmes d’espéce infé-
rieare. On pourra par conséquent répéter ici mot a mot tout ce que
nous avons dit au commencemeut de ce numéro, quand la fonction
®(x, {) appartenait 2 la premitre espéce, et Yon retombera de
pouvean sur 'équation absurde ¢ (x, i)e¥ == ¢ (x, i.)e*. Notre -
analyse établit donc en toute rigueur le théoréme que nous avions
en vue, savoir que lexponentielle e ne peat étre exprimée par
~ aucune fonction purement logarithmique de la variable . '

g IV.

Des diverses fonctions que Uon rencontre dans les éléments.

14. Si nous passons maintenant en revue les diverses fonctions de
x dont on s'occupe dans les éléments d’algébre, nous verrons que
_toutes peuvent sexprimer sous forme finie, & l'aide des simples
fonctions algébrigues, exponentielles et logarithmiques. Et nous n’a-
vons pas méme besoin de comprendre parmi ces dernicres les expo-

nentielles de la forme a” et les logarithmes Log x dont la base v'est
Tome II. — Mans 1837. 12
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pas le nombre e = 2,718. .. ; car on a a®==¢"'*“ et Log x=Mlog.r,
M désignant le module dusystéme des logarithmes désignés par Log x,
par ou l'on voit que tous les logarithmes peuvent étre transformés en
logarithmes népériens, et toutes les exponentielles transformées en
d’autres exponentielles rapportées au nombre e.

15. Considérons d’abord les puissances dont Vexposant est un
nombre quelconque. Soit « une constante réelle on imaginaire: la
puissance dont il s’agit sera représentée par x«. Daus le cas trés par-
ticulier ou ie nombre « est réel et rationnel, on sait que x= est une

. » . . m m
fonction algébrique de x ; car si Vona = ~soue=——,metn

désignant deux nombres entiers positifs, il en résultera

ou

Mais toutes les fois que la constante « est irrationnelle ou imaginaire,
je dis que &= n'est pas une fonction algébrique de x. Pour le prouver,
posons y = x*, ce qui donne

Admettons pour un instant que y soit une fonction algebrlque de
x, déterminée par une équationirréductible de degré w, savoir

(1) S(x, ) = o,

dont le premier membre serait une fonction entiére de x et y. En
différentiant , 1l vient

dy
Slolx, 1)+ fy@, ) =
équation qui se transforme dans la sulvante

(2) xf'(x, 7) + arf,(x, y) =
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lorsqu on remplace & . par sa valeur f—— et qu'on chasse ensuite le dé-

nomnateur x. Pour que I'équation x ‘% = ay soit satisfaite, il est
donc nécessaire que les deux équations (1) et (2) aient lieu en
méme temps, sans qu'on soit obligé d'attribuer a2 x une valeur par-
ticuliére; et comme I'équation(x )est irréductible, une de ses racines,
Jvpar exemple, ne peut satisfaire a lequatlon (2), sans que toutes
les autres y,, T+ - Yu 0y satisfassent auvssi, Donc, si lmtearale par-
4
dx
lieres y = 5., ¥ =73,.. .Y = Yu, la vérifieront également. Les ra-
cines ¥,y ¥us- - .7, étant différentes de zéro par la nature méme de 1'é-
quation irréductible (1), il résulte de la théorie des équations linéaires
que la valeur de y s'obtiendra en multipliant y, par une certaine
constante C,, ounbien en mnltipliant y,,...»7,. par des constantes
C.,...C.: onvoit donc qu'il est permis de poser a la fois

ticuliére y=y, vérifie 'équation x L =ay, les intégrales particu-

Yy = leu y == len Jy = CS.}’I!""] = Cf‘fl‘:

je multiplie ces équations membre & membre, et en représentant par
C# le produit C,C,C; ..Cy, je trouve

.7# = Cz‘f[fl]&"‘j[u
d'ou je tire ’
#————————-———.—_
r =CVrs.. Fe
Le produit 7,y,7s.. .7, n'est pas nul, puisque I'équation (1) étant

irréductible, n’a pas de racine nulle; c’est d’ailleurs une fonction ra-
tionnelle et symétrique de y,, 7,, etc. et par suite une fonction

rationnelle de x, que Pon peut représenter par le quotient % de deux

polynomes entiers premiers entre eux. Donc si la fonction y == x=
peut s'exprimer algébriquement, sa valeur sera de la forme

“rx
= C\/T'

12..
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En différentiant cette valeur, je trouve
dr __y YX'—XY
dx — p°~ XY !

et, comme j'ai d’ailleurs x % = ay, j'en conclus

Z(IX' — XY) = «XV.

Cette équation uous prouve que XY est divisible par x, et que
par conséquent un des deux facteurs X ou Y lest aussi; car ils ne
peuvent pas I'étre tous deux a la fois, puisqu'on les suppose premiers

entre eux. Admettons d’abord que% soit une fonction entiére. Il est

alors permis de faire X == Zx*, n étant un nombre entier > o0 et Z
un nouveau polynome non divisible par x : on a donc’

X' = nZx** + Zx~.
Portant cette valeur et celle de X dans I'équation précédente, on
obtient
;(nYZx-—- + YZ'x* — ZY'z*) = aVZx*,
équation qu'on peut écrire ainsi
C.: -—u) YZ = Z(ZY — YZ),
I
et dont P'absurdité est manifeste toutes les fois que 2 est une cons~
tante irrationnelle ou imaginaire. En effet, dans cette hypothése, le
. n . ’ n

coefficient 2% ne peut pas éire nul, puisqu'en posant a = p la

valeur de a serait le quotient de deux nombres entiers réels. Par con-
séquent le premier membre, ou se trouvent les deux facteurs Y et Z
premiers avec x, est aussi premier avec x, tandis que dans le second
membre, ce facteur x est au contraire mis en évidence. En posant
Y =Zx", on arrivera de méme a une équation absurde, savoir,

! 4a)XZ = Z(ZX' — X2Z).
p “®
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Donc y ou x* ne peut pas avoir une valeur de la forme C \/ %—: donc

Zx* ne peut s'exprimer par aucune fonction algébrique de x. Il est
d’ailleurs aisé de voir que cette quantité peut étre représentée par des
cxponentielles ‘et des logarithmes, puisque l'on a 2= == e=ls=.

16. Viennent ensuite les exponentielles dont la base et I'exposant
- a la fois sont des fonctions de la variable, exponentielles dont la
quantité x* nous offre un exemple. Il est bien facile de prouver que
Pou n’a pas a* =y, y étant une fonction algébrique; car en diffé-
rentiant cette équation, on trouverait

71 + logx) =7,

g

d’oul'on déduirait logx = 'T’;--- 1 = fonction algébrigue de x,

ce qui est absurde. Mais cette fonction x*, et la fonction plus
compliquée ¢ dans laquelie P et g sont deux fonctions algebrlques
quelconques de x, peuvent sécrire sous forme finie avec les signes
logarithmiques et exponentiels, puisque 'on a

log p)
x‘=ez°'x, q'.-=‘¢’°”.

17. Je m’occuperai en dernier lieu des fonctions circulaires. Et d’a-
bord <'il s'agit du cosinus, on a par une formule conaune d’Euler

VTR g VT

2

cos X =

donc la quantité cos x s'exprime en exponentielles imaginaires, et il
en est de méme de sinx et des autres lignes trigonométriques,
puisque 'on a

in a DA wl b tc
S| = — elc.
ay —1 ’

Il nous sera aisé de prouver en passant que ces lignes trigonométri-
ques ne sont point exprimables en_fonction algébrique de x, car st
Fon avait par exemple cosx== f(x), f dénotant une fonction algé-
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brique, on aurait aussi

exV:;_‘_e—xV-—-l

2

= f(x),

et il en résulterart
V=1 ! o T
e = flx) *+ Vflxy—1,

Cest-a-dire e* V=T =une Jonction algébrique de x, ce qui ne se peut.

Les fonctions trigonométriques inverses ne sont pas non plus al-
gébriques, mais elles s'expriment par des logarithmes au moyen des
formules de Jean Bernouilli

arc sin x == ——-1-;=|log(x\/: - \/1-—x‘),

‘/_
Ve ‘/—1)

V] = V—l

arctang x = log

* zV—l

En résumé, les fonctions que l'on rencontre dans les éléments
peuvent toutes s’écrire sous forme fimie 3 I'aide des signes algébri-
ques, exponentiels et logarithmiques; ce que nous nous proposions
d’établir.

g V.

Comment on peut reconnaitre dune manicre preécise a quelle espece
appartient une fonction finie explicite donnée.

18. D'aprés la classification des fonctions finies explicites adoptée
par nous au paragraphe deuxiéme de ce mémoire, une fonction finie
explicite de la n*™ espéce ne peut rénfermer dans chacun de ses termes
plus de n Ope’rations transcendantes portant successivement 'une sar
lautre; mais de ce qu'une fonction finie explicit¢ renferme un ou
plusxeurs termes affectés de n opérations transcendantes successives,
il n’en résulte pas nécessairement qu'elle appartienne & la n*™ espéce:
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‘au contraire il peut arriver qu’elle appartienne a une espéce inférieure
4 la n*™ ou méme quelle soit purement algébrique. Aussi avant
d’affirmer qu’une fonction finie donnée appartient 2 une espéce ou
a une autre, est-il nécessaire de réduire autant que possible les si-
gnes exponentiels et logarithmiques, qui se succédent et qui scuvent
peuvent s'eutre-détruire.

Si vous considérez , par exemple, les fonctions log (xe®), log (e=*),
qui sous leur forme actuelle paraissent appartenir a la seconde es-
ptce, vous n'aurez qu'a les écrire ainsi log (xe®) = log x + «,
log(e™*) = x*, pour reconnaitre que l'une d'elles est de premicre
espéce et que lautre est purement algébrique. V

Ces réflexions conduisent &4 un probléme nouveau difficile aun-
tant qu'utile et dont voici U'énoncé : ZEtant donnée une fonction
Jinie explicite , trouver une méthode exacte qui fasse connaitre avec
certitude a quelle espéce cette fonction donnée appartient. Sans essayer
de traiter ce probléme dans toute sa generahte nous allons montrer,
par des exemples choisis, quels principes on doit employer pour le
résoudre dans chaque cas particulier. Mais , avant d’entrer en matiére,
il faut démontrer un théoréeme dont nous ferons, dans ce qui va
suivre, un fréquent usage.

19. Soient A, B,...C, des constantes quelconques et x une va-
riable indépendante : je dis qu’il est impossible de trouver des fonc-
tions u, v,...w, algébriques en x et telles que 'on ait

(1) Alogu 4 Blogv +...+4 Clogw = x.
Pour établir ce théoréme, nous ferons voir que I'équation (1), si
elle était admise (u,v,...w désignant des fonctions algébriques de
&) conduirait 4 une absurdite.

En effet soit 8 une fonction algébrique de x, telle que toutes les
quantités u, o,...w puissent étre regardées comme des fonctions
rationnelles de x et §, et qu’il en soit de méme par conséquent de
leurs dérivées ', ¢',...w'. 1l existe une infinité de fonctions § qui
jouissent de cette propriété, et I'on peut prendre, par exemple,
0=au+t Bo—4...49w, a, B,...9, étant des constantes arbitraires.
Puisque § est algébrique en x, on peut regarder cette quantité
comme la racine d’'une équation irréductible f(x, 8)=o, f(x, 6)
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désignant un polynome entier par rapport 2 x et §, et de degré «
relativement a cette derniére lettre.
Cela posé, en différentiant 'équation (1), il vnent

Au’ B¢ Cw'
s+t =0

D'aprés ce qu'on a dit plus haut, le premier membre de cette équation
est une fonction rationnelle de x et 8, ou peut facilement se trans-
former en une telle fonction. Ce premier membre doit étre égal a
unité, en prenant pour 0 une des racines de I'équation irréductible
f(x, 8)=o0: donc, par le théoréme du n* 3, il devra aussi se réduire
a l'unité pour toutes les autres racines.

D’apres cela, en nommant §,, §, , .. .0, les w racines de I'équation
f(x, §)=o0, puis u,, v,,...w,, ,, ¢',,...w, les valeurs cor-
respondantes de u, v,...w,u, ¢',...w', on aura quel que soit x:

AI
_u, + Bv, Cw, =1,
Au, Bv, Cw,

+ ooo+‘—" = l’
é.'f_" _'19‘ + C___wp —
u VF > e w" —

Je multlplle ces équations par dr et je les ajoute, ce qui, en ayant
égard 2 la relation

Cdr 4z 4. +""ch = dlog (ut4. ..y},
me donne

Adlog(uu,. . .u)+Bdlog(v,v,. . s} . . +Cdlog(w,w,...wy)=pudx :

or les produits w4, ..Uy, 9,9,...94, WW,... W, sont des fonc-
tions rationnelles de a, 8,, 6,. . .0,, symetmques end,, 6,...0,: donc,
par un théoréme connu, on peut les exprimer ratlonnellement en x
et les représenter respectivement par X, Y,...Z.

Dol F'on voit que sil'équation (1) était possible, on pourrait trouver
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des fonctions rationnelles de x, savoir X, Y,...Z, propres a satis-
faire 4 l'autre équation

(2) AdlogX 4 BdlogY ...+ Cdlog Z = dx.

On sait (n° 19) que toute fonction rationnelle X peut se mettre sous
la forme

X = M(x—a) (x —b¥.. .(x—c),
et on pourra écrire de méme

Y==M, (x — @) (x—b)b...(x — )7,

.Z :.—. h.i,- (.z.' -.a)‘-‘. (.z-.-— é))ﬁi . .('.z- ~ c).w.
En posant, pour abreger,

N,
P,

Az <+ Ba, 4...+4 Ca,
AB 4 BB, +...+ BB

Ay + By, 4.4 G = Q,

I’équation (2) deviendra donc

N

X —a

Q

X = C

+ T et

o]

Quelques-uns des coefficients N, P,...Q peuvent étre nuls; mais
comme tous ne doivent pas sannuler a la fois, supposons N différent
de zéro. L’équation précédente peut s'écrire aivsi

P Q
1 - ;:—:5 ‘—'.-.—"x_c,
par
U
x—0b ...(x—0)?

Tome If. — Mans 1837, 13
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U étant une fonction entiére de x : j'aurai donc

N ‘U

T—a - @=B ... @—0’

d'ots je tire enfin
N(x—1b)...(x —c)=U (x=—a),

equation absurde, puisque le second membre est divisible et le
premier membre non divisible par x-—a. Donc, en partant de
Iéquation (1) supposée possible , on est inévitablement conduit a une
absurdité: donc une telle équation ne peut pas exister.

En nommant u, v,...w, ¢, des fonctions algébriques quelconques
de x dont la derniére ne se réduit pas 2 une simple constante, on
ne pourra pas davantage avoir 'équation

Alogu -+ Blogy +...4Clogw = ¢,

car rien n'empéchera de regarder alors x comme une fonction algé-
brique de ¢, et par suite &, ¢,...w, comme des fonctions algebri-
ques de cette méme lettre 2, ce qui réduira la nouvelle équation'a la
forme de I'équation (1).

20. Actuellement considérons la fonction x=, a étant une constante
irrationnelle ou imaginaire : cette fonction, comme nous l'avons vu
a® 15, west point algébrique; elle est transcendante. Mais & quelle
espece appartient-elle? Clest la ce que nous ignorons jusqu’ici. Conce-
vons donc quon nous propose de décider par une méthode certaine
dans quelle classe cette fonction doit étre rangée. D'abord , puisque
Fon a x* = e<98= , la quantite x* que nous désignerons désormais
par y est tout au plus de seconde espéce, et elle sera vraiment de
seconde espéce si nous montrons qu'elle ne peut pas descendre 2 la
premiére. Cest ce que nous allons faire & l'instant.

Pour développer notre démonstration dans laquelle, smvant notre
usage, nous aurons recours au principe de la réduction a I'absurde,
admettons qu'il soit possible de trouver une fonction de premiére
espéce équivalente & y. Réduisons a son minimum le nombre des trans-
cendantes monomes contenues dans cette fonction, et soit, s'il est pos-
sible, = log u une de ces transcendantes, « étant algébrique ;la valenr

B L LD IR E R UL B R RN mopy ot I NN R AR RS TR T ERTE 1 TR TN INE R}



PURES ET APPLIQUEES,
de. y dans cette hypothese sera de la forme

‘%

Yy = ¢(x1 0),

la fonction @ étant algébrique par rapport 4 § et contenant en outre,
algébriquement aussi, d’autres transcendantes monomes dont il est
inutile de parler ici. Il viendra donc

Y —g.(x, B + Oz, DL

. , . s dy a .
Mais l'équation y == x* nous donne d’autre part iz =3 ilen

résulte , en remplacant y et i—‘: par leurs valeurs:

’

¢z (z, )+ 0y(x, O —
e (x, 6

Blu

Cette équation étant algébrique par rapport a € et par rapport aux
autres transcendantes contenues dans @ (x, ), on peuty remplacer §
par u~8, u étant une constante indéterminée : cela nous donne

Ox(x, k8 4 ¢4z, 6H O
o, B =z

ainsi Fon a quel que soit p

de (z, p-}-")»_ wdx

Te(,n =’

et par suite '
do(z, m+1) _ de(z,0

e, p+8) — o(x,0°

Vintégre cette derniére équation, et déterminant la constante a laide
d’une valeur particuliére xx = b i laquelle répond. 6 = a, jobtiens

¢, a)o(x, p+0)=0(x, 80, n+a; 3
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Cette équation subsistant pour toutes les valeurs de u, je puis la
différentier par rapport a u et poser ensuite x==0; or I'équation nou-
velle

¢(b, a)ds (x, 8) = ¢ (x, e) (b, a),

qui résulte de cette opération, est algébrique par rapport aux trans-
cendantes 8, etc., en sorte que l'on peut remplacer 8 par une lettre
indéterminée i considérée comme variable indépendante. Il vient par-
la

¢, a)¢i(x, )= (x, )¢.(b, a),
Cest-a-dire :

¢i(x, i) — ¢, (b,a)
0D — ob,d

Multipliant donc les deux membres de 'équation que je viens d’écrire
par di, puis intégrant par rapport a i et déterminant la constante
arbitraire produite par l'intégration 2 'aide d’une valeur particaliere
{==i,,0na

. ‘s (b, . .
log ¢ (x, i) = fp(lf;'&i)z")(l_l°)+ log ¢ (x, i),

résultat absurde , puisque le logarithme d’'une fonction algébrique de
i se trouverait exprimé par une autre fonction algébrique de cette
méme lettre i. Donc si la quantité y est exprimable par une fonction
transcendante de premiére espéce, cette fonction ne peut contenir
aucun logarithme, mais seulement des exponentielles.

Continuons a la représenter par @ (x, 6), § étant non plus un lo-
garithme, mais bien une exponentielle de la forme e*, « étant algé-
brique, et cette exponentielle entrant algébriquement seule ou avec
d'autres dans la fonction @ (x, 8). L'absurdité de 'équation y==¢(x, 6)
ainsi définie sera facile & établir: on en déduit en effet

Z—‘—:—: = <p',(x, 9) -+ @'y (x, 9) Gu',

) d. sy e S
a cause de —— = = il vient d'aprés cela
ydx x

Gxlz, 0) +0y(x, 800 _ =z
-

P (x,9) *
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équation algébrique par rapport aux exponentielles 8, etc., ou T'on
peut changer 8 en u8 (x étant une lettre indéterminée), ce qui fournit

§x (2, ) b (%, ) b ==

¢ (x, ub) x
ou

dp (z, uf) ___‘_‘_d_x

o, ) — z’

on conclut de la Que

de (z, ) — dp (x, 6)
o(x,m) — @(x,0’

Intégrant cette derniére équation et nommant a la valeur de § qui
répond & une valeur quelconque x= b, on obtient

?(5, a)¢ (x, pl) = o (x, 9) ® (b, na).
Je différentie par rapport & u I'équation que je viens d’écrire; je
fais ensuite =1, et j'ai
bo(b, a) ¢y (x, 8)=ap (x, §)¢.(b, a),

équation dans laquelle on peut (n° g) remplacer § par une letire
indéterminée i, ce qui donne

@i (x, §) =a¢u(b: a)
o(x, ) e, a) .l

Je pose pour abréger

a""(bs _al —
b, a —

m,

et je multiplie par di les deux membres de I'équation

giz, ) _ m

o, — i’
jintégre ensuite par rapport a i: en représentant par i, une valeur
perticuliére quelconque de i, j'obtiens

¢z, i)
L

p(x, i) =
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Puisque la letire i est toul-a-fait indéterminée, et que équation
précédente est identique par rapport a cette lettre, rien n’empéche
de faire i =8 == e*. C’est ainsi que I'on trouve

y ou ¢(x,8) =t%,-,—‘32 e™.

Ainsi notre analyse nous fait connaitre la seule forme sous laquelle
une exponentielle ¢ ou e™ pourra entrer dans P'expression de o(x, 0).
Cette exponentielle s'y trouve nécessairement en facteur & tous les
termes : il en est de méme des autres exponentielles €’...e”, ou si
I'on veut e”,...e™ (n,...p étant des constantes et v,...w, des fonc-
tions algébriques de x), que P'on regardera comme renfermées dans
cette fonction. D'ailleurs en posant mu —4-nv =4 ... 4=pw=t, le
produit e.e”. ..e* sera égal 3 ¢': donc la fonction ¢ (x, 8) ne peut
étre que de la forme

o (x, 8) = z¢,

z el ¢ désignant des fonctions algébriques de x: puisque Fon a
a la fois @ (x, 8) = x= et p (x, 8) =z¢, il vient

xe = zé',
d’'ou V'on tire , en prenant les logarithmes,

alogx — logz = ¢:
or on a vu au p° 19 qu'une équation de cette derniére forme est
toujours impossible. A la vérité dans ce n® 19 la fonction ¢ est sup~
posée ne pas pouvoir se réduire a une simple constante. Mais C'est ce
qui a leu ici, car si ¢ était une coustante, le produit z¢' et par suite
la fonction x* se trouverait fonction algébrique de x, ce qui n'est pas
(n* 15).

Concluons de cette discussion que, toutes les fois que Vexposant
est irrationnel cu imaginaire, la fonction x* est transcendante de
seconde espéce, en sorte qu'on ne peut espérer de I'exprimer ni par
des quantités algébriques, ni par destranscendantes de premiére espece.

Comme second exemple, proposons-nous de chercher a quelle es-
péce appartient la fonction log log x.
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D'abord il est clair qu'on ne peut pas avoir

log log x == une fonction algébrique f(x),

car on en déduirait par la différentiation
x P
a:[ggx == f (x) ’

et par svite log r==une fonction algébrique de x, ce qui est absurde.

A présent je dis que la quantité log log & n’estéquivalente a aucune
fonction transcendante de premiere espece, ou (ce qui revient au
méme) je dis qu'on ne peut pas avoir log logx = une fonction
algébrique de xr, d’'une ou de plusieurs exponentielles de la forme ¢,
et d’'un ou de plusieurs logarithmes de la forme log 2, « étant algé-
brique en . ' '

Car si une telle équation est possible, nommons § ou e* une
des exponentielles que P’on suppose contenues dans son second mem-
bhre, et pour metire 9 en évidence posons simplement

. loglog &' = ¢ (x, §),

ka fonction ¢ étant algébrique par rapport 3 § et contenant en ontre,
algébriquenient aussi, des exponentielles et des lbgari!hmes dont il est
inutile de faire mention. Nous supposerons (ce qui est permis) le
nombre des exponennelles renfermées dans la fonction ¢ réduit a

son minimum, et dés-lors il ne pourra exister entre ces exponen-—
tielles, la variable x, et des logarithmes de premi¢re espice, aucune
équation algébrique, & moins que cette équation ne soit identique.

On produira une équation du genre de celle dont nous venons de
parler, en différentiant I'égalité

loglogx = ¢(x, 6),
ce qui donnera

zlogx 'z (xy 6) 4+ 0’ (x, 8) 0.

Dans cette dernitre équation qui doit étre identique, on pourra
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donc remplacer § par u8, u étant une lettre indéterminée: il viendra
ainsi
I

——— = 0':(x, 0) 4 Qs (x, uO)ube’,

x log x

d’ou l'on conclut aisément

dp (x, nl) = do(x, ).

le signe d indique une différentielle totale prise par rapport a x
et par rapport 2 § qui est fonction de x. Intégrant donc et détermi-
nant la constante arbitraire & I'aide d’'une valeur particuliére x =26,
3 laquelle répond 8=a, on aura

o(x, ub) = o(x, 8) + (b, pa) — 0(b, a),

équation de laquelle je déduis, en différentiant par rapport a u, et
posant ensuite u=1,

8¢’y (x, 6) = ap.’ (b, a).

Ici,, puisque I'équation est algébrique par rapport a § et aux autres
transcendantes contenues dans la fonction ¢, je puis remplacer § par
une variable indépendante i. J'obtiens de la sorte

. o (b, @) di
¢/‘ (x’ iﬂl — E!—_-(—I%-L’

d'ou je conclus, en intégrant par rapport a / et représentant par i, une
valeur particuliere de i,
o(x,)=ag’. (b, a)(logi — logi)+ ¢(x, i):
or, si la dérivée ¢, (b, a) n'est pas nulle, cette équation est absurde,
puisqu'elle fournit pour log i une valeur algébrique en i, et si l'on
suppose @', (b, a)==o0, elle donne
¢ (x, i) = o(x, i),

cest-a~dire que la quantité ¢ (x, i) est indépendante de i: donc l'ex-
ponentielle § n’entre pas dans la quantité ¢ (x, 8), d'ou résulte im-
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médiatement que cette quantilé ne peut renfermer aucune exponen-
tielle. '

81 donc la valeur de loglogx est exprimable par une transcen-
dante de premiére espéce, elle ne pourra - contenir que des loga-
rithmes et point d'exponentielles. Soit §=1logu I'un de ces lo-
garithmes, » étant algébrique. Pour mettre § en évidence, - nous
écrirons simplement suivant notre usage

log log x = ¢ (x, §),

la fonction @ étant algébrique par rapport a 6.

Les logarithmes qui entrent dans cette fonction @ ou portent sur
la simple variable x et sont de la forme log x, ou portent sur des
quantités algébriques différentes de x. Rien ne m’empéche de suppo-
ser le nombre de ces derniers réduit 4 son minimum, et des-lors il
ne pourra exister aucune relation algébrique entre eux et les deux
quantités x et log x. On s'en convaincra aisément par un raisonne-
ment analogue a celui du n* 9. Reprenons donc I'équation. ..
loglog x = ¢ (r, 8), et supposons que § soit différent delog x. En
différentiant cette équation, j'en obtiens une autre, savoir

. , u'
x—l;g-.r. = ?’1 (x, 9) ~+ ¢ (x, 9)-;,
laquelle est a‘gébrique par rapport & x, logx, 0 et par rapport aux
autres transcendantes contenues dans la fonction @, ce qui me permet
de changer, quel que soit «, 8 en g 48, et me donne

B = 0@, gt )+ 03 (z, - 6) 2.

zlogz —

’ 8 I IT] .
J’égale ces deux valeuyrs de iTog? et jobtiens

0+(x, A+ B+ 0@, k0L =0z, )+ iz, B,

Multipliant les deux membres par dx, et intégrant dans I'hypothese
que pour x==>0 on a 8=a, je trouve
Tome 1I. — Mars 1837 14
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? (=, u+e)=f¢(x’ 8) + o5, § +a)— Q(b, a).

Je différentie cette équation par rapport a x et je pose u==0 aprés
la différentiation : j'ai ainsi

d‘(xi 6) = @'-(b) a):
relation algébrique par rapport alogx, 0, et 61‘1 je puis remplacer
/] par une lettre indéterminéde i. Multipliant donc par di et intégrant
par rapport a i l'équation nouvelle

Oz, i) = 0. (b, @)

4 laquelle ce raisonnement conduit, puis désignaut par i, une valeur
particuliére quelconque de i, je trouve

o(x, i) = ¢(b, A(E—io) + o(x, )

Dans la fonction @ (x, i) la quantité i entre donc sous forme linéaire
et avec un coeficient indépendant de . Dans la fonction ¢(z, 6) la
quantité 0 entrera donc aussi sous forme linéaire avec un coefficient
constant : dés-lors si nous désignons par logz, logv,...logw, les
logarithmes autres que log x entrant dans ¢ (=, 6) et parA, B,...C
des constantes , la valeur de @ (', 0) ou loglog x ne pourra étre que
de la forme

log logx = A log u-}- Blog v +-.. +Clogw ¥ (x, log x),

¥ (x, logx) étant une certaine fonction algébrique de x et log .
Pour abréger je pose logx=={: il vient

log £ = Alog u + Blog ¢ 4. ..+ Clogw+ ¥(x,l),
d'ol1 je déduis, en différentiant et observant que ay = -‘-i.-zf ,

Cw'
w
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or si cette équation n'est pas identique par rapport i ¢ elle est ab-
surde, puisqu'elle fournirait alors pour £ ou log  une valeur algé-
brique en z. Si au contraire elle est identique par rapport & Z, on
pourra y changer { en u-~{, w étant une lettre indéterminée, in-
dépendante de x, etVon aura

1 u o w’
+¥e(x, p+ D4 Ve (x, p+D)

Je multiplie les deux membres de cette équation par dx, aprés quoi
yintégre par rapport & x: je trouve ainsi un résultat de la forme

w

log (u42) =Alog;:-: + Blog v% ...+ Clog -
+ ¥(x, pA=0)—¥ (5, p—+a)+log (- a),

b désignant une valeur Partieuliére quelconque de x, et @, u,, vo,... W,
dtant les valeurs d= {, u, v,...w, pourx=5b.

Maintenant je différentie par rapport a u I’équation que je viens
d'écrire, et posant w == o0, aprés la différentiation , j'obtiens

'2’ = \P’C(‘r’ C) - ‘P",(b, a’) + iy

équation algébrique entre x et {, qui doit étre identique en { et ou
Yon peut par conséquent remplacer { par une lettre indéterminée .
Mais ’équation

z = ¥(x, i) — ¥.i(b, a) + -

sur laquelle je tombe par le changement de { en i, étant multiplide
par di et intégrée par rapport 4 i, me conduit & une autre équation

logi="l’(x, i)—‘l’(x, i.)-—["l",(b, a)_;] (i—‘i.n)""logio’

dans laquelle i, est une valeur particuliére de i, et qui doit étre re~

gardée comme absurde, puisqu'elle fournit pour logi une valeur
14..
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algébrique en i. Donc quoi qu'on fasse, on est conduit & une absurdité
eu regardant la transcendante loglogx comme réductible a la pre-
miére espéce, ce quil fallait démontrer.

Etant donnée une fonction finie explicite quelconque f (x), si Fon
veut décider d’'une maniére certaine i quelle espéce cette fonction
appartient, il faudra évidemment faire usage d’'une méthode semblable
a celle que nous venons d'employer pour les fonctions particuliéres
x%,log log . Cette méthode est fondée sur un principe général : néan-
moins, dans la pratique, il restera a vaincre les difficultés propres 2
chaque exemple. Au reste on trouvera Ja-dessus de nouveaux détails
dans le paragraphe suivant. ’

( La suite a un autre cahier.) ‘
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