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NOTE 

Sur l'intégration d'un système déquations différentielles du 
second ordre, entre un nombre quelconque de variables, 
analogues a celles du mouvement d'un point libre autour 
d'un centre fixe, sollicité par une force fonction de la-
distance au centre ; 

PAR M. BINET, 

Professeur au College de France. 

[1] Les équations dont on va s'occuper ici sont de la forme 

d*u __ dR cÇv_ _ dR tpx _ rfR 
~dF ~~ du' de ~ d> ' de — dx ' e : 

», ν, x■. sont les variables principales à déterminer en fonction 
de t ; R est une fonction de la quantité r= y/u'-j-v·-\-x*+y*-\- étcT, 

tiR rfR 11 dK dite 
en sorte que ^ Έ -, etc. 

Lorsque leur nombre ne surpasse pas trois, ces équations se rap-
portent au mouvement d'un point attiré vers un centre fixe, par une 
force dont l'expression est , et l'intégration présente peu de dilïi-

cultés, ainsi qu'on peut le voir dans plusieurs traités de mécanique 
et daps un mémoire récent de M. Poisson, pages 331 et 53a du second 
volume de ce recueil. Je citerai encore, pour son élégance, la solution 
donnée par M. Gabrio Piola, dans un mémoire sur la Mécanique ana-
lytique couronné en 1824 par l'Académie de Turin. Pour le cas de 
trois variables, afin d'achever l'intégration, on a recours ordinaire-
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ment à des considérations géométriques. Je suis loin de blâmer l'em-
ploi de ces considérations dans des questions de Mécanique, qui ne 
sont en grande partie que des problèmes de Géométrie : les résultats 
obtenus y trouvent souvent une interprétation naturelle et simple, 
et l'analyse y puise, par fois, des ressources précieuses. Mais dès que 
le nombre des variables principales est au-dessus de trois, l'analyste 
ne peut plus guère compter sur les secours de la Géométrie propre-
ment dite. Il convient alors qu'il se crée une marche purement algé-
brique. Celle que nous allons suivre pour intégrer les équations dont 
il s'agit conduit à ce résultat remarquable que, quel que soit le nombre 
des variables, leurs expressions ne dépendent que d'une seule fonction 
différentielle de la variable r à intégrer, pour chaque forme assignée 
à la fonction R. D'autres voies peuvent fournir le même résultat ; 
mais elles m'ont paru présenter une assez grande complication, lors-
que le nombre des variables est supérieur à trois. 

[2]. Considérons donc les η équations différentielles du second 
ordre de la forme 

. . d'u dRu d'v dR ν 
dt" ~~ dr r ' dp dr r ' e c" * 

entre les η quantités u, ν, χ, y, etc. et la variable t. 
En les combinant deux à deux, on formera, par l'élimination de 

^ , des équations telles que 

vd'u — ud'v xd'u — ud'x 
Έ, = ο, ^ = Ο, etc. 

d'où l'on tire les intégrales premières, en nombre η. —— , 

vu' — uv' = constante, 
ocu — uoe = const., 
xv' — vx' = const., 
etc. : 

selon la notation ordinaire, nous avons désigné, pour abréger, 
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dans ces formules, par M', P', X', etc. les quantités différentielles 
du dv . 
dt' dt' 

La somme des carrés de ces équations donnera 

(2) {vu'— UP')* + {xu—■ ux'Y H- etc. 4- {xv'— νχ')'-\- etc. — A% 

A* représentant une constante positive. En vertu d'un théorème d'al-
gèbre , on sait que cette somme de carrés peut être mise sous la 
forme 

(**,-f-p,+a:,-|-etc.X«'*+f'M->:c'M-,etc.)—{uu' -\-w' -\-xx' -\-?Ac.)x=z A*. 

En multipliant respectivement par du, dv, dx..., les équations 
proposées et les ajoutant, le premier membre —— 

sera la différentielle de ■" "—"*" *3 Ct° > e' 'c second mem-

bre sera aussi la différentielle ^ dr = <iR ; on aura donc en inte'-

grant, et prenant Β pour une constante arbitraire , 

u* 4- ι■'* -J- x'% 4* jr ' 4- etc = ι Ρι + Β . 

Substituant dans le premier membre de l'équation (2), cette valeur, 
et pour u* -f· v* ■+· etc. la quantité r% on en déduira 

{un' 4- vv' 4- xx' 4- etc.}" = 2r"(R -{- B) —A"; 

mais uu 4~ vv 4" etc. = rr = — ; 

partant = 2r! (R 4- B) — A* ; 

d'où l'on tire 

(5) dt — —== ■ . 

l)e la même équation l'on déduit encore 

£ = λ + 2Β 
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étant différeutiée, et divisée par adr, elle devient 

dtr rfR A* 
dp ~ dr r3* 

On peut à l'aide de cette formule éliminer de la première des 
équations (i); elle donnera, après avoir été multipliée par r, 

rd'u ud^r , A' u 
dt* dll r* ' r ~ ° ' 

mais 

7'd'u — ud'r = d[rdu — udr] =s d^r*d. 

Cette équation pourra donc être mise sous la forme 

dtL* WJ "+■ "FF = °5 

ou bien, en la multipliant par p, 

t*d Γ~r*d /«V~l , u 
ΑΛΙ_ΑΑ\γ/_ r 

Elle deviendra plus simple en y employant une variable auxiliaire φ, 
telle que 

(4) ^ ~~~ r4

 Γγ o-f
1

 (R. + B) — A" ' 

car elle se change en celle-ci : 

dd(W.r) u _ 
dp dip ^ r ' 

dans laquelle ~
r
 peut être considéré comme une variable principale 

à déterminer en fonction de φ. On aura de la même manière 
d'(flr) ν d-{x-.r) χ 

"HT + > = °' ~W + r = °> efC· 
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[5]. Ces equations s'intègrent séparément, et en désignant par 

§t h, g,, h/f gu, des constantes arbitraires en nombre 2«, 
on aura 

ρ = g cosip +■ h sin φ , 

(5) J 7· = S' cos<p + sintp, 

ρ = Su cos "Ρ ■+· ^//Si'n φ . 

etc. 

De l'équation (S), on tire par l'intégration 

(6) < Ί- · = f . ^ — 

Le second membre étant une fonction de r, on aura par cette équation 
la valeur de r en fonction de t ~j- et. L'intégration de la formule (4) 
donnera 

(7) φ + e _/-p==^g==, 

au moyen de laquelle on obtiendra φ en fonction de r, et par suite en 
fonction de t -(- et. Ayant ainsi r et <p en fonctions de t -f-a, les 
équations (5) donneront les valeurs des η variables u, ν, x, y,.. 
en fonctions de de S, de A, B, et des 2η constantes, 
g, g,, g„)' · · h, h,, h

tt
 c'est-à-dire que dans ces expressions 

il entrera 2«+4 arbitraires. On doit en conclure qu'il existe entre 
ces quantités plusieurs relations , car le problème n'admet que 2η ar-
bitraires. 

[4]. En premier lieu, on voit que la constante £ ne fera que modi-
fier les arbitraires g, h, glt

 h
lt etc., et que par suite on peut 

n'y avoir aucun égard en la traitant comme déjà comprise dans 
ces arbitraires. Ainsi le nombre des constantes ne doit plus comp-
ter que pour an+ 5. De l'équation +J·"4 + etc. , 

on tire 1 = —■ —I—- + — -f· etc. : substituant les valeurs du -, 

etc., données par les équations (5), et représentant g'-f-g'-f-g^-j-etc. 
Tome II. — DÏCIHBRE IS3-. 5q 
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par 2g*, gh -f· g fa -f- etc., par 2 gh , etc., on aura 

ι = cos*<p 2g·1 + sin*<p2A* ι sirxpcos <p2g//. 

Cette équation devant avoir lieu pour toute valeur de φ, elle en-
traine les trois suivantes : 

(8) ι = 2g*, ι = ΣΛ·, ο = 2 gh. 

Ces égalités limitent les 2«+ 3 arbitraires qui entrent dans les 
expressions de «, e, χ, y. . . en fonctions de la variable t, à m 
constantes indépendantes. 

Pour satisfaire à ces conditions, on pourra donner aux arbi-
traires g, g

t
, g

ilf
 etc., h, h

n
 h

t
 etc., une forme particulière que nous 

allons indiquer pour le cas de quatre variables u, c, χ, γ ·. cet 
exemple suffira pour faire comprendre un mode de composition qui 
s'étend à un nombre quelconque de quantités g, h , ete. , etc. 
Nous poserons donc 

g = cos y, g, = sin y cos y,, g„ = sin y sin y, cos yu, 
8w= sin>sm},sin>„ : 

quels que soient les aDgles y, y
t

, ytl qui, sont en nombre 4— ι = 3, 
on a manifestement 

S* ■+■ 8*, + 8l 4- 8l = ' · 

On posera aussi 

h = cos «, h
t
 = sin « cos hn = sin « si η w, cos , 

h
m
 = sin « sin »/ sin »

;j
, 

et les trois nouvelles arbitraires «, , v\
n donneront identiquement 

aussi ΣΑ* = ι ; il ne restera plus qua satisfaire à l'égalité Igh =<>, 
ou bien à l'équation, 

o= cos> cos «-(-sin y si η « cos cos «,+sin^ sin « sin ̂ sin «, cos >„cos «(( 

-(-sin^sin« sinj^ sin », siny
tl
 sin *

/(
, 

laquelle déterminera un des angles, par exemple y, au moyen des 
cinq autres « , »„ 
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Si le nombre des constantes g, g,,· ■. eût été cinq, on les eût com-

posées ainsi avec quatre arbitraires y, y
t
, y

u
, y

m
 : 

g=cosy, g
l
=s\nycosy

lt
 g^—smysmy^osy^g^—smy siu^sin^cos^,,,, 

g
IÏ
=sin7sin>

/
sin>

/i
sin>„

y
, 

et de même pour h, h
lt

 etc. Cette manière de satisfaire à une équa-
tion de la forme Sg4 =s ι a quelque analogie avec la formule que 
M. Poisson a donnée dans sa Théorie de, la Chaleur, page 38 
Les 2η quantités g, gh, h

/t
... seront donc exprimées au 

moyen de an, — a arbitraires," liées entre elles par une équation, 
qui réduit le nombre des constantes indépendantes à an — 3 : les 
constantes α, A, Β complètent le nombre an. 

[5]. Nous avons fait voir que l'intégration des équations proposées 
entre les variables u, ν , χ,... dépend des deux intégrales 

(6) t + « = /p===^"===
r

, 

(') * + « - Κ+Ί^ΤΓ·· 

Ces deux fonctions, qui semblent indépendantes, peuvent néanmoins 
être ramenées à une origine commune. En effet, soit S une fonction 
de r telle que 

S = f%\/ar>{ R + B)-A4, 

il est évident que l'on aura par des differentiations partielles : 

(9) t + α = gg, 3+ £ = — 

[6]. Les formules que nous venons d'exposer montrent que les 
variables u, ν, χ... fournies par des équations de la forme 

d'u dR u cfv dR ν 
di1 dr r ' dtl ~ dr r ' e c,> 

ne dépendent que de la détermination de la seule intégrale S, et de 
5g.. 
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ses deux différentielles relatives à A et à B. Ces differentiations, le 
plus communément, s'effectueront sans difficultés et sans introduire 
de transcendantes supérieures à celles dont S sera composé : nous 
disons le plus communément, car il y a des cas où cet énoncé ne sera 
pas exact, et où le calcul de la différentielle d'une fonction introduira 
des fonctions d'un ordre de difficulté ou de complication autre que 
celui des fonctions différentiées. 

Des recherches sur la théorie de la variation des arbitraires dans les 
questions de Mécanique, appliquées au problème d'un point attiré 

vers un centre fixe par une force m'avaient conduit aux équa-

tions (9) pour le cas de trois variables u ,ν, χ seulement. Mais il me 
fut facile d'y reconnaître un corollaire d'une proposition générale 
énoncée par M. Jacobi, et relative à l'intégration des deux équations 
du mouvement d'un point qui doit demeurer dans un plan. Ce résul-
tat reçoit ici une extension de généralité notable, en ce qu'il s'ap-
plique à un nombre quelconque d'équations différentielles du second 
ordre de la forme particulière dont nous nous occupons. 

[7]. Nous avons trouvé ci-dessus que l'équation ^ ^ se 

transforme en r— H~ 7 — ° » Par ce'a seul qu'il existe 

entre r et t la relation ί -f- α s= f
 /

 — —:_=■ , c'est-à-dire 

que r est une fonction de t + CL déterminée par cette équation (6) ; 

et qu'en employant la variable auxiliaire φ de là formule (7), la même 
équation devient 

-dp— + r — ° ' 
dont l'intégrale est 

u = r[gcosp -f- Asin<p]. 

11 en résulte que cette dernière équation doit être considérée comme 

l'intégrale générale de l'équation = 7)7 7; dans laquelle la quantité 

d~- sera une fonction donnée de ί+«, A et B. Alors g et h seront 
rdr 
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les deux constantes arbitraires exigées par l'ordre de l'équation. 

Afin de donner un exemple, nous supposerons R = ™ et l'équation 

à intégrer sera~ + ̂ -=o, r étant donnée en fonction de t par le-

quation t-\-a= I —- Pour rentrer dans des for-
JvA.OB)— 

mules usuelles, nous écrirons Bss—et A* = ma (i — e*) ; 

Iéquation doù dépend r sera alors 

posera ici, à l'ordinaire, 

a — r sss ea cos ψ, ou r = α(ι —ecos4), 

ψ étant une nouvelle quantité auxiliaire, connue des géomètres sous 
le nom d'anomalie excentrique, dans la théorie du mouvement el-
liptique; de là il suit que 

t + α = / -^t= d-\, (τ —e cos ψ), ou 4 —e sin 4=(ί+α)ι /- ; 

équation dont on devra tirer la valeur de 4 pour la substituer dans 
celles de r, et de φ exprimée en r. Mais 

, A ^ _ \/ma(ι— e*)a'd-\,(i—ecos4) ]/1—e'.dï 
**' χ/τη.α* (i-ecos-D* ecos4 > 

il s'ensuit que tang| = γ/j ̂ ^.tang^, en négligeant la cons-
tante que l'intégration aurait pu introduire. D'après cette formule, 
on aura 

COS® = CO"4-5 _
 a

(cosψ-e) 

τ ι — e cos 4 r * 

sin φ = «ϊηψν^ i—e" ■ a sin 41/1 — c* 
ι — e cos ψ r 
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L'intégrale de l'équation proposée étant 

ii = r(g cos φ -f- h sin φ), 

pourra encore être écrite ainsi : 

u = ag (cos-sf, — e) + ah sin -φ\/1 — e1 ; 

où l'on n'a plus qu'à remplacer 4 par sa valeur en t. Celte substitu-
tion exigerait la résolution de l'équation 

4 — esin4 = (« + *) y/j, 

que l'on ne peut obtenir que par la voie des séries et sous de cer-
taines conditions limitatives de la grandeur de e. Néanmoins on ob-
tiendra l'intégrale ou la relation cherchée entre t et la fonction u, 
de la manière suivante. Remplaçons d'abord les constantes g et h 
par deux nouvelles arbitraires y , η telles que ag — y cos «, 
ah\J\ —e* =j= y sïn η ; et par suite , nous pourrons écrire ainsi 
l'équation entre 4 €t " 5 

cos (4 — *) = e cos « 4 ^· 

De celle-ci on tire 

4 = » H- arc (cos = ^ -f- ecosx). 

Cette valeur de 4 m'se dans l'équation en 4 et t lui donne cette 
autre forme 

(t + <t) \f^ = >14- arc (cos = ̂  + ecosx^— e sin χ 4- e cosx ̂  

— ecos» yf 1 — (^ 4- e cos * ̂  . 

De cette égalité il sera facile de faire disparaître la fonction 
arc (cos = ^ -f* e cos en l'isolant dans un seul membre, puis en 
prenant let cosinus des deux membres: ce résultat sera l'intégrale gé-
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nérale de l'équation différentielle du second ordre ~ = ο . 

r étant une fonction de t. donnée par les formules 

r = a ( 1 —c cos 4) > ψ —- e sin 4 = (' -f-
 α

) \P~p ' 

dont on doit éliminer la quantité auxiliaire 4 : les constantes y et η 
seront les deux arbitraires de l'intégration. 

|8]. Nous venons de trouver l'intégrale de l'équation linéaire du 

second ordre ̂  ~ ^, où r représente une fonction de l dépen-

dante de la résolution de l'équation 

(β) , + « = f : 

dans cette dernière formule la quantité A1 semble devoir être essen-
tiellement positive pour que φ ne soit pas imaginaire. L'équation dif-
férentielle s'intègre néanmoins, mais avec quelques modifications 
dans la forme des résultats, lorsque la formule (6) est remplacée 
par la suivante où l'on supprime Β qui peut être compris dans R, 

{&) t + α s / . . 

En effet, de celle-ci, on tire 

ΊΪ = +T>> 

par la differentiation, et après avoir divisé par 2dr, on aura 

d"r A» 

dl' dr r5 ' 

En éliminant -j
r
 de l'équation proposée, à l'aide de la précédente, 

elle deviendra 
dlu d*r A* u 

rdï ~ udë - ^·7 = °> 
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à laquelle on donnera, comme ci-dessus ( ), la forme 

r* d rrd/ùsri u 
A® * dl VvJ r ° ' 

ou bien, en posant encore «<?, = — = — - -
r rt/2r® R+A® 

( equation se change en — —- - = ο ; 

alors elle a pour intégrale 

- = ge + Λβ , 

g et A étant deux arbitraires, e la base hyperbolique; et la quantité 
auxiliaire étant donnée par l'égalité 

λ = f kdr 
J ry/ii* R + Λ®' 

On serait arrivé au même résultat en passant du réel a l'imaginaire 
dans les formules du cas que nous avons traité en premier lieu, et où 
A® avait lesigne—jous le radical: il aurait fallu pour cela remplacer, 

dans les formules, /· par r\/—ι , R par R \/—ι , φ par φ ν/— ' , 
et enfin changer sin (φ\/—ι) et cos (<Ρ\/—ι) en exponentielles 
réelles. 

On ne connaît qu'un petit nombre d'équations différentielles du 
second ordre intégrables. J'ai cru devoir appeler l'attention des géo-

mètres sur l'équation linéaire = -^r u, où r dépend de t selon la 

formule t = f . rd> —, parce que cette classe est fort étendue, H 

étant une fonction indéterminée de r . elle comprend l'équation li-
néaire à coefficient constant. 


