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NOTE

Surlavariation des constantes arbitraires dans les problemes

de Mécanique ;

Par M. Ave. CAUCHY (*).

1. Soient données, entre la variable ¢, n fonctions de ¢ désignées
parx, y, z..., et n autres fonctions de ¢ désignées par u, v, w...,

an équations différentielles du premier ordre et de la forme

de _dQ dy dQ dz __dQ

™ du’ & v’ dt T dw
(1) de__ dQ dv _ dQ dw__ dQ

E——E’ Ft.—.——- 2.; I ‘-E-.._—'?;- e0y

ey

Q représentant une fonction de &, ¥, z..., u, v, w..., t. On
pourra supposer les inconnues &, 7, ..., 4, v, w. .., exprimées en
fonction de £ et de 2r constantes arbitraires @, b, c...; et 'on aura,

dans cette hypothese,

dQ _ dQ dx dQ dy dQ du .
% —drdaVtayattamat

(") Cet article fait partie d’un trés long mémoire sur la Mécanique céleste qui
a €t¢ présenté & P'Académie de Turin le 11 octobre 1831 et dont on peut voir

un extrait dans le Bulletin universel des Sciences de M. Férussac.
(J. Liouvitre. )
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par conséquent '
aQ __ du dx dv dy dx du
=" dda  ad Ftawmt o
(2) \on trouvera de méme
dQ du dx dv dy dz du
=gz asFTam Tt

Si de la seconde des équations (2), différentiée par rapport a la quan-
tité @, on retranche la premiére différentiée par rapport 2 4, on
obtiendra la suivante, '

dla,b] .
3) LILE

la valeur de [a, 5] étant

__drdu _drdu , dydv dydv
4 il=ggz—wmatas @zt

puis, en intégrant 'équation (3), on trouvera
(5) [a, ] = constante.

Donc, les quantités représentées par les symboles [a, 8], |a , clyese
[6, c],~.. seront indépendantes de ¢ Observons dailleurs qu'en
vertu de la formule (4), on aura généralement

[¢,a] = o, et [a,b]=—[b,a]
Soient maintenant |

A=a, B=b, C=c, et....
les intégrales générales des équations (1), A ,B,C,... désigt?lant des

fonctions détermindes des seules variables &, 7, 2,... 4, ¢, W,... L.
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Faisons de plus

\ dA 4B dA dB dA dB dA dB
4y AR =gam &t e &t

on auara encore
(A,A) =0, (A,B)= — (B,A)

D'ailleurs, si, dans 'équation qui détermine x en fonction de a, &,
Cy...t,on substitue A, B, C,... au lieu de @, &, ¢,..., on ob-
tiendra une formule identique, qui, différentiée successivement par
rapport & x, 7, Z,...U,... donnera

drdA | dx dB dx dA dr dB .
(8) l=ﬁﬂ+d—b£+---, 0=¢Tad_7+ ;1—[-”?;—*-..., o=¢elc...,

et, si I'on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A, B), (A, C),...
. . qe de dxr drx
respectivement multipliées par —, ., - ,.... on trouvera, en

ayant égard aux formules (8),

d ' dr d dA
(A MG +ABE + A0 +...=—F;

on trouvera de méme,

(0)

d d d dA
AMT B +AOTL . =—F,

elc....

Pareillement, si 'on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A, B),
. ORI du du du

(A, C),... respectivement multipliées par -, -, —=,.:.... on

trouvera

d d d dA

(10) on aura de méme

1
d dv dv dA

A, M5 + ABG +A0Z+... =7

etc....
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D'autre part, si I'on différentie successivement la premiére des formu-
Jes (6) par rapport & chacune des quantités a, b, c,... en considérant
L, ¥y Byeelt, ¥, Ww,... comme des fonctions de a, b,ec,...¢,
on en tirera

dAdx | dA dy dA du . dA dx dA dx
(ll) 1== E+F"’Ea+..+d—"-d—a+-., O—.a-;‘%—l—..., O_z;d—-’—c ey

etc.

Cela posé, si 'on combine par voie d’addition les formules (9) et (10),

du

aprés avoir multipli¢ respectivement les formules (9) par — 2o ®
dv dw . " de dy dz ‘
—y gt et les formules (10) par o, ==, = ,..., on trou-

vera, en ayant égard i Ja premiére des équations (11),

(A, A)[a,a] + (A,B)[a, 5] + (A, O)[a, c] +...

on aura de méme, _ ‘
(13) {(A, A) b, a] + (A, B) [, B] + (A, C)[b, ¢] +...=o,

(A, A) (¢, a) + (A, B)[c, 8] + (A, O)[c, ] +...=o,

etc.

I

Les équations (12) suffisent pour déterminer les valeurs des quantités
(A,B),(A, ), etc.. ., quand on connait celles des quantités cons-
tantes [a, 0], [a, c}y..»[&, c]. Des équations semblables détermineront
les valeurs de (B, A), (B, C),... etc... Donc les quantités (A, B),
(A, C),...(B, C), etc... sont elles-mémes constantes, et ne dépendent
pas de la variable ¢.

1l est bon d’observer que, si, dansles équations (6) différentides
dxr dy du

par rapport 4 £, on substitue les valeurs de T A d; tirées
des équations (1), les formules ainsi obtenues, savoir,

__dAdQ , dAdQ dAdQ _ dBdQ dB dQ
WBo=gatzat T mat"wE
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auront pour seconds membres des fonctions identiquement nulles de
x,7, 2, 4, ¢, w,....t. Car, s'il en était autrement, 1l existerait entre
les valeurs générales de x, 7, z,...u, v, w,....t, et par conséquent
aussi entre les valeurs initiales de x, y, z,....2, v, w,.... correspon~
dantes & =0, des équations qui ne renfermeraient aucune constante
arbitraire; ce qui est ahsurde, puisque ces valeurs initiales peuvent
étre choisies arbitrairement.

Supposons maintenant qu’il s'agisse d'intégrer non plus les équa-~
tions (1), mais les suivanles :

‘T,'=_E—2}’ ;17_——6—(};, E——. dz—sz.—’ e(c---,

dr _ dQ , dh dr _dQ ,dR d=__dQ , dR
( ) dz_Zl'E'*',TJ! dl—;/;-'—d_v’ Ez'—:i;:_l_ﬁﬁ;’etc""
RURYH dQ dR dv'__ dQ dR dw_  dQ dR

on pourra supposer encore les valears de =, 7y, z,...u, ¢, w,..
déterminées par les équations(6), pourvuquel’on y considere a, b, c,...
comme devenant fonctions de ¢. Alors, si, dans la premiére des équa-

tions (6), différentiée par rapport & ¢, on substitue les valeurs de
d\l.' df du L ’ . [ L .
Jr? d e g e livées des équations (14), si da;lleurs on a égard
a la premiére des formules (13), qui subsiste, quelles que soient les
valeurs de x, 7, z,....¢, v, w,..t, on trouvera

da __dAdR | dAdR dA dR
(15) ET—JE(E_FB;?IU—F"'—ET!}_""

Enfin, si, apres avoir exprimé R en fonction de «, &, c,...t, on y
substitue, aulieu de a, b, c,... les fonctions de x, y, 3,...u, v, w,...¢
représentées par A, B, C,..., on retrouvera identiquement la pre-
miere valeur de R ; et 'on aura, par suite,

dR__dRdA , dRdB, dR__dRdA , dRdB
() m=Fmt@mat " HF=dadgtaat e
dR dR dA

E-u— 1 :1-‘1-‘7!;-"‘.-"., etc.
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Cela posé, la formule (15) donnera

——..._(A B) 5 + (A, C) . .;v on trouvera de méme
(D =B, A% + 6,0

etc...

dc

dc °’

Telles sont les équatiods différentielles qui devront servir a déter-

miner a, b, c,... cn fonction de t. Les coefficients de.......
T dR  dR , . sy :
T 52 el dans ces équations, seront, d’aprés les remarques

précédemment faites, des fonclions des seules quantités @, &,¢,...;
et la variable ¢ n’y entrera pas d’'une maniére explicite.

Application & la Mécanique céleste.

2. Soient filla masse du Soleil, m, n/, m”. .. les masses des pla-
nétes: prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, et

soient

: . ¢ ! ’
Xy ¥y 3, X, 2y e

les coordonnées des planétes dans leurs mouvements relatifs autour
de cet astre. En choisissant convenablement I'unité de masse, dé-
signant par @, v, w les vitesses de m mesurées parallélement aux
axes des x, 7y, z, et falsant pour abréger

M=m -+ m,
= (@t Ayt a)E, P = (2 4 A, ete,
¢ =[@ — &)+ (r— )+ (z— ),
m'(zx’ gy’ + 22) +.. m’
Tz

o
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on trouvera pour les équations différentielles du mouvement de 2,

drx __ ” d_]’ = ¢ dz

a = “ dt ’ a =%
du Mr_dR dv___ My dR dw_ Mz dR
&= T TF @ rody’ AT T P dz

Pour déduire ces derniéres formules des equatlons (14) du numeéro
précedent, il suffira de prendre
Q= U = v M
7 2 T r
et d'admettre que R est fonction seulement de x W I3 X, Y2

Ainsi la théorie générale exposée ci-dessus sapplique sans difficulté
aux équations différentielles du mouvement des planétes
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