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SOLUTION 
D'une question qui se présente dans le calculdes probabilités; 

PAR H. É. MONDÉ SIR, 
Élève ingénieur des Ponts-et-Chaussées. 

Si une urne contient b boules blanches et η boules noires, et 
qu'on en tire ρ au hasard, la probabilité de tirer parmi les boules res-
tantes soit q blanches, soit q noires, n'est point altérée et reste la 
même qu'avant la soustraction des ρ boules. 

Il y aura trois cas à examiner, suivant que ρ sera à la fois plus 
petit que b et que η, ou compris entre les deux, ou plus grand en 
même temps que b et que n. 

J ·* cas : ρ < b, ρ < η. 
Il y aura dans ce cas (/H-1) hypothèses à faire sur la composition des 
ρ boules, savoir : 

i" hyp ρ blanches, 
2e hyp. (ρ — i)bl., ι noire, 
«'·»·*·· » 

0» + I)"'hyp ρ noires. 
Dans chacune de ces hypothèses, la probabilité pour amener q 

blanches, par exemple, parmi les (b-j-n—p) boules restantes serait, 

V r ' 

planches, par exemple, parmi les (o-f-w—p) boules restantes s. ITi — n \ (h — il — r \ ... \ b — u — (a — 
. . . . . 

Dans la (p + i)""hyp. . . ^ I*·1 ̂  -7^—. 

Cherchons maintenant la probabilité de chaque hypothèse. Sort Ν 
le nombre d'arrangements possibles avec (b + ri) lettres, en les pre-
nant ρ ά p: ce nombre sera 
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ϋβ(Η»)(Η»-') \b + n — (ρ — ι)]; 
il exprimera toutes les manières possibles de faire le tirage des p 
boules, en supposant qu'on les tire de l'urne une à une. 

Nous aurons d'un autre côté toutes les manières possibles de faire 
le tirage de ρ blanches, en prenant le nombre d'arrangements de b 
lettres ρ a p. Nommons ce nombre A, : il sera 

A. = Ô(ô-I)(Ô-2) 0-(p-0]· 
Nous aurons A,, ou le nombre de manières possibles de tirer 

(ρ— ι) blanches et ι noire, en observant que l'on peut former ce 
nombre en prenant chacun des arrangements de b boules (ρ— i) à 
(ρ — ι), y ajoutant chacune des η boules noires, et permutant cétte 
boule aux ρ places qu'elle peut occuper dans chacun des arrange-
ments : nous aurons donc 

\,z=b{b— ι) [δ —(p—a)]p.n. 

Pour obtenir A„ prenons chaque arrangement de ô lettres (p — 2) à 
(p —a) ; ajoutons-y chaque combinaison de η lettres a à a : la permu-
tation de la première lettre aux (p — 1) places de l'arrangement de 
(p — a) lettres donnera lieu à (p— 1) arrangements nouveaux de 
{ρ·— 1) lettres, et la permutation de la a™" lettre transformera cha-
que arrangement de (p—1) lettres en p arrangements de p lettres. On a 
évidemment de cette manière tous les arrangements possibles de 
(b — a) boules blanches et de a boules noires : écrivons donc 

{b — a) boules blanches et de a bornes noires : ecnvoi 

nous aurons de même 
JLC lUPUiq 2./2L -\ ru / - /Y1_ \ ,)(n 2) 

V. = H*-.)/>(/>- 0 ■<—'·· ·,!■-.fr-"J. 

A,_, = bp »<—>··· I■-»-»>], 

A, = n(n — 1 ) (n — a) ... [n — (p — 1)]. 
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•A. exprimant le nombre de manières possibles de tirer ρ hlanches, et 
Ν le nombre de manières possibles de tirer ρ boules quelconques, A, 
étant, en d'autres termes, le nombre de coups favorables à la pre-

mière hypothèse, et Ν le nombre de coups possibles, doit exprimer 

la probabilité de la première hypothèse : de même tes probabilités 
des hypothèses suivantes seront exprimées par les fractions 

( h rv. 
W ' ¥> ' * · ~ΪΓ > W ' 

Si nous multiplions la probabilité de chaque hypothèse par la 
probabilité correspondante (i), et si nous faisons la somme, nous 
aurons pour la probabilité de tirer q blanches parmi les {b -+- η—ρ) 
boules restantes, la série suivante 

JJa (fr-fOCH'-O- lfrj'-te-»)] . * (b—p+i)(b+p+i—i)...[b-p+i-(g-i)] 
° (b+n-p)...[b+n-p-(q-1)]"1" \b -4- η — ρ) ... \b -ρ η—ρ — (g — ι) ] 

. a (b— p + i) (b — p-f- 2 — r) ... [à — /» + a — {q— ι)] , 
(Γ+^Γ-ρ) ·.· [A- Ο] "1~ ·*· 
, a b(b — i) ... \b — (g — ι)] 1 

r{b + n—p) ... [b + n—p—(g — i)]J' 

Remplaçons dans cette série Α., A,,... A,, par leurs valeurs, ainsi 

que N etremarquons que le facteur suivant 

est commun à tous les termes ; la probabilité cherchée sera 

bip—i) ... [b — (g—»)] l (b — q)... [b —ρ — {q — I) ] 
(b + n) (δ + η — ι).. .[é+-n— {q— ij]t (b+n — q).. .[6+«—/>—(g—03 

» (b — g) ··· V>— p + i — (g— ui 
(ê -H » — s?) ■ ■ ■ [δ + » —ρ — (q — ι)y 

(6—g) ... [&— ̂  4- a— (g—Q] , >■(» — !) . 
(b η—q) ... [b ■+■ n—p — (.q—03 1,2 

. — ?) (6 —g—Q . _ . re(w— 1) ... ["—(p—3)] 
(b -f-n—g)...[à-f-n— />—(g—0] i>2. 

. b — g w(n — 1)·.. [η— (ρ — a)] 
(é + n —g) p —(g—1)]" ι 

, »(«-*· i) ... [« — (/>— 1)] 1 
-f « — g) .·■ [é + n—p — (g — 1)] J * 
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Examinons la signification et la valeur de la quantité contenue entre 
les crochets : tous les termes de la série ont un dénominateur com-
mun (b-\-n—q).. .[&+«—p~~(q—0 = (b+n—q)(b-\-n—q—i)... 
[6-f-n—■ q —■(/>""" 0 ]: c© dénominateur est le nombre d'arrange-
ments possibles avec (b η — q) lettres prises ρ à ρ ; il ne diffère du 
dénominateur Ν que par le changement de {b -f- n) ©n (b ■+· η — q); 
il doit donc exprimer le nombre de coups possibles, quand on tire ρ 
boules d'une urne qui en contient (b ·+■ η — q). 

Considérons chaque expression de la série, à part ce dénominateur 
commun, par exemple l'expression 

(b — q) ... [b— p+2 — (q— i)]p(p— »)"
(
"~ '*> 

on peut l'écrire ainsi 

I 

Comparée à l'expression A,, on voit que cette formule n'en diffère 
que par le changement de b en (b — q); elle doit exprimer toutes les 
manières possibles de tirer (ρ — 2) boules blanches et 2 noires d'une 
urne qui contient (b — q) boules blanches et η noires. On verrait de 
même que les autres expressions contenues entre les crochets ne 
diffèrent des autres expressions A„ A,, etc., que par le même change-
ment de b en (b-—q). La somme de ces expressions, sauf leur déno-
minateur commun, indique donc toutes les manières possibles de 
tirer ρ boules d'une urne qui contient (b — q) blanches et η noires, 
comme la somme des expressions A„, etc., indique toutes les manières 
possibles de tirer ρ boules d'une urne qui contient b blanches et η 
noires. Cette somme d'expressions est donc égale à son dénominateur 
commun, et la série entière comprise entre les crochets égale à l'u-
nité , ce qui réduit la probabilité cherchée à 

b(b — 1) ... Q — {g — i)] 
φ + n) {b -f τι — ι)...[ό> + τι — (g — i)]' 

c'est-à-dire à ce qu'elle était avant le tirage de ρ boules. 

a™ cas. ρ >· b et < n. 
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Daps ce cas, au lieu des (p+ t) hypothèses du cas précédent, nous 

n'en aurons que (b ·+■ i): les probabilités de ces hypothèses formées 
comme précédemment seront 

; A.=[»(*-■ ■ ■.(H-xH-»)· · ■/'"Τ.'ά'.3'.
ί

.".7^Γ'Γ"
]
)έ' 

j • 20{0 -f- l). • • .p — / 

N.-,_ , -, f — i) i * f « /? \ i* ii \ i il (FI ■“ i) • • • r n — (p — h i^î i 

'A f i)...[n — 0> — a)]( I. 

Ν t Ρ ι JN' 

£ A = {n(n—i)(n ——(Ρ—0]} 

dans ces diverses hypothèses, les probabilités de tirer q blanches sont 

irt hyp... ο, 
a® hyp... ο, 

(9+0 y?'·· α p),..[b -fη — ρ— (y — ι)]' 

T VT . vT « -/T —[64-11—/;). ♦. [b+7i*—p—(q— l) 

En multipliant respectivement ces hypothèses l'une par l'autre, et 
faisant la somme, nous aurons pour la probabilité; cherchée 

' Í. ?(? — Q...3.2.1 

gig— i)... 3.2, i * (6-f a—p). ..[b+TV—p—(ç— i)] 

Or remarquons qu'on peut mettre en facteur commun 
b(b — ») ... [6 —(y — 1)]

 cjjaf-ue terme contenant eu numérateur le 
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produit de la suite des nombres depuis b jusqu'à τ, ou jusqn'à 2, etc., 
et au moins jusqu'à \b — (q — l)}, et en dénominateur la suite 
(i-fn) .. .\b-\-n — {p— 1)] (δ-f-n—p)... [6+ «—/»—(? — ')] : 

écrivons donc pour- la probabilité demandée 

b(b—i)...lb — (6—g)...3.a.i . n(n-i)...[n-<p-b+q «)] 
(b+n-p)...[i-+-n-p-{q-1)]l··■ [b+n-p-(q-1)] ""i .a.3.. -{p-b+q) 

Le nombre dTivnnfhft«*! nnsAÎhleR *r 

(b+n—q)...[b+n—p—{q—i)l(Ô q ° 

+ 7Â~~i \ rr~i : —η(ητ=-1)(n—2)... [η—(p—1)] }■ 

La série comprise entre les crochets se compose de (b — q -P 1) 
termes correspondants aux (b — cjr-p r ) hypothèses possibles sur la 
composition de p boules tirées d'une urne qui contiendrait (b — q) 
blanches et η noires, et en employant ainsi le raisonnement appliqué 
déjà dans le cas précédent, on voit aisément que cette série doit se 
réduire à t, puisque d'un côté le dénominateur commun 
(b ·+■ n — q). .. [£> -f- ra — q — (p— 1)] exprime toutes les manières 
possibles de tirer p boules d'une urne qui en contient (i+n— 9) » 
que de l'autre la somme des numérateurs exprime exactement la 
même chose. La probabilité cherchée est donc, comme dans le 1" cas, 
la même qu'avant le tirage de p boules. 

5m° cas. p > b et > n. 

Le nombre d'hypothèses possibles sur la composition des p boules 
sera alors égal à un certain nombre (À:-p 1) = (£*+-«—p-p 1) : nous 
obtiendrons toujours la probabilité des diverses hypothèses comme 
précédemment, et nous aurons pour les valeurs de ces probabilités 

líeme cnose. L.a probabilité cbercftee a même qu’avant le tiraee de p bou' 

i A. - i»»-».. .i.... <»+o 
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jr*-° ■ '"7"
3
iâ· 

» • 

i )... k (b —• k -f- 2).. ; p 

i A, = {W-0· ■ -(H ■><*-*+■)■. -, -

dans ces diverses hypothèses, les probabilités de tirer q blanches sont 

!** hyp ο, 
2e hyp.... ο, 

fa-H)""'hyp. 

(,k -f- iy^'hyp. 

Nous aurons donc pour la probabilité cherchée 

»fA
 g(g—Q..

;
3.a.i (g + Qg.. .3.2 

NI ♦(£+"—/?).. .[b+n-^p—{q— !)] i+\b-i~rt~p)... [é+n—p—(g— i)] 
, , A

 *(*—Q... [* — (g—Q] ι 
* (£+«—ρ)..·0 + '1 — P — {1— 031 

— b(b~ 0···?(?-0···3·2·Ι „"("-')■·■ ["-(/>-6+7-01 
(*+»). .(ό+η—ρ). ..[b+n—ρ— (g-0] q P i.2.3. ..(/>— b + q) 

, 6(6—p... (g 4- Qg.,.3.2 n(w—Q... [n-(p-b+?)J 
(6+n).. .(ά-f n~p)... [ύ+η—/>—(g— 01

 ?
 *i. a. 3... (p — 6 -f g+ p 

■+■·····. 
6(6—p.. .(A + QA·..^— (g — Q3 /»{n- Q., .Çn-(p-6·^.,) J 

"r(à4-n)...(ô-f-n—p)...[i+«-/>-(?-0] " '"'A7 1.2.3.. . (p — b ■+· l·)'. 

Le facteur ^ '^'[V+rT^g—p]
 est évidemment commun à tous 

les termes de la série, car [A—■(q—i)] = 6-+n— ρ — (q—i) 
= \b — (q — ι)] — (ρ — η), est plus petit que b — (q—i); on 

Tome Π. — JANVIER I83J. 2 
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peut donc mettre ce facteur en evidence, et écrire la série ainsi qu'il 
suit 

que ta propapimeO] 

, (A-g).. .3.2 η(
η
-ι)...[η-(/»-ά+-ι)1 

(A-f-n—g).. .[b+n—p—(f— 0] i.a.3.. .(/> — A + g 4-1) 

_u (A — g)... 3 »(«-.).. .[u-Çp-A+g+U] 
(A+«—g).. .(Α+η—ρ—(g—i)] ..{ρ—A + g-f-a) 
·« ·«»· ··«···«··· 

(A — g).. .[A + w—ρ — (g—Ό],,. i. n(w-Q...[n-(p-A4-A-i)] ) 
"+" (A+n-g)...[A+n—p— (g—i)]

V
 " i.2.3...(ρ — A+ A) /' 

La série comprise entre les crochets se compose évidemment de 
[A-f-rt—ρ—(?·— 0] termes ou de (if— j-f-i) termes, chacun des 
termes exprime la probabilité d'une des (A + n — q — p+ 1) hy-
pothèses que l'on peut faire sur la composition de ρ boules, que l'on 
tire d'une urne qui en contient (b -\-n — q), dans lé cas où ρ est à Ja 
fois plus grand que (b —q) et que n; or, comme la somme des pro-
babilités de toutes les hypothèses possibles, doit être égale à 1, il 
s'ensuit que la probabilité cherchée est réduite au premier facteur 

AjA-— 1).. .[A—{q_^—lLL_ comme dans les deux cas précédents. 

Le théorème que nous venons de démontrer est encore vrai pour une 
urne qui renfermerait des boules de plusieurs couleurs : on le démontre-
rait en séparant les boules en deux groupes, dont l'un renfermerait les 
boules d'une même couleur, et l'on prouverait que la probabilité de ti-
rer une boule de cette couleur n'est point changée: on ferait de même 
pour les autres couleurs. Ce théorème peut donc être énoncé ainsi dans 
toute sa généralité : Si une urne renferme des boules de plusieurs 
couleurs, et qu'on en tire au hasard un certain nombre, la probabi-
lité d'amener, parmi les boules restantes, q boules d'une couleur 
quelconque, n'est point changée par cette soustraction et reste la 
même qu'auparavant. Il est tout-à-fait semblable à celui dont 
M. Poisson s'est servi dans son mémoire sur Vavantage du banquier 
au jeu de trente et quarante (Annales de Chimie et de Physique, 
t. XIII, p. 177-178), et on le regardera peut-être comme évident à 
priori, mais il était bon d'en vérifier analytiquement l'exactitude. 


