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NOTE

SUR LES EQUATIONS INDETERMINEES DU SECOND DEGRE.

Formules d' Euler pour la résolution de [l'équation....
Cax*+ A=py>.— Leur identité avec celles des algébristes
indiens et arabes. — Démonstration géométrique de ces

formules,
Par M. CHASLES.

L’un des faits les plus étounants que nous présente D'kistoire des
sciences, et I'un des plus importants, comme monument de I'ancienne
civilisation de I'Orient, est sans contredit la résolution des €quations
indéterminées du deuxieme degré, que contient le traité d’algébre de
Brahmegupta (*).

Diophante, dont les six livres de Questions arithmétiques qui nous
sont parvenus, roulent sur 'analyse indéterminée, a résolu beaucoup
d’équations du second degré, a deux ou plusieurs inconnues. Dans
toutes, cegrand analyste de I'école d’Alexandrie a montré beaucoup
d’adresse et de génie ; mais ses solutions sont diverses, appropriées a des
questions particuliéres, et ne mettent pas sur la voie des méthodes
générales dont cette partie de 'analyse était susceptible. Aussi a-t-il
fallu en quelque sorte a créer de nouveau dans les temps modernes.
Fermat en est regardé comme le premier inventeur; et les questions
qu’il a proposées ou résolues, mais dont malheyreusement les solu-

(*) Algebra, with arithmetic and mensuration, from the sanscrit, of Brahme:
gupta and Bhascara, translated by Colebrooke, in-4°, 1811.

Tome I, Fevrien 1837, ' 6
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tions ne nous sont pas parvenues, ont depuis occupé les plus célebres
géometres.

La question qui parait étre plus particuliérement l'origine de la
théorie des équations indéterminées du second degré, est celle de
trouver les valeurs de x, rationnelles, en nombres entiers, qui ren-
dent le binome Cx* = 1 un carré, ou en d'autres termes, c'est de
résondre l'équation Cx*—4-1=7", en valeurs rationnelles et entiéres
de x etde 7.

Cette question avait été proposée, en quelque sorte comme défi,
aux géomatres anglais. Lord Brouncker et Wallis la résolurent, en

. r 2 am
donnant & x et a ¥ des cxpressions générales de la forme ——, et
m* + c s - . . .
e Frénicle trouva aussi cette solution. Et Ozanam, ainsi que

Prestel , la donnerent comme ayant été celle de Fermat.

Mais ces géomeétres n'apercurent pas toute importance de I'équa-
tion Cax*—1=7*, qui était indispensable pour la résolution en
nombres entiers, de I'équation plus générale Cx*==A=y", laquelle
se raméne la résolution de toutes les autres équations indéterminées
du second degré. Cest i Euler qu'est due cette double remarque, qui
a été Torigine des progrés de Ianalyse indéterminée. Cependant « il
est naturel de croire que Fermat, qui s’était principalement occupé
de la théorie des nombres entiers, sur lesquels il nous a d’ailleurs
laissé de trés beaux théorémes, avait été conduit au probléme dont il
sagit (la résolution de I'équation Cx* 4= 1==y") par les recherches
qu'il avait faites sur la résolution générale des équations de la forme
Cx*+4-A=y*, auxquelles se réduisent toutes les équations du second
degré a deux inconnues (*). » Mais la perte des manuscrits de Fer~
mat a retardé de prés d'un siécle la résolution des équations indé-
terminées du second degré, qui est duea Euler, et que Lagrange a
complétée aussitot, en ce qui regarde la condition de nombres entiers.

La solution d’Euler pour I'équation

Cxe* + A=

(*) Nous citons ici textuellement les paroles de Lagrange ( parag. VIII, des
Additions aux Eléments & Algtbre d’Euler).
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suppose, d’'une part, que l'on conaaisse un premier systeme de ra-
cines x', y’, de cette équation, et ensuite qu'on sache résoudre I'é-
quation ' '

Cx* o 1 = .

Soient a et b les racines de cette équation: les expressions des racines
de la proposée seront

x
J

ay! + bx',
Cax’ -+ by

Telle est la solution qu'Euler a obtenue par des considérations ana-
lytiques.

Eh bien! cette solution, dont aucune trace ne s'est trouvée dans
Diophante, qui a échappé aux recherches d’habiles géomeétres mo-
dernes pendant prés d’un siécle, et qui enfin a fait honneur au grand
Euler, cette sqlution, dis-je, se trouve dans les ouvrages indiens,
depuis plus de douze siécles, et a probablement une origine encore
plus reculée. On congoit d’aprés cela, qu'un célebre analyste ait pu
dire derni¢rement, que si les ouvrages mathématiques hindous que
de savants orientalistes de I’Angleterre nous ont fait connaitre depuis
une vingtaine d’années, eussent é1é apportés en Occident 6o ou 8o
ans plus tt, « leur apparition, méme apres la mort de Newton et
» du vivant d’Euler, aurait pu hiter parmi nous les progres de l'ana-
» lyse algébrique (*). »

Bien que la solution des géomeétres indiens soit la méme que celle
d’Euvler, on verra peut-étre avec intérét sous quelle forme ils la pré-
sentent. Elle fait I'objet, dans 'ouvrage de Brahmegupta, de deux
regles seulement, qui y sont énoncées de la maniére la plus concise
et la plus générale. En voici le sens, exprimé en langage algébrique :

Premiére régle. Pour la résolution de I'équation

Cx* o4 1 = .

@) Histoire des Sciences mathématiques en Italie, t. I p. 133.

6..
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On prend un systéme de racines de Uéquation

Cx* == A = )*,

ois A est indéterminé; soient Let g ces racines , de sorte que lon att
Cle=t= A ==g*, les racines de la proposée seront

]=(-£’—-E£, et x='—%-g.

Remplacant A par g*— CI*, et faisant /=1, on aura précisément
les expressions trouvées par Fermat, Brouncker, etc.
Seconde régle. Pour la résolution de I'équation

Cx* == A = %,

quand on connalt un premier systéme de racines L, G de cette
équation :
On prend un systéme de racines de Uéquation

Cx* =+ 1 == 7*;
soient 1 et g ces racines ;
Les expressions générales des racines de la proposée seront

.1.'=Lg+lG, _
y = CLI + Gg (*).

(*) Pour donner un cxemple du style et de la forme des ouvrages mathéma-
tiques des Indiens, qui sont encore peu conaus, nous rapportons ici le texte
méme de Brahmegupta, suivant la traduction de M. Colebrocke. On y verra
combien il serait difficile de les comprendre, si des applications numériques ne
venaient au secours du lecteur. :

La résolution des équations indéterminées du second degré, est Pobjet des
sections VI et VII de l'algébre de Brahmegupta, appelée Cuttaca.

Dans la section VI, intitulée : Equation involving a factum , on résout 1'é-
quation Ax + By 4 C= Dzy.
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Aprés ces deux régles, qui sont identiques 2 la solution d'Euler,
Brahmegupta donne plusieurs regles particuliéres pour les cas ou A
et C sont des carrés, ou bien sont le produit de carrés par d’autres
nombres. Et il résout ensuite plusieurs équations doubles.

La régle est ainsi énoncée, dés le début et sans aucune explication prélimi-
naire : .

« 61. Rule: The (product of) multiplication of the factum and absolute
» numnber,added to theproduct of the (coefficients ofthe) unknown, is divided by
» an arbitrarily assumed quantity. Of de arbitrary divisor and the quotient,
» whichever is greatestis to be added to the least (coefficient), and the least to
» the greatest. The two (sums) divided by the (coeflicient of the) factum are
» reversed. » '

Ce qui signifie que les racines de I'équation proposée sont de la forme

A-4n
J ="
B +C.D+A.B
v = n
— D .

La section VII, ol I'on résout I'équation Cx® = A = y*, est intitulée : Square
“affected by coefficient, et commence ainsi :

« 65-66. Rule: A root (is set down) two-fold , and (another, deduced) from
» the assumed square multiplied by the multiplier , and increased or diminished
» by a quantity assumed. The product of the first (pair), taken into the mul-
» tiplier, with the product of the last (pair) added, is a‘ last” root. The sum
» of the products of oblique multiplication is a“ first” root. The additive is the
» product of the like additive or subtractive quantities. The roots (so found),
» divided by the (original) additive or subtractive quantity, are (roots answe-
» ring) for additive unity. »
Puis vient un exemple numérique, et ensuite la seconde régle, que voici :
« 68. Rule : Putting severally the roots for additive unity under roots for
the given additive or subtractive, “last” and ‘‘first” roots (thence deduced
» by composition) serve for the given additive or subtractive. »

Nous avons donné ci-dessus le sens de ces deux régles, dont la premitre s’ap-
plique & Péquation Cz*+4 1=2p*, et la seconde 4 I'équation Cz* = A =y,

Les mots entre parenthéses, dans le texte anglais, ont €té ajoutés par M. Co-

=
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En parlant des géométres qui, aprés Diophante, et depuis Fermat
jusquw’a Lagrange, ont concouru au perfectionnement de P'analyse
indéterminée, nous nous sammes renfermé dans les citations histo-
riques que P'on a coutume de faire au sujet de cette partic de l'alge-
bre. Mais il parait qu'on a toujours commis sur ce point une omis-
sion, qu'il est d'autant plus & propos de réparer iei, en perlant de
Ianalyse indienne, que cette omission porte précisément sur une
solution qui nous parait dériver des ouvrages hindous; solution qui
aurait suppléé ces ouvrages, et aurait mis aussitét sur la voie des
découvertes réservées a Euler les géométres qui en auraient en con-
naissance. Nous voulons parler de quelques questions d’analyse indé-
terminée , résolues par Fibonacci (appelé communément Léonard de
Pise) dans son traité d'algébre, ounvrage original, resté manuscrit au
grand regret des géometres. Ces questions ont été reproduites par
Lucas de Burgo, dans sa Summa de Arithmetica, Geometria, etc. ,
et par Cardan dans son trailé d’Arithmétique (*).

Celle qui se rapporte i I'équation Cx*== A == »*, et qui en contient
virtuellement la solution donnée par Euler, est celle-ci : étant donnés
deux nombres carrés , diviser leur somme en deux autres nombres
carrés , ou en d’autres termes

Résoudre en nombres rationnels , Uéquation

x4 = A,

lebrooke. On voit quelle difficulté présentait, par sa concision extréme, le texte
original, :

Bhascara est moins concis que Brahmegupta, il dit en plusieurs paragraphes
ce que celui-ci avait exprimé en un seul ; mais il n’est guére plus intelligible.
Nous parlerons dans un autre éerit des différences notables, sous le rapport
scientifique, que nous avons remarqnées dans la partie géométrique des deux
ouvrages, et qui nous portent 3 regarder Brahmegupta comme ayant été supé~
rieur 4 Bbascara, qui n’est, par rapport & lui, qu'un sacoliaste qui ne V'a pas
toujours compris.

(1) Viéte estle premier qui ait démontré les formules de Fibonaeci , pour I'é-
quation z* 4 y*=A, au commencement du livre IV, de ses Zétdtiques. Peu
de temps aprés, Alexandre Anderson s’est occupé de la méme question ; mais
seulement pour donner une démonstration géométrique des formules de Diopbante.
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quand on connait un premier systéme de racines, x', y' de cette
équation. '

On prendra deux nombres quelconques @, &, dont la somme des
carrés, soit un carré c*; ce qui peut se faire d'une infinité de ma-
nieres. [ Le premier nombre a étant pris arbitrairement, le second

a°
sera de la forme i (‘E —_— n):l
On a donc¢ _
x'n +]’l= A,
et
a* 4= b = c*

D’apres cela, les expressions générales des racines de I'équation
proposée seront
— ay =+ bx'

x ’
¢

ax’ — by

f:——-—-—c———.

Telle est la solution rapportée sans démonstration et appliquée a
plusieurs exemples numériques par Lucas de Burgo et Cardan *)-
Ces formules auraient di attirer Vattention des analystes, ne fat-ce

(*) Lucas de Burgo et Cardan annoncent que cette solution est de Léonard
de Pise; et le premier ajoute qu'elle se trouve dans son 7raité des nombres
carrés, et quelle y est démontrée par la considération des JSigures g€ométriques.
Ce traité, malheurensement, n’existe plus (Montucla, Histoire des Mathéma-
tiques; t. 11, Additions, p. 715). M. Cossali V’a rétabli avec sacces, d'aprés les
fragments qui s’en trouvent dans Lucas de Burgo (Colebrooke, Brahmegupta and
Bhascara , dlgebra’, Dissertation; p. LVII). Mais il n’a pas rétabli la démons-
tration géométrique. (Voir Origine, trasporto in Ialia, primi progressi in essa
dell’ Algebra, t.1', ch. V, p. of).

M. Colebrooke , en parlant des questions d’analyse indéterminée, traitdes par
Lucas de Burgo, cite un passage de la Summa de Arithmetica, ot il est ques—
tion de Fibonacci; mais ce n’est pas celui oul est résolue I’équation z°- I=A,
et ou il est dit que Fibonacci employait des considérations de géométrie. M. Co-
lebrooke parait n’avoir pas remarqué ce passage, ni, surtout Panalogie que pre-
sentent les formules de Fibonacci avec celles de Brahmegupta.
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que par la différence qu'elles présentent avec la solution de Dio-
phante. Celle~ci en effet, exposée algébriquement et sous la forme la
plus générale, conduit aux formules suivantes :

(n* — 1) Z 4 2ny’
n® 1 ’
__anx'—(n* —1)y

— »

n <= 1

X =

qui ne contiennent qu'une indéterminée 7, et qui, ne faisant point
usage de I'équation auxiliaire a* +-4*==c*, ne sont pas propres a la
solation de la question en nombres entiers. On voit donc quel avan-
tage présentaient les formules des géomeétres italiens.

On reconnait, 4 la premiére vue de ces formules, toute leur ana-

logie avec celles d'Euler et de Brahmegupta, dont elles ne sont qu'un

cas particulier. Mais ce qu'il y a de remarquable c'est que, de ce cas
particulier, on peut s'élever naturellement et sans aucune difficulté
au cas général, ainsi que nous le verrons, de sorte que cette équa-
tion, si elle avait fixé les regards des géomeétres, les aurait conduits
depuis long-temps a la solution générale, propre a la condition de
nombres entiers, telle que nous la trouvons chez les Indiens, et telle
que Euler I'a découverte dans le siécle dernier.

Nous avons dit que cette solution de Lucas de Burgo et de Cardan,
nous paraissait dériver de celle des Indiens. En effet, Fibonacci, qui
l'a fait connaitre en Europe, avait rapporté ses connaissances mathé-
matiques de chez les Arabes; c'est donc a eux que parait due cette
solution; or, les Arabes, placés entre IInde et I'Egypte, avaient
emprunté leur science des Grecs d’Alexandrie et des Hindous. Les
Grecs, comme nous le voyons par les solutions de Diophante, n'ont
poiat connu celle dont il est question. Elle est donc venue des Hin-
dous (*), qui la possédaient depuis plusieurs siecles. Les ouvrages des

(*). La maniére dont Lucas de Burgo et Cardan disposent sur le papier, les
quantités connues, pour effectuer le calcul des racines cherchées, a la plus
yrande ressemblance avec la maniére des 1ndiens, et dénote Vorigine de leur
méthode.

Les Indiens placent Jes deux racines données x', y', I'une & cOté de lautre
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Arabes, qui nous sont connus en {rop petit nombre, et auxquels on
a fait peu d’attention, parce qu'on a cru n’y trouver qu'an faible
écho de I'Ecole grecque, doivent inspirer plus d'intérét, aujourd’hui
que Fon y reconnait des traces prononcées d’un autre foyer de lu-
miéres. _

Les ouvrages indiens ne contiennent aucune démonstration. A la
faveur de cette circonstance, quelques écrivains, eucore tout pleins
-de Yétonnement que leur avait causé la vue des théories savantes et
des questions difficiles qu'ils renferment, et peut-étre un peu préoc-
cupés de Fintérét des Grecs qui n'avaient point eu de rivaux jusqu'ici,
ont cru pouvoir attribuer les découvertes analytiques des Hindous a
quelques rencontres dues au hasard, et provoquées seulement par des
essais isolés et faits sans méthode ni intelligence. Mais une telle opi-
nion ne pouvait se soutenir, et nous devons reconnaitre dans les
ouvrages iudiens les vestiges d’une science depuis long-temps cul-
tivée, et parvenue, dans de certaines limites, & une grande perfec-
tion. :
Nous n’avions nullement lintention de chercher a rétablir quel-
ques démonstrations qui pourraient répondre aux théories algébriques
des Hindous, quand une' remarque & laquelle nous a conduit I'exa-
men de la partie géométrique que contiennent leurs ouvrages, nous
a mis sur la voie d’'une solution gdomeétrigue des équations indéter-
minées du second degré, qui donne précisément les formules de
Brahmegupta. Cela nous a fait supposer que c'était aussi par des

sur une ligne borizontale; et au-dessous d’elles sur une seconde ligne horizon-
tale, ils placent les deux racines @, b, de V’équation auxiliaire, de sorte que 2’
et a sont sur une ligne verticale, et 3’ et & sur une seconde ligne verticale. Puis
ils multiplient I'une par I'antre, les deux =’ et @ qui sont sur la premic¢re ligne
verticale, et ensuite les deux autres, Ils font la différence des deux produits, et
la divisent par c¢; c’est I'une des racines. Pour former V'autre, ils multiplient les
quatre nombres en croiz, et font la somme des deux produits, qui, divisée par
c, donne la seconde racine.

Les géométres italiens opérent de méme, si ce n'est qu'ils placent I'une 4 cité
de Yautre, les deux racines z’ et @,’et au-dessous d’elles les deux y* et 4. Iis
emploient, comme les Indiens, 'expression de multiplication en croizx.

 Tome U. — Fivaer 1837, 7
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considérations géométriques que cet auteur était parvenu a cette
solution ; et en effet, on sait que les Indiens, et 2 leur imitation les
Arabes, employaient toujours concurremment la géométrie et I'ana-
lyse (*), celle-ci pour résoudre leurs questions géométriques; et la
premiére pour démontrer leurs régles d’analyse, et interpréter et
peindre aux yeux les iésultats de l'algebre. Cela nous expliquerait
aussi la présence, dans les ouvrages de Brahmegupta, de cette partie
géométrique, a laquelle on a fait peu d'attention, et sur laquelle,
généralement on s'est mépris, je crois, en la regardant comme formant
les éléments de géométrie des Hindous ou du moins le résultat des
connaissances géométriques dont ils se servaient. Dans un autre écrit,
jentrerai dans quelques développements a ce sujet, en donnant l'in-
terprétation des propositions,de géométrie dc Brahmegupta dont on

‘wa point encore parlé, et qui avaient besoin d’étre devinées. Si je ne

me trompe, elles roulent presque toutes sur une seule théorie géomé-
trique , qui est celle du quadrilatére inscrit au cercle, et résolvent la
question de construire un quadrilatére inscriptible, dont l'aire, les
diagonales et plusieurs autres lignes, ainsi que le diamétre du cercle,
soient exprimés en nombres rationnels.

C'est dans cette question méme que nous avons trouvé une mé-
thode géométrique pour la résolution des équations indéterminées du
secoud degré, méthode que nous supposons avoir pu étre celle de
Brahmegupta. Nous Pexposerons daus l'écrit dont nous venons de
parler; mais ces considérations nous ount conduit i une méthode plus
directe et plus élémentaire. Cest celle que nous allons présenter.

Question. Connaissant un premier systéme de racines x', y', de

 Péquation x* =+ y*= A, on demande de trouver dautres racines

rationnelles de cette équation.

Solution géométrique. Que I'on forme un triangle rectangle COD,
qui ait pour cotés de I'angle droit 0C=x', OD=»", la question
sera de construire sur I'hypoténuse CD un autre triangle CFD, dont
les cotés CF, FD soient rationnels.

(*) Colebrooke, Algebra of Brahkmegupta and Bhascara ; 1ntroduction binto—
rique, p. 15; Libri, Histoire des Sciences mathématiques en Italie , . I*, p. 136
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C

TOA Ao F D

Prolongeons les cotés CO, DF, jusqu’a leur rencontre en A; on a
le triangle CAD, dans lequel les perpendiculaires DO, CF, sont en
raison inverse des cotés CA, DA. Si donc ces cotés sont rationnels,
la perpendiculaire CF, qui est I'une des racines de Péquation propo-
sée, le sera aussi; le segment DF, qui est lautre racine, sera auss!
rationnel, suivant son expression connue en fonction de trois cOtés
(FD =22+ 0= 22, OronaCA = A0+ €O; COest rationnel,
par hypothése; doncil faut que AO soit rationnel. Donc la question
se réduit a construire sur le ¢6té DO un triangle rectangle AOD, dont
les cOtés soient rationnels. On sait former un tel triangle d’une infi-
nité de maniéres, par la formule suivante. trés connue et fort usitée
en analyse et en géométrie

00+ (2 — o) = (2 + a0

(*) Cette formule est d’'un grand usage dans les ouvrages de Brahmegupta et
de Bhascara. Elle est une généralisation des deux régles imaginées par Pythagore
et Platon, pour construive sur un c61é donné un triangle rectangle en nombres
ralionnels ot entiers,

Si le cOté donné est un nombre impair, il faut supposer n=<1, et 'on a la
régle de Pythagore ; si le coté est pair, on suppose n =2, et 'on a la régle de
Platon.

Cest d’aprés Proclus (In primum Euclidis elemeniorum librum commeniario-
rum Libri 1V, proposition 47), que V’on astribue ces deux régles & Pythagore
et a Platon; mais Boece, antérieur de prés d’un sitcle A Proclus, donne la se-
conde dans le second livre de sa Géométrie , comme étant d’Archytas, célébre
pythagoricien, dont Platon avait suivi les legons en Italie.

700
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Cest-a-dire qu'on prendra le coté OA égal a 3 (—3—0 — n) » et 'hypo-

ténuse AD égale a -:-(9;1) -+ n) ; n étant un nombre arbitraire.

Ayant coustruit ce triangle AOD, on abaissera du point C la per-
pendiculaire CF sur son hypoténuse, cette perpendiculaire CF, et
le segment DF qu’elle détermine, seront les deux racines cherchées.

Ainsi la question est résolue par une construction géométrique.

A ¢ ¥ D

Pour passer de cette solution géométrique aux formules de I'ana-
lyse, il suffit de chercher les expressions de CF et DF, en fonction
des lignes qui servent & construire ces racines.

La comparaison des triangles semblables ACF, ADO, donne

AC

Al AC
CF = DO',AT)’ AF = AO. .

Or
DF == AD — AF, et AC = AO -+ 0C;

on conclut de la
DO . A0 4+ DO.OGC

AD ’

0D —0A.0C
AD .

CF =
DF =

Telles sont les expressions des racines de I'équation proposée: elles
sont rationnelles, puisque CO et DO le sont par hypothése, ct OD,
DA par construction.

Pour donner a ces formules la forme de celles de Léonard de
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Pise, faisons

CO=a, OD=y, CF=x, DF =y,
OA =a, AD = c;

il viendra

z‘

Y

[
j=“:":—.

A

X =

’

On a entre a, ¢ et »' la relation

. .
Ct — at = r'*;
ou

, a ! Y .,
Représentons - par s,‘% par s; les trois indéterminées «, €, 5,

seront lides par I'équation
at + 6 = 3%;

et les formules deviendront
i

x =—‘_..-_’.
r

ax' — Gy’
v .

Yy =

Elles sont les mémes que celles d’Euler, pour le cas particulier
x* 4yt = A.
Il est facile de passer de la a larésolution de I'équation Cx*4-y*=A.
En effet, dans I'équation x* 4 y*== A, et dans les deux équations
de condition ~
x® 4yt =
at 4- 6 = 9°,
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remplacous x par x VC, &' par x' V/ C, apara \/C; elles deviendront
Cx* 4+ r*=A,

Cxir 4y = A,
@ + & = 9.

Et les expressions des racines x et y, trouvées ci-dessus, devien-
dront

zVC = n.r’Vé-:Cz’t/E,

Cez’ — 6y
Y=
ou

s =T EE

Caz’ — Gy’
v L]

Y =
Ce sont les racines qui répondent a l'équation
Cx* 4 r*=A.

Maintenant, ces racines rendant identique cette équation, quelles
que soient les valeurs des deux nombres C et A, on peut les supposer
négatives; de sorte que I'équation peut prendre la forme

Cx*=*x A=,
et ses racines deviennent '

x=VtW,
Caz’ + Cy
y =

Nous donnons le signe - 4 la valeur de y, parce que cette variable
’entrant qu'au carré dans I'équation, son signe est indifférent.
Les équations de condition pour x’, ', et pour «, €, %, sont

Cx* = A = ",

COWIRRLRE LT N e m e ey T T S T PR PR T TYN T IR TR PTRR VT
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et
Ca* =1 = gf.

C'est-a-dire que x' et »' sont un systtme de racines de I’équation
proposée , et ;—', g, sont un systtme de racines de I'équation
Cax* 4= 1 = 7

Nous avons donc obtenu précisément la solution de Brahmegupta
et d'Euler, et nous I'avons déduite, ainsi que nous ’avions annoncé,
de pures considérations de géométrie, qui n'ont demandé aucune
connaissance de I'algébre.

Mais nous devons observer que Vintroduction du coefficient C, et
le changement de son signe, dans I'équation de condition primitive
a*=- 6*==9*, dont nous savions construire géométriquement les
racines rationnelles, exige que nous sachions résoudre I'équation
Cx* < 1= y*, qui remplace cette équation primitive. ‘

Pourrésoudre cette équation, il se présente deux procédés. D'abord
nous pouvons nous servir de la méme formule '

dmin® 4 (in* — n*) = (m* 4 n*)*,

qui nous a déja servi pour former les racines de I'équation a*=b*=c"*.
A cet effet, nous I'écrirons sous la forme

mm__ o M)
(ma_ nz)u — (m| + na)a ’

faisons n= \/C, il vient

4Cm> (m* 4 C)*

(=0 + 1 = (M= G2’

comparant cette identité a Péquation

Cx* 4 1 =y,
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on voit que les racines de celle-ci sont de la forme

___2m __m'+C
x = —m——._c.

Conséquemment, les valeurs de :7 et g, dans 'équation de condition
Ca* - 6" = 9*, seront
am ¢ __m+4C

o
T e— - ap—
¥ m —-C’ o m*— C

. . ¢ ,
La seconde mauiére d'obtenirces valeursde:—: et =, résulte des for-

mules mémes que nous avons trouvées pour les racines de I'équation
Cxt= A = .
En effet ces formules, si on y regarde ;—, gcommelesinconnues,

donneront des valeurs rationnelles de ces quantités, qui seront des
racines de l’équation Cxtep-1=7", €n fonction de deux systémes
de racines de Péquation Ca*==A =7y" ‘

Voici quelles sont ces valeurs

- xy —yx € __ yy —Czx

; = J/s_' Czr* y — JJ . Cx* ’

x, yetx',y', sont deux systtmes quelconques de racines de I'é-
quation Cx*= A = y*. On peut supposer 2’ = — x, et y =7.

Alors les valeurs de g et s deviennent

axy

REC I JNL X
.ra_cz:

a __ ¢
v ; - J"—-CI"
Ce sont les racines de Véquation Cx*~4-1=7*, en fonction d'zn
systeme de racines de I'équation Cx*==A = y*.

Dans celle-ci A est arbitraire; on pourra donc prendre pour x et

7 deux nombres quelconques, et alors A se trouvera déterminé.

TR I W R S AR e v e e
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Cela nous donne lien aux deux observations suivantes :
D'abord x ety pouvant étre quelconques, faisant x = 1, et rem-

' r s s . a €
placant y par m, on a précisément les expressions de 5 5 que nous

avions trouvées ci-dessus.
'En second lieu, si 'on considére x et ¥ comme racines de I'équa-
tion Cx* == A =y*, et qu'on remplace y*— Cx* par A les expres-

sions de > S et ; deviennent

7'+ Cx?

axy Cx*
A

A’

Q0
Q|

Ces expressions répondent parfaitement a la premiere des deux re-
gles qui comprennent, dans Brahmegupta, la résolution des équa-
tigns indéterminées du second degré.

On pourrait donc supposer, jusqu’a un certain point, que ce sont
des considérations géométriques, analogues i celles que nous avons
employées, qui ont conduit le géometre indien a la solution de ce
probléeme d’analyse; ajoutons, pour justifier une telle supposition,
que c'est dans la partie géométrique méme de I'ouvrage de Brahme-
gupta, que nous avons puisé l'idée de recourir a la géométrie , pour
résoudre les questions précédentes; ce que nous exposerons dans un
autre écrit.

Nous avons appliqué d'abord la solution géométrique & 'équation
particuliére x*+4-y*==A, pour montrer comment on pouvait s’élever
naturellement, et sans calcal, de ee cas particulier au cas général, ct
pour prouver qu'ainsi que nous 'avions avancé, la solution de Lucas
de Burgo et de Cardan comprenait virtuellement les formules d’Eu-
ler., Mais la solution géométrique peut sappliquer directement a
I'équation Cx*+4-y* = A.

Pour cela, x’ ety étant les deux racines données, on construira
le triangle rect:mgle COD en prenant CO=12'\/C, et DO=y’; de
maniére qu'on aura

C-(_)-‘-}- 6ﬁ= A

Tome I, — Frymier 1837,
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Soit un second triangle rectangle CFD, on aura

TF -+ ﬁl_“. = DC = A.
Donc, si 'on prend

:x‘=—£:-E et y = DF,

Ve
Cx* + * = A;

on auaura

de sorte que x et y seront deux racines cherchées, pourvu toutefois
_que x soit rationnelle, ce qui exige que CF soit de la forme vC.
Or on a dans le triangle CAD

CGE _ CA.
D0 = DA’

donc CF aura la forme @V/C, si CA est égal anVC, et DA un

nombre.
Or _
CA=C040A=2x vC 4 OA.

Il faut donc que OA soit de la forme  \/C: c'est-a-dire quiil faut
construire sur le coté DO un triangle rectangle dont le second coté

OA soit « \/C, et dont Ihypoténuse soit rationnelle. Ce qu'on fait
par la formule
4mnn:+ (,'}l__ ns)n —_— (ml_l_ ns)a,
ou
4m=nn.6‘6. —— _— (ml _+ ll)" —
(m:__ nl)n + OD - (m’— n-)t'OD°
ou Yon fait n*==C, ce qui donne
fem*.OD |, == __ (M +CF o5
=G + OD = =Gy oD.

Ainsi 'on prendra

0A = 2290 \&, ot DA=TEC.0D.

m —GC°*
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De sorte que OA et DA, ont les valeurs voulues.

D’aprés cela, CF aura une expression de la forme N VvC, et DF
sera rationnel, parce que son expression connue dans la géométrie
élémentaire, ne contient que les carrés des deux cotés CD, CA.

Ainsi —EFE et CD seront rationnelles, or ce sont les racines de I'é-

quation Cx* <+ y* = A : celte équation est donc résolue géométri-
quement. '

Cherchant les expressions des lignes CF et DF, comme nous I'avons
déja fait, on obtiendra les formules d’Euler.

Remarquons que ceite solution consiste uriquement a construire
le triangle AOD, dont le cbté OA soit de la forme «4/C, et dont
Ihypoténuse DA soit rationuelle, égale 4 €. Cela répond en analyse,
a résoudre 'équation

Ca*t + OD = €1,

ou
Cu? &
:—T‘!' + 1= et
oD oD
ou
Cx* 4 1 = .

Les considérations géométriques montrent donc bien comment
cette équation auxiliaire s'introduit dans la question, et y joue le
role important que Brahmegupta et Euler lui ont reconnu.




