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SOLUTION

D'un probléme de Probabilité ;

Par M. POISSON.

Ayant été charge, cette année, du cours de Calcul des Probabilités
qui se fait a la Faculté des Sciences, j'ai donné, dans ce cours, les
solutions de plusieurs problemes, parmi lesquelles je citerai la sui-
vante, 4 cause des résultats eurieux, et que je ne crois pas connus,
auxquels elle conduit,

Trois joueurs A, B, C, jouent, deux & deux, une suite dé coups;
chaque nouveau coup est joué par le joueur qui a gagné le coup pré-
cédent, avec celui qui n'y a pas joué : le sort désigne les deux joueurs
qui jouent au premier coup. La partie est finie, quand un des trois
joueurs a gagné consécutivement les deux autres, ou deux coups de
suite; et Cest ce joueur qui a gagné la partie. On demande de
déterminer, pour les trois joueurs, les probabilités de gagner la partie,
d’aprés les chances qu'ils ont de gagner 4 chaque coup, et selon que
le sort les a désigués pour jouer on pour ne pas jouer au premier
coup. _

Lorsque A et B jouent 'un contre Pautre, je représente par 9 la
chance de A pour gagner le coup et, conséquemment, par 1 — 9 celle
de B. Lorsque ce sont C et A qui jouent ensemble, je represente de
méme par € la chance de C et par 1 — € celle de A. Enfin, quand le
coup se joue entre B et C, je désigne par « la chance de B et par 1 —a
celle de C. :

Je suppose que le premier coup soit joud entre A et B, et gagné par
A. Il est facile de voir que, 7 étant un nombre entier quelconque, et
tant que la partie ne sera pas finie, tous les coups dont le rang est
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marqué par un nombre de la forme 3n—2a, seront joués entre A
et B, et gagnés par A ; tous ceux dont le raug est marqué par un
nombre de la forme 3n — 1, seront joués entre C el A, et gagnés
par C; et tous ceux dont le rang est marqué par un nombre de la
forme 37, seront joucs entre B et C, ct gagnés par B.

Jappelle xy,_, la probabilité que la partie ne sera pas encore ter-
minée, au coup dont le rang est 3n—2, et Z'30—n la probabilité
qu'elle se terminera précisément a ce coup. Je désigne de méme par
¥3a—. la probabilité que la partie ne se terminera pas dans les 3n— 1
premiers coups, et par 7's,_, la probabilité qu'elle finira au der-
nier de ces coups. Enfin, soient z, la probabilité que la partic ne
sera pas terminée dans les 3n premiers coups, et z'y, la probabilité
qu'elle finira seulement au coup dont le rang est 3x.

Ces diverses notations, les rangs des coups auxquels elles répondent,
les joueurs qui jouent a chacun de ces coups, et leurs chances de
gagner, seront faciles i se représenter par ce tableau :

in — 2, n — 1, _ 3n,
X3n—ar Y > " %3,

Z'snen s F'samss © 2y
AetB, CetA, BetC,

5y et —. G etr1—6 ael1 —a.

Les valeurs des quantités ¢, &, 3, sont données, et peuvent s'é-
tendre depuis zéro jusqu’a I'unité. Elles seront toutes trois égales a

;' , lorsque les trois joueurs seront d'égale force. Elles pourront étre

toutes trois plus grandes que é: ce cas aura lien, quand A jouant

contre B sera le plus fort; que C jouant contre A sera aussi le plus
fort; que B jouant contre C sera encore le plus fort, ce qui n'est
point incompatible avec les deux premiéres suppositions. Concevous,
par exemple, que l'on ait trois urnes A’, B/, (, contenant des boules
blanches et des boules noires, et dont chacune renferme plus de boules
de la premiére couleur que de la seconde. Supposons aussi que le jeu
entre A et B, consiste  tirer une boule de C', et que A gague, si cette
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boule est blanche ; qu'ensuite, le jeu entre C et A consiste a tirer une
boule de B/, et que la chance favorable 4 C soit larrivée d’une boule
blanche; et qu'enfin, le jeu entre B et C soit de tirer une boule de A,
qui fera gagner B, quand elle sera blanche : dans ce cas , on aura

7>é’ €>‘;, a>l;'

1l pourra arriver que I'unité ou zéro soit la valeur de l'une de ces
quantités a, €, 3, de deux d’entre elles, ou de toutes trois : le cas
de y=1, 6=1, a==1, par exemple, sera celui ou A sera cer-
tain de gaguer B, C de gagner A, et B de gagner C.

Cela posé, pour que la partie'nc soit pas fjnie, au coup dont le rang
est 3n-1 ou 3(n—1)— 2, joué entre A et B, il faut, et il suffit
1°. qu'elle ne le soit pas au coup précédent, joué entre B et C, et gagné
par B; 2°. que le coup dont le rang est Sn -1 soit gagné par A.
La probabilité x,., de la partie non terminée a ce coup, sera donc te
produit de la probabilité 3 qu’il sera gagné par A, et de la probabilité
z5, que la partie ne sera pas finie au coup dont le rang est 3z, de
sorte que Yon aura

Kggpr == Y%su

On trouvera de méme
x,3n+l. - (‘ - 7\ Z3n 3

car pour que la partie finisse précisément au coup dont le rang est
Sn1, il faudra et il suffira qu'elle ne soit pas terminée au coup pré-
cédent, et que le joueur B qui aura gagué celui-ci et dont 1 —9 estla
~ chance de gagner A au coup dont le rang est 321, gagne effective-
ment ce second coup. Par un raisonnement semblable, appliqué succes-
sivement aux coups dont les rangs sont 3n et 32 —1, on obtiendra
ces deux autres couples d’équations ‘

Z3n = oYy s zlsm - (l — ) Ysa—is
Yam—e = G‘rfil—s? ,T’Sl---l - (l b C)xSn—-a!

ui se déduisent d’ailleurs du couple précédent, par de simples chan-
q ple p p

gements de lettres.
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On tire de ces équations

1'3--,—-?3- 73-—. == 1C72'3uv7.3-—|‘r3n—5 5

et en faisant, pour abréger,

aby = 4 .
il en résulte

‘1‘3-4-1 = ka‘Sl-—z;

équation aux différences finies, dont V'intégrale se trouve en y met-
tant successivement 1, 2, 3,...n— 1, ala place de n, multipliant
membre a4 membre les n — 1 équations qui s'obtiendront de cette
maniére, et réduisant; ce qui donne

Tnea == k.—,xl'

Le facteur x, est la constante arbitraire; au premier coup, ou quand
n=1, il est certain que la partie n’est pas terminée; on a donc
Xy,ma=ax,=1; et de la, et des équations précédentes, on conclut
ces valeurs

Liea = A" i, = G, 2, = abk,

r e =(1—8) k", a=(1—a)6k"", a'y,,=(1—7%)C6ak""

Ces résultats se vérifieront facilement dans les cas extrémes ou F'une
des quantités @, €, 3, sera zéro ou l'unité. Si, par exemple, elles
sont toutes trois l'unité, les trois probabilités y's,_,, z's., Z'ss.,
seront nulles, et il sera certain que la partie ne finira jamais, ce qui
est évident. Si l'une des fractions «, €, 9, est zéro, on aura aussi
k==o0; ces trois probabilités seront donc rfulles, excepté pour n=1;
par conséquent, la partie ne pourra finir qu'au second coup, ou au troj-
siéme, ou au quatrieme; les prohabilités respectives de ces trois
événements, seront

Ye=1—6, 2= — a)é, Xy = (0 — 3)8a;

et comme leur somme est l’unité, a cause de 26y = o, il sensuit
que la partie finira-certainement a 'un de ces trois coups.
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l l ! A . .
Dans le cas dea =", €=;, y=;, ol les trois joueurs sont

(’égale force, on a k=(%)s. Quel que soit le nombre entier m,
la probabilité que la partie ne sera pas terminée dans les m pre-
miers coups, devient donc G)m_l, d’apres les trois premiéfes équa
tions précédentes ; et la probabilité qu’elle finira précisémenf au m'm
coup, devient aussi G)m"l, d’apres les trois derni(‘ar'e‘sf

Dans le cas général, ou 2, €, ¥, sout des fractions quelconques, si
Von représente pargg,,, la probabilité que la partie finira al'un des n
coups dont les rangs répondent aux nombres 2, 5, 8, 11,...3n—1;
par ry,, la probabilité qu'elle se terminera a I'un des n coups dont
les rangs répondront a 3, 6, 9, 12,...3%; par py.,, la probabilité
qu’elle se terminera a I'un des n coups dont les nombres 4, 7, 10,
13,...3n 4 i, marquent les rangs, on aura ‘

q:an—. - _f,z + ,}’,5 + Jﬁli + f'n +' . + )’Iau—' E]
Tsn ZIS + Z'G + zlp -+ z'u -+.. + Z"su
Py = .1',‘ + -Z'l7 -+ ‘r’m+ xllﬂ “+-. '+ x‘3n+| »

i

et d’apres les formules précédentes, on en conclara

(1 — QU —

Qoney = — % ’
C(r — a) (v — 47
Tsa == 1 — k ’
E(r — N — k)
P3u+l=a ( lv__\k .

Si nous appelons s, la probabilité que la partie finira dans les 3n
premiers coups , 2 partir du second inclusivement, nous aurons

Sa = Gsn—s —+ e =+ Pwngrs

e! 4 cause de
= CFC(1—a) 4 2B (1 —y) =1 — aby =1 — £,

il en résultera
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en sorte que cette probabilité sera la méme, quels que soient les deux
joueurs qui joueront le premier coup, et quel que soit aussi, le joueur
qui le gagnera. 1] v'en sera pas de méme 4 I'égard des probabilités que
la partie finira dansles 3z—1 ou dans les 3n--1 premiers coups, non
compris le premier de tous; probabilités qui se déduiront de s,, en
enretranchant la valeur de a'y,,,, ou en y ajoutant celle de 7'y, .,. Si
Pon exclut le cas ou: les trois quantités a, €, %, sont l'unité, et oulon
a k=1, on voit que la probabilité que la partie ne sc prolongera pas
au-dela d’'un nombre de coups donnés, approchera indéfiniment de
Punité 2 mesure que ce nombre deviendra plus grand , mais qu'elle ne
se changerait dans la certitude que si ce nombre devenait infini. Dans
le cas des Joueurs d’égale force, en désignant par m un nombre entier
quelconque et par ¢, la probabilité que la partie finira dans les m pre-
miers coups i partir du second inclusivement , on aura

-

de sorte quiil suffira, par exemple, qu'on ait m= 10, pour que la
probabilité 1 — ¢,, de I'événement contraire , tombe au-dessous d’un
milliéme.

Maintenant soient a, 4, ¢, les probabilités que la partie prolongée
a Iinfini, siil le faut sera gagnée respectivement par A, B, C. Pour
que A gague il est nécessaire et il suffit que la partie se termine a un
coup dont le rang est marqué par un nombre de la forme 3rn— i ;
la valeur de a se deduira donc de celle de Gsu—i» €0 y faisant nz==o> ;
ce qui donne '

en excluant le cas ol I'on a k=1, et ou la partie ne finit jamais. On
verra de méme que b et ¢ sont les valeurs de Pansr €t 5. qui répon-
dent a n==e ; en sorte que l'on a

b=u€(|—7) C__C(l-——u)

1 — £ ? — =k

-

Comme il est certain que la partie sera gagnée par un des trois
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joueurs, on devra avoir

a-+ b4 c=1;

ce qui a lieu effectivement. v

Chacune de ces fractions a, b, ¢, multipliée par Venjew, ou la
somme des trois mises, sera l'espérance mathématique de Pun des
joueurs ; lequel aura de P'avantage ou du désavantage, selon que ce
produit sera plus grand ou plus petit que sa mise. A une époque quel-
conque du jeu, ou la partie n'est pas finic, et o A vient de gagner
B; si les joueurs conviennent de ne point achever, Venjeu devra étre
partagé entre A, B, C, propottionnellement aux fractions a, b, c.

1l résulte de leurs expressions, que dans le cas méme des joueurs
d’égale force, la chance de gagner la partie est inégale pour les joueurs
qui jouent les premiers, et pour celui qui n’entre au jeu qu’au second
coup. En effet, en faisant :

7)’=é; k="‘

87

N

a = -, G=

on aura

Y a ==

Aprés le premier coup, le joueur qui Ta gagné a donc.dr;oit A

LSS - Y

. . . 1 . 1 . .
de Venjeu, celui qui I'a perdu n'a droit qu'a 7 et celui qui n’a pas

. ’ o 2 . o ,
joue a droit a 5; mais avant que ce coup ne soit joue, les deux

joueurs que le sort a désigné pour le jouer, ont une égale chance de

le gagner; leur probabilité de gagner la partie est donc alors
i (a-+b), ou 757, C'est-a-dire qu’elle surpasse de ;’Z la chance 3, ou .‘_'Z
4 - 1

~ du joueur qui n'entre qu’au second coup. Si la mise de chaque joueur
est représentée par ., et que l'on convienne de ne pas jouer la partie,
aprés que le sort a désigné les deux joueurs qui devaient la commencer,
. 5 R

chacun de ceux~-ci devra prendre :—- de p, sur enjeu égal a 3u, et le

4

e . 12 T ..
troisiéme joueur — de g seulement; ou autrement dit, les trois joueurs

14
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., R . oy 1
ayant retiré leurs mises, le troisitme devra, en outre, donner i de

w a chacun des deux premiers.

En général, avant que le sort ait désigné les deux joueurs qui doi-
vent jouer le premier coup, les probabilités de gagner la partie seront
différentes de a, b, c; pour les trois joueurs A, B, C, je les représen-
terai respectivement par f, g, k; chacune d'elles dépendra des trois
chances donunées @, €, 4 ; et il suffira de déterminer la valeur de fen
tonctionde «, €, ¥ : les valeurs de g et % s'obtiendront de la méme
maniére, ou se déduiront de £ par de simples permutations.

I pourra arriver que le premier coup soit joué par A et B, par C et
A, par Bet C. Ces trois combinaisons étant également probables, la

e . = 1 .
probabilité de chacuned’elles séraégale a = ; de plus, dansla premiere

combinaison, la probabilité que le premier coup sera gaguné par A aura
¥ pour valeur, ct par B, elle sera 1 — 9 ; dans la seconde, la probabi-
lité que C gagnera le premier coup sera €, et la probabilité quil sera
gagné par A aura 1—¢€ pour valeur ; dans la derniére, il ¥ aura la pro-
babilii¢ z que le premier coup sera gagné par B, et la probabilité 1 —
qu’il le sera par € : chacune de ces trois combinaisons donnant
lieu a deux cas différents, il ¥ aura donc six cas possibles, dont les
probabilités respectives seront

170 0=, 36 20—6), lay L—u)

Or, ilsagira de déterminer successivement, dans chacun de ces six cas,
la probabilité que A gagnera la partie; en multipliant ensuite chaque
probabilité par celle du cas a laquelle elle répond, et faisant la somme
des six produits,, on aura la valeur compléte de S

Dans le premier cas, ou le coup est Joué par A et B, et gagné
par A, la probabilité que A gagnera la partie sera la valeur
précédente de a; I premier terme de la valeur de S sera donc

1
5 ¥4, ou

(1 =8
3(v—k)
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Dans le second cas, ou cest A jouant contre B, qui perd le pre-
mier coup, la probabilité que A gagnera la partie sera la valeur pré-
cédente de b, dans laquelle on devra changer 5 en 1—7, €-en

{—a, @ en 1—&; en multipliant le résultat par % (1=—1%), on

aura donc
Ky
30—k’
~ pour le second terme de f, ou ona fait, pour abréger,
(—a) (1 — &) —3) = k. |

Pans le troisiéme cas, ou le premier coup sera joué par C et A,
et gagné par C, la probabilité de A pour gaguer la partie sera ce que
devient Texpression de b, relative au joueur qui perd le premier
coup, lorsqu'on y change y en €, 6. en a, « en 3; en multipliant

ensuite par -I?; €, il en résultera

k(1 —6)
3(1—k)’
pour le troisieme terme de f.
Dans le quatrieme cas, ou le premier coup est gagné par A jouant
contre C, la probabilité que A gagnera la partie sera l'expression de
a, dans laquelle il faudra changer 3 en 1=—6,€ en 119, 2z eh 1—a:

en multipliant le résultat par % (1=€), on aura ensuite

v (X = (;_)
3(r—k")’
pour le quatriéme terme de f.

Daus le cinquiéme cas, ou le premier coup est joué par B et C, et
gagné par B, la probabilité que A gagnera la partie sera ce que de-
vient Iexpression de ¢, relative au joueur qui ne joue pas a ce pre-
mier coup, quand on y change 3 en @, Eeny, a en €; en multi-

pliant le résultant par —;;a , 11 vient

ay (1 —6
3t —5

pour le cinquieme terme de f.
Tome Il_. — Ocropre 1835,
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Enfin, dans le sixiéme et dernier cas, ol le premier coup est gagne
par C ]ouant contre B, la probablllte que A gagnera la partie se dé-
duira encore de lexpressnon de ¢, mais en changeant 5 en 1—a, € en
1—6, @ en t—%; ce qui, aprés avoir multiplié par (1 — &),
donne

y(1—a) (1 —6)
3(t — k) ’

pour le dernier terme de f.
Si l'on fait actuellement la somme de ces six valeurs partielles de
Jf» on aura, pour sa valeur compléte,

_y (10 —E€) (1 +a+ab) y’f’+v(l—‘)+7(l—c)(l——‘)
S = 3(it—4h) + 3(1—k)

La raison des diverses permutations des lettres ¢, €, 3, que nous .
venons d'indiquer, est facile & saisir en jetant les yeux sur le tableau
présenté plus haat. On verra de méme que pour déduire de l'ex~
pression de f, celle de g, il suffira de changer 3 en 2, € eny, a
en €, dans f'; et pour obtenir ensuite la valeur de %, il faudra ré-
péter encore cette permutation tournaute dans la valeur de g, ou
bien changer tout de suite % en €, € en «, @ en %, dans la valeur
de f. De cette maniére, nous aurons

__u(l—1)(l+5+¢7)+dk'+ a(tl —y)+ a(x —§) (l—v)

g§= 3G —hR 30 —F)
Cl1 —a) (1 4o} ya) G +C(1 — ) +C(1—9) (1 -—u)
h= 3a—4h + 3(1—4%)

Quand les joueurs sont d’égale force, ou quona a =€=19z=1,
ces trois probabilités f, g, &, doivent étre égales entre elles et i L
ce qu'on veérifie aisément. Quelles que soient les chances «, 6, 9, il

faut qu'on ait
f+eg+h=

puisqu’il est certain que la partie sera gagnée par l'un des trois
joueurs, en excluant, t0utefois, Ie cas oit I'on aurait k=1, et out
elle ne finirait pas. C'est aussi ce qu’il est aisé de vérifier , €n ayant
égard & ce que £ et £’ représentent.

Si les deux joueurs B et C sont d’égale force, soit lorsqu'ils jouent

Lidal L UR IS SR LU B | " LA nm Py om LU L R L R R S L LA LR R LR LR AR R AL DN L I LR S
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Tun contre Vautre, soit quand ils jouent contre A, il faudra faire

, C:=1—7,;

1
oL = -
2
la quantilé 3 pourra encore étre une fraction quelconque; elle ex-
primera la chance de A , de gagner chacun des coups ou il jouera; et
A sera plus fort ou plus faible que chacun des deux autres joueurs,

) 1 1
selon quon aura y > - ou 3 <5 Pour ces valeurs de « et &,

on aura, comme cela doit étre,
. ) §
g == h:.:.";(l — f)
et la valeur de f se réduira a

. 8y —ay?
f= 3a—v+"

Si la mise est la méme pour chacun des trois joueurs, et qu'on
la représente par u, l'enjeu sera 3w, et 'espérauce mathématique de
A aura 3uf pour valeur. Elle serait 2uy, si A jouait toujours 4 mise
égale, mais en un seul coup, et contre un seul des deux autres
joueurs ; dans le cas des mises égales, le joueur A de force inégale ,
doit donc préférer de jouer au jeu que nous considérons, contre les
joueurs B et C de forces égales, ou bien il doit choisir de jouer une
partie simple, contre B ou C, selon que la différence 3uf—any est po-
sitive ou négative. Or, d’aprés la valeur précédente de f, ona

apy(2 — )2y — 1)
22—+

.
H

Buf— auy =

[ oy Ie . i .
quantité positive ou negative, selon que surpasse > ou est moin-
‘dre. 1l gensuit donc que le joueur A, s’il est le plus fort, ou

. 1 s e

51 % surpasse -, augmentera encore son avantage, en choisissant la
. > :

premiére maniére de jouer, et que ¢il est le plus faible, ou si T'on a

I vy e s , .
ry<j; il diminuera son désavantage, en choisissant la seconde.

Lorsque les joueurs, au lien de mettre , une fois pour toutes, une
’ 49
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somme au jeu , conviennent d’y mettre une somme u a chaque fois
qu’ils y entrent, de sorte que I'enjeu croisse continuellement avec le
nombre des coups, I'espérance mathématique de chacun d’eux ue
sera plus la méme que précédemment, et a force égale, par exem-
ple, I'avantage qui était tout a 'heure pour les joueurs qui jouent le
premier coup, sera maintenant pour celui qui n'entre qu'au second
coup. '

Afin de calculer commodément I'espérance mathématique de chaque
joueur, il faudra la diviser en deux parties: Pune positive , et prove~
nant des sommes que le joueur pourra recevoir aux différents coups
qui seront joués ; I'autre négative, et provenant des sommes quil
pourra payer. Pour le joueur A qui gague le premier coup, je dé-
signerai par @' la premiére partie, par g, la seconde, abstraction faite
du signe, et par ¢ excés de celle-la sur celle-ci. Je représenterai les
quantités analogues par &', &,, ¥, pour le joueur B qui perd le pre~
mier coup, et par ¢/, ¢,, 8, pour le joueur C qui n‘entre qu’au second
coup. De cette maniere, on aura

p=dad —a, y=b—0b, 8=c —c,.

Au m*™ coup, si la partie n'est pas finie auparavant, l'enjeu sera
égal a (m =+ 1)u. Or, d’apres ce qu'on a vu précédemment, les pro-
babilités que la partie sera finie , et gagnée alors par A, au second
coup , au cinqui¢me , au huitiéme, au onzieme, etc. , seront

(rt —6), (1 —ECk (11—, (11— 6)k3, etc.;
les gains attachés aux arrivées de ces événements étant donc
3m, Om, ogm, 124, etc.,

il suit de la regle de V'espérance mathématique, que la valeur com-
plete de @' sera la somme de ces deux séries multipliées terme a terme
et prolongées jusqu’a Vinfini ; ce qui donne

a = 3u(1 — &) =ik ;
la somme X s’étendant a toutes les valeurs du nombre entier i, de
puis 1 == 1 jusqu'a i=c . Mais on a

k
T — s
i = —

R EUREP SR



PURES ET APPLIQUEES. 385

et en différentiant par rapport a &, il vient

gt o ) .
ik = T

par conséquent, on aura
o 3
(v—hp "

Pour A et B, il y a la certitude de jouer au premier coup, et pour
C, au second. Pour A, les probabilités de rentrer ensuite au jeu,
au quatrieme coup, au septitme, au dixieme, au treiziéme, etc.,
ou, ce qui est la méme chose, les probabiliiés que la partie ne sera
pas terminée au troisieme coup, au sixitme, au peuviéme, au dou-
zieme, etc., seront, comme on I'a trouvé plus haut, :

26, abk, abk’, aCk®, etc.;

la valeur compléte de @, sera donc la somme de cette série infinie
de fractions, multipliée par w, et augmentée de u pour la premiére
mise de A ; en sorte que I'on aura

;mc
(l, = M - ;-:—i‘.

La probabilité que la partie se terminera au coup dont le rang est
marqué par un nombre de la forme 3n-1, auquel cas elle sera
gagnée par B, étant -

a1 — y) k',

et I'enjeu que B recevra alors, ayhnt 3nw =+ 24 pour valeur, on en
conclut que la valeur compléte de b', sera

b = pal (1 —%) (3Enk™ o 2Z24"7) ;

les sommes I Sétendant depuis n=1 jusqua n==o. Donc, en
ayant égard aux valeurs de ces deux sommes, uous aurons

v 3uel(s —w) 2pa8 (1 — ¥)
b = (x — k) + T — )

Par un raisonnement semblable, on trouvera de méme
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s 31 —a) #e (1 —a)
¢ = (1 — k) + 1— & °

_On obtiendra aussi, sans difficulté,
_ #o paby
b,—l"+;‘_—_—';, ¢, = p A
et de ces diverses valeurs, il résultera finalement

) pal
¢'— (x___k)z_“—;—:i’

L= 3ual (1 — ) + 2006 (1 — ) — _ #C

a0 — &) T — & = 1%
o 31— ) “E (1 — w) paly
8 et e — e —

Puisque tout 'argent mis successivement au jeu pendant la durée de
la partie, est retiré par le joueur qui I'a gagnée, il s'ensuit que la
somme des espérances mathématiques des trois joueurs doit étre nulle; -
et en effet, d’apres ce que / représente , on a identiquement

¢+ 4 + 8 =o.

1 - - .
En prenant; pour chacune des fractions «a, C, 7, et en faisant

k= % , on i
33 3ge § = 6
=% YT 3% Ty
pour les espérances mathématiques des trois joueurs supposés d'égale
force. Cela signifie, par exemple, qu'avant qu’ils aient rien mis au jeu,
et aprés que le premier coup a été joué; si Pon convenait de ne pas
continuer la partie, le joueur qui a perdu ce premier coup devrait
39 .33, . ) 6 . .
ayer -2 de w, savoir, - a celui qui I'a gagné, et =~ a celm qui
Payer 7o O £ ' &9 Im Ta gagne, ¢t gg 1 oM 9
n'a pas joue. Apres que le sort a désigné les deux joueurs qui doivent
jouer le premier coup, et avant que ce coup ne soit joné, chacun d'eux
peut également le gagner ; I'espérance mathématique de chacua de ces

33 3 3 . « g .
joucurs est donc ';-43" —i 2 oy —Z‘-;, c'est-d-dire, que si Pon

i
1 4o’
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convenait de ne pas jouer la partie, chacun d'enx devrait donner
3 . s . .

s de u au troisitme joueur, tandis que dans le cas que nous avons
d’'abord examiné, c’était ce premier joueur qui devait, au contraire,

donner ]—'I; de u & chacun des deux premiers joueurs. Si la partie n’est

pas terminée au '™ coup, et que I'on convienne de ne pas la conti-

nuer , le joueur qui aura perda ce-coup devra, comme on vient de le
. . .. . .6 s es .

dire, payer nge p 2 celui qui laura gagné, et I ™ troisieme joueur;

et de plus, 'enjeu qui avait lieu au coup précédent ; et qui s'élevait a
mu , devra étre partagé entre ces trois joueurs, proportionnellement

a leurs chances;}, -3-, ;l, d’achever de gagner la partie; en sorte

quau m' coup, si I'on représente par @’ Iespérance mathématique
du joueur qui gagne ce coup, par 4|’ celle du joueur qui le perd, par§’

] qui gagr coup, p J q perd, p
celle du joueur qui n’y joue pas, on aura

p =B Om—3es oy _ (im+6)a
49 ’ 49 ' 49

Lorsque m surpassera cinq, la valeur de |’ sera positive, comme @’ et
§ ; le joueur qui perdra le m*™ coup n’aura rien i payer aux deux
autres; seulement il aura droit 2 une moindre part dans I'enjeu qui
avait lieu au coup précédent: si, par exemple, on a m==6, I'enjen
qui avait lieu au cinquiéme coup sera égal a 6u; sur quoi le joueur
- qui gagne le sixiéme coup devra prendre %‘ , celui qui le perd n’aura

- " 3 . | . .
droit qu'a Zg' et le troisiéme joueur a 9%".
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