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REMARQUES

Sur lintégration des équations différentielles de la
Dynamique ;

Par M. POISSON.

En combinant le principe de d’Alembert avec celui des witesses
virtuelles , Lagrange est parvenu a une formule générale d'on il a
déduit, sous la forme la plus simple, les équations différentielles du
mouvement d'un systtme quelconque de points matériels. Certains
coefficients qu’il introduit dans ces équations font connaitre, eu
grandeur et en direction, les forces intérieures qui naissent de la
liaison mutuelle des points du systeme, exprimée par des équations
données entre leurs coordonnées. La considération de la surface sur
laquelle chaque mobile doit demeurer, en vertu de chacune de ces
équatiouns, détermine seulement la direction de la force correspon-
dante i cette équation, et qui doit étre normale i cette surface. Les
intensités des forces intérieures ne seraient donc pas connues d’aprés
cette seule considération; mais le principe de d’Alembert montre
qu’'cHes sont dues aux forces perdues a chaque instant, et les mémes,
d’ailleurs, dans I'état de mouvement que dans I'état d’équilibre; en
sorte qu'on doit les détermincr au moyen du principe des vitesses
virtuelles, appliqué & ces derniéres forces. La combinaison de ces
deux principes, dont Lagrange a fait la base de la Mécanique analy-
tique , était donc nécessaire pour la détermination compléte des forces
intérieures. Quant aux forces extérieures, appliquées aux mobiles,
elles proviennent, dans la nature, d’attractions ou de répulsions qui
émanent de points fixes ou mobiles, et sont alors données par hypo-

Tome II. — Seerempre 1834, ‘ 42
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thése; ou bien elles résultent, comme dans les fluides et les corps
élastiques, d’actions molécvinires qui ne s'étendent.qu'a des distances
insensibles; et c’est, dans ce dernier cas, un probléme appartenant &
la Mécanique physique , de déterminer leurs résultantes. Quelle que
soit l'origine des forces extérieures, si on les suppose données, le
probléme de la Dynamique est anjourd’hui eomplétement résolu, en
ce sens qu’il est réduit & une question de pure analyse, c'est-a-dire a
I'intégration d’un systéme d’équations différentielles du second ordre.
Mais presque toujours on est obligé de recourir & des méthodes d’ap-
proximation trés compliquées, pour effectuer cette intégration; et il
est singulier que dans les questions qui paraissent trés simples,
dans le cas, par exemple, du mouvement de trois points qui s'at-
tirent mutuellement, on ne connaisse pas d’autres intégrales exactes
de ces équations, que celles qui sont communues i tous les problemes,
et qui sont fournies par les principes généraux du mouvement du
ceatre de gravité, des aires, des forces vives. ﬂCepend'ant la forme re-
marquable des équations différentielles de la Dynamique , semblerait
devoir donner quelque facilité pour leur intégration. Un examen ap-
profondi de ce point d’analyse est Yobjet des réflexions suivantes. Elles
m’ont été suggérées par la lecture d’'un mémoire fort intéressant que
M. Hamilton, astronome royal de Dublin, a inséré dans les Tran~
sactions philosophiques de Londres (*), et qui a pour titre : On a
general Method in Dynamics.

Considérons un systeme de poinls matériels en mouvement, dont
les masses seront représentées par m, m,, m,, etc., el qui pourront
stre entitrement libres, ou liés entre eux d’une maniére quelconque.
Au bout d’un temps, écoulé depuis que le mouvement a commencé,
soient &, ¥, 3, les trois coordonnées rectangulaires de m, et &, y’,
z', les composantes de sa vitesse suivant leurs directions, de sorte
qu'on ait .
dr dy __ _, dz ’

I:x’, 5 =7 g =72

(*y Année 1834 , seconde partie.
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Désignons aussi par les mémes lettres avec des accents inférieurs, les
coordonnées et les vitesses des autres points mz,, m,,, ctc. Représentons
par U une fonction donnée de toutes ces coordonnées x, ¥, z, X, €tc.,
qui pourra, en outre, renfermer ¢ explicitement; et supposous que
les composantes de la force motrice ‘de m soient exprimées par les

. Id . J d ; dU -
différences partielles U —E, -3 celles de la force motrice de m,,

dx’ dy
dU dU 4U

par a{, ‘7—;-/ ’ El_;,; eic. Enfin soient

L=o0o, M=o, N=o, e, (a)

Ics équations qui expriment la liaison des points du systeme , s'ils ne
sont pas entiérement libres, et dans lesquelles L, M, N, etc., sont des
fonctions dounnées de x, y, z, a,, elc., qui contiendront le temps ¢
explicitement, lorsque cette liaison variera pendant la durée du mou-
vemenl.

Les trois équations différentielles du mouvement de i seront,
coinme on sait ,

d&xr  dU dL M dN
mm—‘._g;—’-)\ﬁ;—i-y;a--{—v;;—{— ete.,

&y  dU dL dM dN
Mo =gyt Ay g e, ()

Bz dU dl. daM dN o
naE =g ot Ag he g g etey

cel_les du mouvement de m, seront de méme
dz, _dU dL M dN
s =t ey e
& du dL dM dN
ml-a“rT'z.‘a}-—'—Aa; +/ﬁd3—;+|’ (F—l—etc" (mr)

&z, _ dU dL aM dN )
mlgt—;—-yz—'-"‘}\(—i;’ +/J-‘7z-l+9 ‘7;;+etc.,

et ainsi pour les autres mobiles.

Les coefficients A, g, v, etc., sont des inconnues dout le nombre
est égal A celui des équations (a), et d’ou dépendent les actions mu-
tuelles des points du systtme, résultantes de leur liaison exprimée
par ces équations. En les éliminant entre les équations (m), (m,),

42..
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(m,), etc., on réduira celles-ci 2 un nombre 7 qui sera 'excés du notbre
des coordonnées x, 7, 3, x,, etc., des mobiles sur celui des équa-
tions (a). En méme temps, ces coordonnées s'exprimeront,, au moyen
des équations (a), en fonctions d'un pareil nombre n d’autres incon-
nues que je représenterai par @, 1|, 8, etc. Aprés avoir aiusi substitué ces
fonctions a la place de , ¥, z, x,, etc., dans les équations qui pro-
viennent de I'élimination de », u, v, etc., il enrésultera un systeme
de n équations différentielles du second ordre, que jappellerai (n).
Le probléme sera réduit 2 Vintégration de ces n équations simulta-
nées. Leursintégrales complétes feront counaitre les valeurs de ¢, +, 6,
etc., en fonctions dc ¢ et de 2n constantes arbitraires que je désignerai
para, €, 9, etc. Les coordonnées x, v, z, x,, elc., et par suite, les
vilesses &', 3, z, x',, etc., seront donc aussi des fonctionsde ¢, a, €,
7, etc; et si Von représente par a, b, c, etc., a', ¥, ', etc., les va-
leurs initiales de ces coordonnédes et de ces vitesses, ces constantes
seront des fonctions de z, €, %, etc., qui se déduiront de x, 7y, z,
x,, etc., ', y', ', x/, etc., en y faisant ¢ = o.

it.

Je désigne actuellement par chacune des caractéristiques dJ' et A,
la variation infiniment petite d’une fonction quelconque de ¢, 2, €,
%, etc., prise par rapport a une partie ou a la totalité des quantités
arbitraires «, 6, %, etc., tandis que la différentielle de cette fonction
par rapport a ¢, sera toujours indiquée par la caractéristique /. En
indiquant aussi, suivant 'usage, par la caractéristique £, une somme
étendue 2 tous les mohiles m, m,, m,, elc., et faisant

smf(Axdx'—Ax' Fx ) (Aydy'—Aay' &y )(82d Z—A82'F2)]|==n: (1)

cette quantité », infiniment petite du second ordre, sera constante
par rapport a ¢, ou , autrement dit, on aura dn = o, quelle que soit
d'ailleurs la liaison des points m, m,, m,, etc., exprimée par les équa-
tions (@). Pour la démonstration de cette propriété remarquable des

équations générales de la Dynamique, je renverrai a mon second

R IR T PP T L NN TR



PURES ET APPLIQUEES. 321

mémoire sur la variation des constantes arbitraires (*), ou bien
au Bulletin de la Société Philomathique (**), ou je I'avais dounee
auparavant.

Maintenant, si le temps ¢ n’est pas contenu explicitement dans la
fonction U, non plus que dans aucune des équations (), il en sera de
méme a I'égard des équations (n), qm ne renfermeront que d¢; parmi
les 2n constantes arbitraires @, &, %, etc., de leurs intégrales, il y en
aura done une qui sera partout ajouté i la variable #, de sorte qu'en la
désignant par ¢, toutes les inconnues @, ., 8, etc, seront des fonc-
tions de £ ¢ et des an — 1 autres constantes. Or, si 'on suppose
que la variation a se rapporte a cetle seule quantité ¢, et si 'on fait
de==dt, on devra changer A en d; en méme temps, » sera le pro-
duit de dr et de la variation d’'une quantité indépendante de ¢, que je
désignerai par &; par conséquent, I'équation (1) deviendra

Em((dxd x'—dx'dc)A-{dy d'y' —dy' Iy H(dzdd— dz'dz) |= Phdt ; (2)

et je dis, de plus, que cette constante arbitraire &k sera celle de I'é-
_quation qui renferme le principe des forces vives, lequel a lieu,
comme on sait, dans le cas dont il s’agit.

En effet, les quantités L, M, N, etc, ne contenant pas le temps ¢
explicitement, on a

daL dlL, dL dL

dl, = dx dx + :j; df -+ az dz + ;E: (i‘r; etc.,
aM dM daM daM

dM = = dx +Z1f dy +72 dz 4= ey dx, etc.,
dN daN dN -~ dN

dN = = dx +;’.; dy =+ - dz +E, dzx, etc.,

etc.;

parce que les éqﬁations (a) ont lieu pour toutes les valeurs de ¢, on
a aussi
dL = o, dM = o. dN = o, etc.;

au moyen de quoi, en ajoutant les équations (m), (m), (m,), etc.,

(*) Tome I** des Mémoires de I’ Académie des Scz'ence:‘.
(**) Aunée 1816, page 109.
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apres les avoir multiplides respectivement par dx, dy, dz, dx,, etc.,
on en déduit ‘
d'x Ly az _
Em(—EF de+ Sk dy + 5= dz) = dU,

ou hien, en intégrant et désignant par A la constante arbitraire,
§2m (" yr 42 =U 4+ /; (3)

ce qui est I'équation des forces vives. En la différentiant suivant la
caractéristique &', et multipliant ensuite par d¢, on aura donc

Em(dx'dx + Iy'dy 4 82'dz) = JUdt 4 Jhdt.  (4)

Mais a cause que les valeurs de «x, y, z, x,, etc., doivent . satisfaire
aux équations (a), pour toutes les valeurs de «, €, 7, etc., on peut
aussi différentier ces équations suivant 4'; ce qui donne

dL= o0, M = o0, JIN = o, etc.

Si donc on ajoute les équations (), (m), (m,), etc., aprés les avoir
multipliées respectivement par d'x, dy, Jz, dx,, etc.,, et toutes
par dt, il en résultera

Em (dx'dx 4 dy'dy = d2'dz)==dUdt-  (5)
en retranchant ces équations (4) et (5) 'une de I'autre , il vient

Em{(dxdx’' — dad'x)=-(dydy'—dy'&'y) ==(dad =’ —dz' ' 2)}=d hdt;

et si l'on compare cette formule & I'équation (2), on en conclut
dk = &h; ce qu'il s'agissait de démontrer.
En vertu de Péquation (3), on aura d'ailleurs

h= -3 (a* 4" 4 ') —D, (6)

en f.aisant t == o dans cette équation, et désignant par D, ce que U
devient pour cette valeur de ¢. :
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Faisons maintenant
[Em(x'de+y'dy 4 3'dz)=V;

et supposons que cetle intégrale relative a ¢, commence 2 ¢ = o, de

maniére que V exprime ce que l'on appelle la quantité d'action dé-

pensée par le systéme des mobiles m, i, m,,, etc., pour passer de sa

position initiale i celle qu'il occupe au bout du temps ¢. En différen-

tiant cette intégrale suivant la caractéristique &, nous aurons, d’apres
- les régles connues,

4V = fEm(x'd.dx 4 y'd.y + Fd.82+ dxda'+ dy dy'- dzdy)).

Mais, en vertu de Péquation (2) et & cause de £ == %, on a aussi
[Em (dxdx’ 4= dydy'+ d2dd —dx'dx — dy' 8y — 84d7) = tdh;
en retranchant cette équation de la précédente, on aura donc

dV = fEm(d. xS+ d.y' Sy -+ d.2$z) = tSh;
ou bien, en effectuant l'intégration,
IV=3m(x'dx+y'dy+2d25)—Zm(a'da+t b'db+-c'Sc) — tdh, (7)

en observant que l'intégrale doit s'évanouir, par hypothése, avec la
variable ¢, et qu'on a désigné par a, b, ¢, a', b/, c', les valeurs de x,
75 2y &', ¥, 7, qui répondent & ¢ = o.

Les coordonnées x, 7, 3, x,, étant des fonctions de @, |, 8, ete.,
donunées par les équations (@), on pourra toujours ramener celte équa-
tion (7) a la forme '

IV = PJ@-}-QJ\L-{—RJ -+ etc.—~Ad'e —BJE—Cdy—etc.—td'%, (8)

ou l'on désigne par P, Q, R, elc., des fonctions données de ¢, .,
do dy d |
de’ di ’ di

0, etc., , etc.; par A, B, C, elc., ce que ces fonctions de-
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viennent pour t=o0; et par a, €, 3, elc., cc que @, +, 8, etc., de-
viennent également pour ¢==o0. Si I'on désigne aussi par ', €', 3/, etc.,

do d} v .« . . .
]esvaleursdef, Jzi’ 70 ete., qui répondent a t=o, il sera perms

de prendre les 1 quantités «, €, 3, etc, etles n quantités &', &', 9/, etc.,
pour les an constantes arbitraires des intégrales completes des
dquations (n), que nous avions désignées jusqu'ici, d’une maniere
génerale, pare,§, 5, etc.

Observons actuellement que V, dinsi que chacune des » quantités
¢, 1, §, etc., sera une foaction de a7 -+ 1 quantités indépendantes
entre elles, savoir, ¢, 2,6, 3, etc., &/, €, 9/, etc. La quantité A sera
une fonction de«, €, y, etc., 2, &', %/, etc., résultante de la for-
mule (6). Par conséquent, si 'on concoit qu'au moyen des valeurs
de @, 4, 6, etc., et de celle de £, on ait éliminé de I'expression de V,
la variable ¢ et les n constantes &', €', 9/, etc., on pourra considérer V
comme une fonction de ces 2n - 1 autres quantités ¢, |, 8, etc.,
h,a,6,9,elc., et écrire, en conséquence,

V=f(¢, ¥, 0, etc., A, a,6,y,etc),

d'oir Yon conclut que si Ton parvient, par un moyen quelconque,
a trouver cette fonction £} et qu'on la substitue ala place de V dans
P’équation (8), elle devra rendre cette équation identique par rap-
port aux an = 1 variations J%, /'@, M, 99, etc., da, 5€, Iy, etc.;
de sorte que I'on aura ce systeme de an < 1 équations, savoir ;

/A

dh — ’

%=P; %{=Q, %:‘R' etc., (9)
d d d,
£=_A,£=—B,£=—-C,etc.,

duquel on déduira par T'élimination des n quantités %’, %‘TL, f}:-, etc.,
et de I'une des an-1 constantes arbitraires %, @, €, 9, etc., a', €,
%', elc., un autre systeme de z équations entre ¢, @, , 6, etc., et
Jes an constautes restantes , qui exprimera les intégrales complétes des
équations (n)," ou des équations différentielles du second ordre (m),

R T A TR IEICEC NI N | B Rt . e e . Prr oo omr ireRuat o sTERCRCR YRETEIILEE G0} ¢
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{m,), (m,), etc., réduites au nombre 2 au moyen des dquations (@)
données entre x, 7, z, x,, etc.

Ainsi, dans tous les cas ou le principe des forces vives a lieu , lin-
tégration des équations différentielles du mouvement d'un systéme
de corps liés entre enx comme on voudra, est ramende & la déter-
mination de la fonction que nous désignons par f. On ne doit pas
confondre cette proposition avec le principe de la moindre action .
qui n'est qu'une régle, inutile aujourd’hu, pour former les équations
diftérenticlles du mouvement, tandis que la proposition dout il s'agit
maintenant, en fait connaitre les intégrales, toutes les fois que l'on
est parvenu a déterminer une certaine quantité V, el a mettre sa valeur
sous la forme que nous supposons , c'est-a-dire 4 I'exprimer en fonc-
tion desinconnues @, |, 8, etc., de leurs valeurs initjales ,6, 9, ete.,
ct de la constante % de I'équation des forces vives. Cette méthode
dintégration est celle que M. amilton a donnée dans le memoire
cité au commeuncement de celui-ci, mais pour le cas seulement des
€quations (m), (m), (m,), etc., ou d'un systeme de points matéviels
enti¢rement libres. Elle s’étend, comme nous venons de le faire voir,
aux €quations (n) relatives au mouvement d’un systeme quelconque
de corps; mais malgré cette extension, l'usage en serait encore treés
borné et & peu prés nul, si I'on voulait, comme lauteur le propose ,
la faire servir & trouver toutes les intégrales premiéres et secondes des
équations du mouvement, et qu'il fallit déterminer ¢ priori la fonc-
tion V, sans connaitre aucune de ces intégrales. Quand on con-
naitra un nombre convenable des intégrales premiéres, cette methode
pourra servir a achever l'intégration ; et nous ¢n donnerons tout 4
I'heure un exemple..

v,

Pour expliquer la marcle qu'il faudra suivre, en genéral, suppo-
sons d’abord qu’au moyen des équations (@), on ait réduit lintégrale
que V représente a la forme

V = [(Xdp + Ydy o Zd) + etc.);

X,Y, Z, etc. , étant des fonctions donndes des 7 variables 2, ,6, cte.,
Toma 1. — Sepressre 1837, : 43
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‘e oppe e . dp d¥ di
et de leurs coefhicients différentiels -f, b g
de’ode’ dt

gnés, pour plus de simplicité, par ¢', 4, ¢'. etc. Soient

, etc., qui seront dési-

G = o, G = v, G'= o, ele., (10)

les intéprales premicres des équations (r) que Pon suppose connues,
qui sont distinctes de I'équation des forces vives, ¢t qui ne conticnnent
pas non plus le temps £ explicitement, de sorte que G, G', G", etc., re-
présentent des fouctions de @, 4, 0, ete., ¢, 4/, ¥, etc., et d'un
nombre de constantes arbitraires g, g, g", etc., égal a celui de ces
équations (10). On pourra aussi représenter I'équation des forces vives,
qu’il faudra joindre a celles-la, par

H=0;‘ (11)

et H sera une fonction de @, , 0, etc., ¢, J/, ¥, etc., et de la
constante particuliere 4.

1l suffirait que n fiit le nombre de ces équations (10) et (1 1), pour
qu'on en pit déduire les valeurs de ¢/, 4/, &, etc., et quen substi-
tuant ensuite ces valeurs dans les fonctions X, Y, Z, etc., la formule
contenue sous le signe [ ne renfermat plus que les variables ¢,
4, 8, etc., dont elle contient les différentielles. Mais quoique, dapres
la formule (8), la variation de V, par rapport & ces n variables, ne
contienne plus dg, d, 9, ctc., sous le signe [, il ne sensuit pas
que la formule Xdp + Vdy + Zd + etc., satisfera toujours aux
conditions d’intégrabilité d’une formule différentielle & n variables
indépendantes , ou qu’elle puisse s'inlégrer indépendamment d’aucune
relation entre @, \, 8, etc. : si cette formule est intégrable, le signe [
disparaitra dans la variation de son intégrale; nais l'inverse de
cette proposition n’a pas lieu nécessairement.

En effet, quelles que soient les fonctions de @, <}, 8, ete., ¢', Y/,
¥, etc., représentées par X, Y, Z, etc., on aura aprés Vélimination
de ¢/, 4/, ¥, etc., -
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= fXd ¢ + Yd.d + Zd.Jz + etc.)

+f( J‘<P+d¢' cf¢+‘% JG—I—etc.)d(P

+ /(% J“(p-{-ﬂ o B 50 + etc)) dy
+f(d¢ J¢+d, N+ g etc.) df
-+ elc.

En intégrant par partie, la premiére intégrale devient

X8 + Y&y + ZJ9 + ete.
— (& so + T o4 + L 50 4 etc)) do
—‘f(%}‘p"'%';\lf"l'nd‘ed-etc.)d\p
—[(G 9o + G N +E 20+ ete) db
— etc.;

et si 'on suppose, pour lixer les idées, que les variables ¢, +, §, etc.,
soient seulement au nombre de trois, l'expression de &'V pourra
s'éerive ainsi

IV = Xdp + Yoy -+ Z46
TG - (- D)@ ] e
G- Do+ @ -Dalw
(G PNC I T P

Or, les conditions d'intégrabilite connues de la formule Xdp - Yd¢
- Zd8, savoir :

dY __dX dL _dX d% oY
HTTAp L& @
font évidemment disparattre les signes / de I'expression de 'V ; mais

pour quils disparaissent , quelles que soient les variations 4o, 4'., J¥,
43..
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il suffit qu’on ait

(d_‘f_.j_’i)@ +(‘fgi——'%)d€=o,

de
A ERICES LR
)b+ (G D=

équations dont la troisieme est une suite des deux autres, et qui
peuvent avoir lieu, en vertu de quelque relation particuliere entre @,
4, 8, sans queles coefficients de 4o, dy , df, soient zéro, C’est~a-dire
sans que les conditions d’intégrabilité précédentes soient satisfaites. Si,
au lieu de trois ou d’'un plus grand nombre de variables, il y en a
deux seulement @ et~} , 'expression de J'V se réduira a

IV = Xdo + ¥y + [(G — F7) (dedy — Ide);

ct le signe [ 0’y pourra disparaitre, & moins qu’on n’ait

Y _ dX
T Ay

mais si cette équation n’est point identique, cest-a-dire si elle n’a
lieu qu'en vertu d’une relation entre @ et ), il ne s'ensuivra pas que
la formule Xd@ + Yd4 soit une différentielle a2 deux variables.

Cela posé, soit n—i le nombre des équations (10) et (11), qui excé-
dera de i celui des quantités ¢/, J/, &, etc. Il faudra que i soit moindre
que n; car si l'on avait i = n, on tirerait des an équations (10)
et ((1), qui ne contiennent pas le temps ¢ explicitement, des va-
leurs constantes pour les n inconnues @, <}, 8, et pour leurs coeffi-

cients differentiels ¢°, ', &, etc. Désignons par
E=o0, E =0, E'=o, etc., (12)

les équations entre @, } , 8, etc., qui résulteront de P'élimination de
o', 4/, 8, etc., entre ces intégrales (10) et (11), et dont le nombre sera
égal a i. Ayant aussi €liminé ¢/, 4, §, etc., de chacune des quantités
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N, Y, Z, ete,; si la formule Xdp + Yd - ZdB - etc., satisfait aux
conditions d'intégrabilité, en vertu des équations (12) qui réduiront a
n—ile nombre des variables indépendantes, on effectuera I'intégration
par les regles ordinaires, et il en résultera une valeur de V en fonction
de ces n—i variables et des n+-i constantes arbitraires que renferment
les équations (10) et (11). On pourra ensuite, au moyen des équa-
tions (12), réintroduire dans V toutes les variables @, 4, 4, etc.,
en en ¢éliminant un nombre égal a i de constantes arbitraires, diffé-
rentes de 2 que nous conserverons. Si I'on observe d'ailleurs que V
doit étre zéro, par hypothése, pour ¢ = o, on aura donc finalement

V=F@,,08,ctc., %,e,¢,e" etc.) — k;

e, €, e", etc., étant les n — 1 conslantes arbitraires que 1'on aura con-
servées avec %, et qui seront une partie des constantes g, g°,
g", etc., ou plus généralement, des fonctions de celles-ci; F dési-
gnant une fonction connue de 2r quantités, dont n variables et

n conslantes; et en faisant, pour abréger,
F(a,6,y,etc., h,e, e, " ete.) =k

Les n constantes 4, ¢, ¢/, ', elc., ne peuvent étre que des fonc-
tions des valeurs initiales 2, €, 7y, etc., 2/, €',9/, etc., de @, 4,
§, etc., @', ', 0, etc.; les n variables @, 1, 8, etc., sont aussi des
fonctions de ¢, ¢, €, %, etc., &', €, 9/, etc.; en joignant la valeur
de k acellesde @, |, 8, etc., 2, e,¢, " etc., il en résullera 21 + 1
équations, entre lesquelles on peut concevoir que Pon ait éliminé ¢,
a/y €'y 9/, etc., pour en déduire ensuite des valeurs de «, &, 5, etr.,
en fonction de @, 4, 6, etc., &, %, e, €, €, etc. De cette maniére, on
pourra considérer la valeur de V, représentée plus haut par Ja fonc-
tion f, comme une fonction de ces 2r -}~ 1 derniéres quantités; elle
devra alors étre identique avec celle que I'on vient d'écrire; et en éga-
lant, de part et d’autre, dans les variations completes de ces deux
expressions de V, les coeflicients de chacune des variations de ¢, ¢,
6, etc., k, h,e, ¢, €, etc., on obliendra un nombre 2n < 1 d'é-
quations pour remplacer les équations (9). Parmi ces nouvelles équa-
tions, nous aurons seulcment besoin de celles qui proviennent des
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variations de 4, e, €, ¢, etc., et qui scront, d'apres lu formule '8,

dJF

dF _, dF
%ﬂ

dar
F=—t+e =1 ?=1’, =1", etc., (13)
en faisant, pour abreéger,

d de . d
A£+BZ+CJZ+etC.= —,

I
|

dz dé dy
AZ+ Bdh»—f—sz'f‘etc-

da d: dy 1
AJL;"*' B;{g+ Cw+elc.=-— ’,
etc.

Quoique nous considérions a, €, 3, etc., dans ces diftérentiations,
comme des fonctionsde %, e, ¢, ¢, etc., et de @, 4, 8, etc.; ces
quantitésa, €, %, etc., étant des conslantes arbitraires par rapport a ¢,
quelles que soient les valeursde /2, ¢, ¢, ", elc. , il s'ensuit que leurs
différences partielles sont également des quanmes constantes, aussi
bien que A, B, C, etc., et par conséquent aussi, les n quantités e, ¢,
U, 1", etc. Maintenant, les ¢quations (12) et (1Z), dont le nombre
total est 2 i, seront des intégrales des équations (n), en quantités
finies, qui devront se réduire, dans chaque cas, 4 un nombre n d’¢-
quations distinctes, contenant les variables ¢, @, 4, 8, etc., et 2n
constantes arbitraires.

S V.

Appliquons ces considérations genérales au mouvement d’un point
matériel, entierement libre et soumis a une force dirigée vers un
centre fixe.

Supposons que ce point soit cclui dont x, ¥, 3, sont les trois coor-
données; placons le centre fixe a leur origine; les trois composantes
de la force dirigée vers ce point seront entre elles comme ces coor-
données ; on aura douc

dU__ _dU _dU U 4V dU

]‘dj—-xd'?, x;:zd—:-, ZEJ—=I¢T;;

o awmmme anpe e s
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et si Pon désigne par r la distance du mobile au centre fixe, de sorte
qu’'on ait ' )
x4 =r

on ne pourra satisfaire a ces équations qu'en prenant pour U une
fonction de ce rayon vecteur r. En la désignant par R, et prenant
aussi la masse du mobile pour unité, les trois équations du mouve-
ment seront
dx _dRx dy __dRy dz
& T drr W T drrt de T

S
3N

On aura, pour 'équation des forces vives,
-;(x" +]"+2-"')=B.+’l, (a)
et, pour les trois équations que fournit le principe des aires,

xy —yx'=g, ' ~xi=g, yi'—z'=g" (€)

Ces quatre intégrales complétes des équations du mouvement s'en
déduisent d'ailleurs immédiatement. l.es trois derniéres donnent

celle~ci

g2 + gy + gx = o, ()

qui est une intégrale seconde, et qui montre que la trajectoire du
mobile est comprise dans un plan passant par le centre fixe, ce quon
peut aussi regarder comme évident a priori. Enfin Pintégrale que- V
représente, se réduit a :

V = f(z'dx + y'dy + 2'dz).

En joignant I'équalion (a) aux deux premiéres équations (€), on en
déduit

x = _EL;,.Q + ,1 V(aRr+4 ahr* — g' —g"*)x* — (g'y 4= g2),

l

y = EEHET N I SR b — g —g ) — (57 +87)»

xr?

= 8 ErTeNy (g‘r+gz)r+%.\/(2“’"+2’""""g"gh)x"(glj"f‘gz')’t

xr*
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Or, ces valeuvs de x’, 7/, 2/, déduiles de trois intégrales premieres :]es
équations du mouvement, ne rendent pas la lk)rnl}xle’x'dx ~+ y'dy
—+ 7'dz une différentielle exacte a trois variables mdependan?cjs x,
¥, 5; mais, si I'on suppose ces variables lices entre elles par l'equa-
tion (), les valeurs de 2/, y’, 2, devicnnent

= g_z_;-__g_;_’_*_;{ \VaRr 4 2hir — ¢,

]-’=5:f_;.§3+-§: VaRr* o= ohr* — e,

, LV Dla: z
7= 6:'{779""";; VaRr 4 ahrt — e,
ou l'on a fait, pour abréger,

ga+glg+gln= el;

et il en résulte d’abord

Z'dx <4 y'dy = 2'ds = % V2Rr* - 2hrt— e dr
-+ ;'; (8(xdy — ydx) = g' (zdx — xdz)+ g" (yds — zdy))

Soit v 'angle que fait le rayon vecteur r avec une ligne fixe, menée par
Torigine des coordonnées, dans le plan de la trajectoire; l'aire décrite
par ce rayon, dans un temps infiniment petit, sera r2dy; les coefficients
de g, g', 8", exprimeront ses projections sur les trois plans des coor-
donnees ; et, comme d’aprés 'équation (3.), les cosinus des inclinaisons

’ U
du plan de la trajectoire sur ces trois plans, sont, g, 5;’-, 6—;- , On en con-

clura

- xdy = ydx= gr’dv, 2da—zdzz=E1% ydz — zdy = grdv.

e e ! e

Par conséquent, on aura

x'dx 4 y'dy42'dz = ; V2Rr == 2hr'—e* dr 4- edy;

formule qui se trouve ainsi réduite & une différentielle exacte i denx
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variables r et v, et d'ou J'on tire, en intégrant,
V = f; VaRr 4 2k — et dr + ev — k;

k étant, comme plus haut, la constante qui rend nulle la valeur de V
relativea £ = o.

Au lieu des coordonnées x, y, z, on peut prendre les trois varia-
bles z, r, ¢, pour déterminer a chaque instant la position du mobile;
et comme ce point matériél est enticrement libre, on peut aussi
prendre z, r, v, pour les inconnues que nous avons désignées gé-
néralement par @, <, 8. Abstraction faite de son dernier terme, la
valeur de V que nous trouvons sera alors la fonction F de Iarticle
précédent ; laquelle, dans le cas particulier dont nous nous occupons,
ne renferime que deux variables ret v, et deux constantes arbitraires &
et e. Les deux premiéres équations (13) seront

rdr
{ - § == —f .
rV aRr ok A

g — | ==

f dr
ry 2R 5 2hr e’

en mettant dansla seconde e/au lieu de Z, et divisant par e. La troiiseme
se réduira a I'==o0: et il n’y aura pas lieu de considérer les suivantes.
On pourra dailleurs remplacer I'équation () par celle-ci :

z = 6r sin(v — a),

ou I'on désigne par « I'angle que fait I'intersection du plan de la tra-
jectoire et du plan des x ety avec la ligne fixe d'ou l'on comple
Vangle ¢, et par € l¢ sinus de Pinclinaison du premier plan sur le
second. De cette maniére, ces trois équations seront les intégrales
complétes de celles du mouvement entre les quatre variables ¢, r,
- v, 5, et les six constantes arbitraires &, ¢, ¢, , «, €; ce qui coincide
avec les formules connues.
On aurait pu simplifier le calcul en prenant le plan de la trajectoire
pour 'un des trois plans des coordonaées x, Y, %; on a conservé des
directions quelconques aux axes des coordonnées, afin que cet exemple

44
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présentat les principales circonstances de la méthode géneérale, et
pour montrer que la formule x'dx -+ y'dy + z'dz n’est une diffe-
rentielle exacte qu'en vertu d'une relation particuli¢cre entre x, y,
z, qui se trouve remplacée par I'une de ces coordonnées égalée a
zéro, lorsqu'on fait coincider le plan des deux autres avec celui
dela trajectoire.

§ VI.

Considérons encore le cas d’'un point matériel entiérement libre,
dont la force motrice ait toujours ses trois composantes exprimées
par les différences partielles d’'une méme fonction U des coordon-
nées, mais ne soit pas dirigée vers un centre fixe, comme dans
Pexemple précédent. Supposons que ce mouvement ait licu dans un
plan que nous prendrons pour celui des xr et y; de sorte que les
équations différentielles du second ordre se réduisent & deux , savoir :

dz __dU  dy __dU,
¢ = dz’ df T dy’

U étant une fonction donnée de & et y. L'intégrale que V repré-
senle se réduira aussi a

V = f(x'dx 4+ y'dy);
Véquation des forces vives sera

@ r=U4+h (@A)

et si ’on représente par

Jx, 7, y)=1g8, (8)
une intégrale premiére des deux équations du mouvement, on ti-
rera de ces deux derniéres équations, des valeurs de x' et ', en
fonctions des deux variables x’ et ', et des deux constantes arhi-
traires . et g. Or, pourvu que la fonction donnée f ne soit pas

seulement une fonction de la quantité x™* - »'*, et des variables x
et y, Cest-a-dire pourvu qu'en éliminant I'une des variables &' ou ',
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entre les deux derniéres équations, Fautre variable y' ou x' ne dis-
paraisse pas en méme temps, les valeurs de x’ et )’ tirdes de ces
€équations rendront la formule x’dx +~ y'dy une différentielle exacte,
ainsi qu'on le prouvera tout a 'heure. Cela ¢tant, on obtiendra par les
régles ordinaires, I'expression de V en fonction de x, 7, &, g; et
d'apras les équations (13), on en déduira

f(‘!;]% (1.:c+f%:-dj) — t + ¢,

f(%::— ‘(7 )=l.

pour les intégrales, en quantités finies, des deux équations du mou-
vement; &, g, ¢, [, étant les quatre conslantes arbitraires. La seconde
de ces intégrales sera I'équation de la trajectoire, et la premiére déter-
minera le temps ¢ en founction des coordonnées du mobhile.

Ce résultat coincide avec celui que M. Jacobi a énoncé dans une lettre
adressée an dernier a I'lustitut-(*). 1) se rapporte, comme on voil,
ala théorie de M. Hamilton; mais en faisant concourir i la détermi-
nation de la fonction V, indépendamment de 'équation des forces
vives, une autre intégrale premiére des équations du mouvement,
gue l'on suppose donnée a priori.

Pour faire voir que les valeurs de x’ et )’ tirées des équations () et
(g), satisfont ala condition d’intégrabilité de la formule x'dx + y'dy,

Cest-a-dire & I'équation

dx’ __ dy’
dy =dz’

jobserve que ces valeurs doivent rendre identiques les équations d’ou
elles sont déduites; en différentiant chacune de ces équatiouns suc-
cessivement par rapport a X et par rapport a y, on aura donc

o L Hde A dr d_dU
ato Iy = T HpTY dx — dz’
d df d df d , dx’ dy’ dU
f j .Z‘ fJ" x f_+ r ay ;

tawy Ty =% Tyt y=z

(*) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences ; 18 juillet 1836.

bhes



B

336 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

vy e e dz’ ! , . g
par I'élimination de d.—: et % , entre ces quatre équations, il vient

df . AU cdf A N
Yo+ g+ = r)E=o
af . df dU a ar  N\da=' __

Sr+ pyt(er—5)s =

1)

et, par conséquent,
df g iy dfdU_ dfdU cdf o A (Y
drx"‘e‘i}f"'ﬁ?dx*dfar'*'(dfx ') a3 )=

or, Péquation (g) étant une intégrale premiére des équations du
mouvement , il faut qu'en la différentiant par rapport a ¢, ce qui

o g . . . dx’ dy’
fait disparaitre la constante g. et substituant ensuite pour 4 et =

1 1 il th données par ces équations, on ait identi
eurs valeurs - et o ées par ces équations, it identique-

ment
o .. df , , df dG , dfdU__
3;x+3__}] + 37 iz dj'E—O‘

au moyen de quoi I'équation qu'on vient d'écrire se réduit 2

df 1] d_f ’ dj dx’ —

d—jx-—-‘z;:f) Fl‘——dj =0,
et comme le premier facteur de celle-ci n'est pas nul, puisqu'on
a supposé que la fonction désignée par f n’est pas une fonction

de x*+ ", il faut que le second facteur soit xéro; ce qu’il s'a-
gissait de démontrer.




