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JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

NOTE 

Relative à un passage de la Mécanique céleste : 

PAR M. POISSON. 

Dans le n° 26 du III' livre, l'auteur s'est proposé de démontrer, 
sans recourir à la réduction en série, qu'un fluide homogène, tour-
nant uniformément autour d'un axe fixe, n'a qu'une seule figure d'é-
quilibre, très peu différente de la sphère. L'objection que M. Lionville 
a faite contre la généralité de cette démonstration est réelle (*); 
mais la démonstration générale qu'il a substituée à celle de la Méca-
nique. céleste est fort compliquée, et l'on parvient plus simplement au 
résultat par les considérations suivantes, qui diffèrent moins de celles 
que Laplace avait employées. 

Je conserve, sans les rappeler ici, toutes les notations du mémoire 
de M. Liouville, et l'équation (A) citée au commencement de l'article 
second, savoir : 

C — iji Y — Y' sin pdpdq — ~g[i — μ')· (A) 

Le rayon vecteur r d'un point quelconque de la surface, est repré-
senté par 

r = a (1 + etY). 

L'inconnue Y peut être une fonction quelconque de deux variables 
désignées par μ, et <®·, pourvu qu'elle conserve toujours une valeur 
finie. On ne suppose pas que la surface soit de révolution, ou que Y 

Ο Voyez le cahier de ce journal du mois de juin dernier. 
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ne dépende pas de l'angle <τ&\ on ne suppose pas non plus que le 
fluide ait son centre de gravité sur l'axe de rotation ; on suppose seu-
lement sa figure très peu différente d'une sphère qui aurait son centre 
sur cet axe. La constante a peut différer du rayon de la sphère équi-
valente au volume du fluide, pourvu que la différence soit de l'ordre 
de petitesse de la fraction et, le même que celui de la fraction g, et dont 
on néglige le carré. 

La condition rigoureuse de l'équilibre consiste en ce que la somme 
des éléments du fluide divisés par leurs distances respectives a un 
point quelconque de la surface, plus la quantité j g(i — μ*) qui pro-
vient delà force centrifuge de ce point, soit une constante. La partie 
de cette constante relative à la sphère du rayon a et indépendante 

de la force centrifuge, est égale à —~ ,· la partie relative à cette force 

et à la non-sphéricité du fluide, est la constante C de l'équation pré-
cédente, prise avec ur. signe contraire; en désignant par y sa valeur 
complète, on a donc 

y — ~~ — a*C. 

Or, pour chaque figure possible d'équilibre, cette constante y est évi-
demment une quantité déterminée qui ne peut pas dépendre du rayon 
que l'on prend pour a, c'est-à-dire, de la différence entre ce 
rayon et celui de la sphère équivalente au volume donné du fluide ; 
la constante C est donc indéterminée comme cette différence; de telle 
sorte que pour chaque valeur que l'on peut prendre pour a, l'équation 
précédente déterminera la valeur correspondante de C, et que, réci-
proquement , si l'on prend à volonté pour C une valeur qui soit de 
l'ordre de petitesse de et, cette équation déterminera le rayon a. 

Cela posé, faisons 

Y = Ιμ -f- ιημ* + X; 

l et m étant des constantes indéterminées , et X une nouvelle incon-
nue , fonction de μ et <ra·, dont toutes les valeurs sont des quantités 
finies. Soit c la plus grande de ces valeurs ; en faisant 

c — X s Z, 
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l'inconnue Ζ ne pourra plus avoir que des valeurs positives, et l'ex-
pression de Y deviendra 

Y = t -f- ιημ' — Ζ. 
Je la substitue dans l'équation (A). Ce que devient μ dans Y' étant dé-
signé par μ', on a 

u' — μ cos9 ρ — sin* ρ cos ο j 
d'où il résulte 

f;/y ùn pdpdq = γΜ-, μ" sinpdpdq =^(^. + 1); 

et comme on a aussi 

f'J" sin pdpdq = 4
7r

 > 

le résultat de cette substitution, sera 

c = (t5-,w+ "TS" m-~Tc-U 

— Ζ + α Ç'j* Ζ'sinpdpdq, 

Ζ' étant ce que devient Ζ dans Y'. Or, les constantes m et C pouvant 
être prises arbitrairement, on peut supposer qu'on ait 

_m + -.g = o, C= -jg-m - —c-ig; 

ce qui réduit l'équation précédente à celle-ci : 

J p 7J sin pdpdq — y Ζ = o, 

que l'on peut écrire sous cette forme : 

J' I (Z' — j-Z) sin pdpdq = o. 

Maintenant, j'appelle h et k les valeurs de μ et <sr qui répondent à 
la plus petite des valeurs possibles deZ, et je désigne par L cette plus 
petite valeur ; pour μ — h et = k, la dernière équation deviendra 
donc 

J If Γ (Z ~~ 3 L) sinpdpdq = o; 
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mais il est évident que Z' ou Ζ étant, par hypothèse, une quantité po-
sitive ou zéro, la différence Z' — est aussi positive ou nulle; 
tous les éléments de l'intégrale double ayant donc le même signe, 
elle ne peut être nulle qu'autant que le facteur Z' — 5 L sera zéro ; 
condition qui ne peut être remplie qu'autant que Z' ou Ζ sera aussi 
constamment zéro. D'ailleurs, on tire des équations précédentes 

m — c — il Lr-

en substituant donc ces valeurs de m et c dans l'expression de Y, sup-
primant le terme Z, et mettant ensuite cette expression dans celle 
de r, nous aurons 

—[■+“s? 

Ce résultat renferme la constante indéterminée qui tient à l'ori-
gine, aussi indéterminée, des coordonnées sur l'axe de rotation. On 
la fera aisément disparaître par un déplacement convenable de cette 
origine sur cette droite, ou si l'on veut, oti peut tout de suite la 
supposer nulle, et écrire 

-aC)l6ir- £*■} 

On fera aussi disparaître, sans difficulté, les constantes a et C que 
renferme cette valeur de r. En effet, soit 

’[■+ï££-] = K‘ + &)‘('O 

en négligeant les carrés et le produit de g etC, et faisant, pour 
abréger, 

—» 

il en résultera finalement 

r ss ό[ι H- "(ï — A*';]· 

Or, il est facile de s'assurer, d'après cette expression de r, que b est 
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le rayon donué de la sphère équivalente au volume du fluide ; cette 
expression ne contient donc plus rien d'inconnu ou d'indéterminé ; 
et l'on en conclut que le fluide n'a qu'une seule figure possible d'équi-
libre, qui s'écarte très peu de la sphère ; ce qu'il s'agissait de prouver. 

Cette démonstration est plus simple que celle qui est l'ondée sur 
la réduction de r en série d'une certaine forme, et qui suppose con-
nues les propriétés des termes de ce développement, ainsi que la gé-
néralité de cette forme de série, que l'on avait contestée, mais que j'ai 
mise hors de doute dans mon mémoire sur Γattraction des sphé-
roïdes (*). 

Si l'on met 

a = h, clX = «(£ _ μ*), 

dans l'expression a{ι -f· aY) de /·, ce qui l'a fait coïncider avec la 
valeur finale de ce rayon vecteur; que l'on désigne par B, la valeur 
de la constante C qui répond à ces valeurs de a et de α Y ; et que 
l'on ait égard à ce que η représente, on trouvera sans difficulté que 
l'équation (A) se réduit à 

Β = -\g. 

On aura, en même temps, 

y = + ig», 

et comme, d'après ce qu'on a dit plus haut, cette quantité y doit être 
la même, quelque soit le rayon peu différent de b que l'on prenne 
pour a , il faudra qu'on ait 

ψ + \gbF = -
 rt

.C; 

résultat qui coïncide, en effet, avec féquation (a), en négligeant 
toujours les carrés et le produit de g et de C. 

'*) Additions ά la Connaissance des Temps année 1829 


