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THEOREMES

Sur les contacts des lignes et des surfaces courbes ;

Pirn M. CHASLES.

Des courbes planes. On dit que deux courbes ont un contact de
Pordre m, quand elles ont m élémeats consécutifs communs; et alors
elles passent par (m~-1) points infiniment voisins. Cette condition
geéomeétrique, traduite en analyse, fait voir que les deux courbes étant
exprimées par deux €quations entre les coordonnées x, y, obliques
ou rectangulaires, il faut que les m premiers coeflicients différentiels
:;:- , Z—% yore .g—;—'l:,, de la premiére courbe soient égaux respective-
ment a ccux de la seconde, quand on y met pour x et y les coordon-
nées du point de contact.

Ainsi deux courbes auront un contact de ordre m en un point,
quand on reconnaitra que l'une de ces deux couditions, geometrigue
et algébrique, a lieu. ,

Si de I'équation de la premiere courbe oa tire la valeur de la ¢oor-
donnéc x, et qu'on la mette dans’'équation de la seconde courbe » Cette
équation donnera les ordonnées y des points d'intersection des deux
courbes. Ces deux courbes passant par (m - 1) points infiniment voi -
sins, qui, dans la réalité, se réunissent en un seul, Péquation en J aura
(m—-1) racines égales, pour cliaque point ol les deux courbes ont
un contact de l'ordre m. Cette équation sera donc de la forme
(Ey)»+* X fr=o0; léquation Fy==o0 correspondant aux points en
chacun desquels les courbes ont un contact de Yordre m, et.1's

- ) | quation
Sy = o aux autres points d’intersection des deux courbes,
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D'aprés cela, soit ¢ (z, y) = o I'équation de la premiere courbe;
celle de la seconde pourra nécessairement étre mise sous la forme

Ao (x,7) + B[4 (x, NI = o;

A et B pouvant étre des constantes ou des fonctions de x et y. Car la
valeur de x tirée de la premiére équation ¢ (x, y) = o, et mise dans
la seconde, réduira celle-ci a la forme

Sr-(Eyy+i=o;

comme nous venons de faire voir que cela doit étre. Et le point de
contact, ou les ‘points de contact des deux courbes seront détermi-
nés par les deux équations

¢(x,r) =0, e A(x,r)=o0.

Nous pouvons donc énoncer ce théoreme :
1" Tukonime. Les deux équations

¢ =o0, e Ap <4 Bi{""=o,

oit A, B, ¢ et 4 sont des fonctions de x et y , représentent deux
courbes qui ont un contact de Uordre m en chacun des points din-
tersection des deux courbes =o0 et 4 =o;

Et réciproquement, deux courbes qui ont un contact de Lordre m
en un ou plusicurs points, peuvent étre représentées par deux équa-
tions de cette forme. ,

Nous venons d’'obtenir les deux équations ci-dessus, en nous ser-
vant de la condition géométriqgue pour que deux courbes aient un
contact de Yordre m; il est facile de vérifier qu'elles satisfont a la -
condition algébrique, c'est-h-dire que les m coefficients différentiels
% , %;-?;, ces g sont égaux respectivement un i un, dans les deux
courbes, pour les points dont les cordonnées satisfont aux deux
équations p==o0, et 4 =o.

Eo effet, supposons d’abord que A et B soient des quantités cous-
tantes, Cest-a-dire ne contenant ni & ni y; les différentiations suc-

cessives des équations des deux courbes donneront, pour la premiere,

-------
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les m équations
dp = o0, d¢ = o0, d'® = o,...d"¢ = o,

d’'ou l'on tirera les valeurs des m premiers coeflicients différentiels
de cette premiére courbe ; et pour la seconde, les m suivantes qui ser-
viront aussi pour calculer les m premiers coefficients différentiels de
la seconde courbe,

Ade +B(m41)4».d) =0,
Adio - B{m4-1)m. 4" (d )2 ==B(m=4-1){".d*L = o,
Ad*@ +B(m4-1).m . (m— 1)¢m—'(d¢)a+ . .+B(m+n\|,uds¢—o,

»Ad"' +B(m+x)m(m—1) 5.0 ¢(d¢)m+ +B(m+x)¢~ d™}=o.

Tous les termes de chacune de ces équations, excepté le premier,
countiennent le facteur | élevé 2 des puissances qui vont en angmen-
tant jusqu'au dernier terme ou l'exposant de | est tonjours m. On
voit donc que pour chacun des points de la seconde courbe, dont les
coordonnées satisfont a lequatlon 4 == 0, toutes les équations se ré-
duiront a celles-ci: :

dp = o, d0 =o, d'¢=o,....dp = o.

Ce sont précisément les équations provenant de la différentiation de
I'équation p==o0 de la premiére courbe. Donc les m premiers coeffi-
cients différentiels des deux courbes sont €gaux un i un; et consé-
quemment les deux courbes ont un contact de l'ordre 1, en chacun
de leurs points communs dont les coordonnées satisfont 2 Péquation
" = o.

Les deux courbes ne peuvent avoir, en géudral, un contact d’un
ordre plus €leve: parce qu'une différentiation de plus de I'éqyation
donnerait ‘

Adm1@up-B(mA-1).m.(m-1)...2.1.(d " . Bt 1 ) mdm+ o

et la supposition de \L._o ne réduit plus cette equatxon a son pre-~
mier terme seulement, mais bien a ses deux premers termes ; et par
Tome 1I. - Aocr 183~. 39
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, dal+l , . . , .
conséquent la valeur de EzT';-',: quon en tirerait ne sera pas égale a

celle que donnerait Véquation d*+'¢ = o de la premiére courbe.

11 nous reste 2 démontrer le théoréme pour le cas ou A et B sont
des fonctions de x et y.

D'abord si nous supposons que B soit une fonction de x et de y,
nos m équations différentielles de la seconde courbe contiendront de
nouveaux termes provenant de la différentiation de B, et qui seront
tous maltipliés par des puissances de .. Donc, quand on fera | =o,
ces termes disparaitront et les équations se réduiront encore i lenrs
premiers termes.

Eofin, quand A est aussi une foaction de x et 7, au lieu des
simples termes Ade, Ad*¢, Ad’p,. ... auxquels se réduisent les pre-
miers membres des équations différentielles de la seconde courbe,
nous aurons

Ade 4+ ¢dA = o,
Ad*o+4 adA.dp + od*A = o,
Adlo+4 3dAd°¢ + 3dpd*A + ¢d’A = o,

« o . . . e+ e e e

Mais comme on a p==0, la premiere eéquation se réduit i dp—=o,
par suite la seconde se réduit a d*p==0; puis la troisieme 2 d’p=o0;
et ainsi des autres. De sorte que dans le cas ou A et B sont des fonc~
tions de x et 7, les deux équations ¢==o0, et A¢ +By"*' =0, re-
présentent encore deux courbes qui ont un coatact de l'ordre m en
chacun des points d'intersection des deux courbes p=o0, y =o.

2° Tuconine. Si les courbes représentées par les deux équations
¢=o0 et L ==o0, ont un contact de lordre de n en certains points,
les équations

. @=—o0 e AP+ Bl = o

représenteront deux courbes qui auront un contact de lordre
(m~=1) (n+1) — 1 en chacun de ces points.

En effet, les deux courbes ¢ =0 et -} =0, ayant un contact de
ordre n, la seconde équation 4 ==o0, d’'aprés le théoréeme que nous
venons de démontrer, pourra prendre la forme

(RN LR AR AN A AL IR LA
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Ap 4+ B'av = o,

7 étant une fonction de x et y, et A’, B’ des constanles ou des fonc-
tions de x et y indifféremment.

L’équation A@ =4 B"*' =0, deviendra donc
A¢ + B (A’¢ “+ B/”n+1)m+l = a.

Dans le développement du binome (B'z"*+'4-A’g) élevé a la puissance
(m ~+~ 1), le premier terme sera B+ (r+ 13+ et tous les autres con-

tiendront en facteur la fonction @ élevée aux puissances 1, 2, ...,(m—4-1);
le résultat sera donc de la forme

B’m+|,7:(n+l)(m-4>-|) + d'@.
De sorte que I'équation de da seconde courbe est de la forme

A@ + BI:LZ'@ + Blm-i-|7r(a+l)(m+l)] —_ 0.’
(A +Ba)p - B. B gtetdntd) — o,
ou enfin,

aQ + bw.(l+1] m+1) o,

Or, d’aprés le premier théoréme, la courbe représentée par cette
équation a un contact de Pordre (m + 1) (n - 1) — 1, avec la courbe
@ = o, en chacun des points d’intersection des deux courbes p=o0 et
# ==0 ; mais ces points se trouvent aussi sur la courbe + == o0, puis-
que V'on a L =A¢-|- B'a"*!, ce qui prouve que les coordonnées tirées
des deux équations @==o0, w==0 satisfont a 'équation ~ = 0; nous
pouvons donc dire que le contact de I'ordre (m - 1) (n— 1) — 1 des
deux courbes proposées a lieu aux points d’intersection des deux
courbes ¢==o0 et |, =o0. Ce qu’il fallait démontrer.

1l est facile de vérifier, comme pour le premier théoreme, que les
(m-+ 1) (n—— 1)—1 premiers coefficients différentiels des deux
courbes sont égaux un a un; car les équations qui donneront ceux de
la premiére courbe seront

" do = o, 20 =o0, d'% = o,... dorN+Ip = g,
39..
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Quant a celles qui donneront ceux de la seconde courbe qui a pour
équation A@+4-B.L™*' =0, si I'on observe que les deux courbes
Pp=o0 et - ==0 ayant un contact de I'ordre 7z en quelques-uns de leurs
points d’intersection, on a ensemble les équations =0, dp=o,
d*¢=o,...d""'¢=0, et d} =0, d*} =o0,...d"*+ | =0 pour
chacun de ces points, on reconnait aisément qu'en vertu de ces équa-
tions, celles qui donnent les (m 4 1) {n 4 1) — 1 coefficients diffe-
rentiels de la seconde courbe se réduisent précisément a dp=o,
d*¢=o0, d’¢=o0,...d=+Xr+)-1p — o, comme pour la premiere
courbe. Ce qui prouve que les deux courbes auront leurs.....
(m==1)(n=1)—1 premiers coefficients différentiels égaux un a un

respectivement.

Des surfaces courbes. Deux surfaces ont un contact de I'ordre m
suivant une courbe, quand toute surface menée par un point de
cette courbe les coupe suivant deux courbes qui ont, en ce point, un
contact de Pordre m, c’cst-a-dire qui ont m dléments consécutifs
communs. Les deux surfaces auront donc m zones communes, et, par
conséquent, passeront par (m - 1) courbes infiniment voisines entre
lesquelles, deux a deux, sont comprises ces m zones.

L’expression analytique de ces considérations géométriques, c'est
que les coefficients différentiels i%, Z—;, 5:,-;, %‘, , I‘:%y,. e
Jjusques ety compris ceux de Vordre m, dela premiere surface, soient
€gaux respectivement a ceux de la seconde, pour chaque point de la
courbe de contact. '

Cherchons quelle doit étre la forme des équations des deux surfaces.
Si de 'équation de la premiere on tire la valeur de I'abscisse @, et
qu'on la mette dans celle de la seconde, on aura une équation en y
et z qui donnera les projections des courbes d'intersection des deux
surfaces, et qui pourra se décomposer en autant de facteurs qu’il y a
de ces courbes distinctes. Or, les deux surfaces passant par (m 1)
‘courbes infiniment voisines qui, dans la réalité, se confondent, il
devra y avoir (m — 1) facteurs égaux qui représenteront ces (m 1)
courbes ; I'équation en y, z sera donc de la forme

f(rs 3. [F(7, 5)** = o.

W e e b s Crrememimrargreti gt vy
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L'équation F(y, z)==o0 représente la projection de la courbe, ou
des courbes suivant lesquelles les deux surfaces ont un contact de
Pordre m, et I'équation f(y, z)=: o correspond aux autres courbes
d'intersection des deux surfaces.
DB’aprés cela, 'équation de la premiére surface étant

o(x, ¥, 2) = o0,
celle de la seconde sera de la forme
Ao (x, y,2) + B[xL(x,], )" = o;

A et B pouvant étre des fonctions de x, y et z, ou simplement des
constantes. Et les équations de la courbe de contact seront

p(x, 7, 2) =o0 et (x, y, 2) = o.
Ainsi nous poserons ce theoréme :
3¢ Tutorime. Les deux équations
P =o0, et A9 - Bl"+ = o,

ots A, B, @ et sont des fonctions de x, y, z, représentent deux sur-
faces qui ont un contact de lordre m suivant toute U'étendue de la

courbe dintersection des deux surfaces ¢==o0 et i =o.
Et réciproquement, dewx surfaces qui ont un contact de lordre m
suivant une courbe , peuvent étre représentées par ces deux équations.
Il serait facile de vérifier, comme nous I'avons fait pour les cour-

bes, que les deux équations
p=o0 et AP 4 Bl**" = o
satisfont a la condition que les coefficients différentiels

dz  dz dz  dz dzx drz dmz dmz

a;, Z‘y, 71}—” da:_dj’ ‘d‘rn’cv.--dxm’ dx"‘"dj""“;i?"
tivés de la premiére, sont égaux respectivement a ceux tirés de la
seconde, pour tous les points qui satisfont aux deux équations.....
@ =o0 e 4 =o.
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4* Tuéonime. Lorsque deux surfaces ont un contact de lordre m
suivant une courbe, toute surface qui aura avec cette courbe, en un
point , un contact de Pordre n, coupera les deux surfaces suivant
deux courbes qui auront en ce point un contact de lordre.. ..
(ma4=1)(nd=1)—1.

La démonstration de ce théoréeme se déduit facilement de ce qui
precede.

En effet, les deux surfaces peuvent étre représentées par les deux
équations

@==0 et AP + A" = o;

leur contact a lieu suivant la courbe dont les équations sont ¢ =0
et L =o,

Soit F(x, 7, z) = o V'équation de la surface coupante; si I'on en
tire la valeur de x et qu'on la mette dans les équations des deux
surfaces proposées, on aura les équations des projections sur le plan
des yz, des courbes d'intersection de ces deux surfaces par la sur-
face coupante; ces équations seront de la forme

% = o, et Al¢l -+ B',\VKH-H = o,
on
®,, 4., A, et B, sontdes fonctions de y et z.

Or les équations 9,=o0 et ,==0 sont celles des projections
des sections des. deux sarfaces @ = o et ~ = o par la sur-
face coupante; et ces projections doivent avoir entre elles un contact
de lordre n en un point, car les deux sections dont elles sont les pro-
jections ont elles-mémes un contact de Fordre 7 en un point de la
courbe d’intersection des deux surfaces ¢==0, -} =o, puisque la sur-
face coupante a en ce point un contact de I'ordre » avec cette courbe.
Douc, d’aprés le deuxiéme théoréme, les deux courbes

¢, —o et Ao 4+ Bl =o0

ont un tontact de l'ordre (m <= 1) (R4 1) — 1.
Ainsi les sections que la surface coupante fait dans les deux surfaces
se projettent sur un plan quelconque suivant deux courbes qui ont un

B R e I A IR TR B o 0 [ R AR A TS PR ST TR R IR YT T TN TT IR
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contact de Pordre (m+4 1) (7 -4-1)— 1; donc ces deux sections ont
elles-mémes un contact de Vordre (m—=1) (n4-1)—1. C.Q.F.D.
Ce beau théoréme est da 3 M. Ch. Dupin qui F'a démontré par la
théorie générale des fonctions analytiques, dans ses Développements
de Géométrie, p. 231.
On conclut de ce théoreme, que

Quand deux surfaces ont un contact de Uordre m suivant une
courbe, toute ligne qui est tracée sur l'une d'elles et qui a avec cette
courbe un contact de l'ordre n, a un contact de Uordre (m==1 n-=1)—:
avec la seconde surface.

En effet, si par cette ligne on fait passer une surface quelconque,
elle aura un contact de Yordre n avec la courbe de contact des deux
surfaces ; conséquemment elle coupera ces deux surfaces suivant deux
courbes qui auront un contact de lordre (m~1)(n<4-1)—1. La
premiére de ces courbes sera la ligne tracée arbitrairement sur la sur-
face; elle aura donc un contact de Pordre (m— 1)(n~ 1) — 1 avec
laseconde surface, puisqu’elle a un contact de cet ordre avec une ligne
tracée sur cette surface.

Ainsi, quand un cone est circonscrit a une surface quelconque,
toute courbe tracée sur cette surface, qui a un contact de 'ordre n
avec la ligne de contact de cette surface et du coOne, aura un contact
de l'ordre an -1 avec le cone.

Si donc, par cetle courbe, on fait passer un cone qui ait le méme
sommet que le come circonscrit a la surface, ces deux cones auront,
suivant leur aréte commune, un contact de 'ordre 27~ 1; et toute
surface les coupera suivant deux courbes qui auront un contact
du méme ordre. Clest ce qu'on peut exprimer par le théoreme sui-
vant :

Lorsqu’on fait la perspective d’une surface, si une courbe tracée sur
elle a un contact de Uordre n avec son contour apparent, cette courbe
et ce contour auront, en perspective , un contact de lordre 2n—=1.

Supposons que les deux surfaces

@ =o et AQ -} BJ{™* = o,
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qui ont un contact de l'ordre m suivant la courbe représentée par
¢=o et =0, soient toutes deux du second degré; la premiere
équatios @ == o sera du second degré; et il faudra, pour que la se-
conde A - BL"*' = o soit aussi du second degré, que A et B soient
des constantes, et | une fonction linéaire de x, y et z; cest-a-dire
que 4} = o représente un plan; alors 'équation de la seconde sur-

face sera

o + al* = o.

Ce qui prouve d’abord que dewx surfaces du second degré ne peu-
vent avoir quun contact du premier ordre suivant toute létendue
d'une courbe , et eusuite que cette courbe est nécessairement plane.

Une troisieme surface qui serait pareillement circonscrite 4 la pre-
miére, aurait pour équation

¢ 4+ b = o,

7 = o étant I'équation du plan de la courbe de contact. :
La courhe d'intersection de ces deux surfaces circonscrites a la pre-
miere , se trouve sur la surface qui a pour équation

aj? — bx* = o.

1l peut se présenter deux cas, celui ou les coefficients a et & sont
de méme signe, et celui ot ils sont de signes différents.
Dans le premier cas, P'équation ci-dessus prend la forme

(Vad + VE&) (Vi — VEa) = o,
et donne les deux suivantes qui ont lieu séparément,

0,

Va.y + Vb.xr
Va.y — Vb.x
Ces équations représentent deux plans, sur lesquels se trouve I'inter-
section compléete des deux surfaces. Ces plans passent par la droite

d'intersection des plans des courbes de contact des deux surfaces avec
la premiere. Car leurs équations sont satisfaites par les deux \=o,

B ae B TR MU
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w=0 qui sont celles de ces plans des courbes de contact

Ainsi, dans ce premier cas, si les deux surfaces circonscrites & la
premiére se coupent, leur intersection se compose de deux courbes
planes, c’est-a-dire.de deux sections coniques, dont les plans passant
par la droite d’intersection des plans de leurs courbes de contact avec la
premiere surface.

Nous disons si les dewx surfaces se coupent , car Vexistence des
deux plans que nous venons de trouver n'entraine point nécessaire-
ment la réalité de I'intersection des deux surfaces. Ces deux plans re-
présentent seulement une surface du deuxieme degré qui satisfait aus
couditions analytiques de passer par l'intersection compléte des deux
surfaces , soit que cette intersection soit réelle ou imaginaire. Ainsi
les deux surfaces peuvent ne pas se couper quoique les deux plans
existent. '

I faut observer que quand elles se coupent, leur intersection peut
se réduire a une seule courbe plane ; 'autre devenant imaginaire.

Maintenant examinons le cas ou les deux coeflicients a, & sont de
signes différents. Alors 'équation

a* — bx* = o
ne peut étre satisfaite que par les deux suivantes prises simultanément.
\L == O, W = 0,

Ces denx équations représentent une ligue droite qui est I'intersec-
tion des plans des deux courbes de contact. L'intersection des deux
surfaces est donc tout entiere sur cette ligne droite: ce qui prouve
que cette intersection se réduit a deux points qui sont ceux on la
droite rencontre la surface a laquelle elles sont circonscrites.

Cette ligne droite représente une surface du second degré dont deux
des trois axes principaux soat nuls, et qui satisfait a la condition alge-
brique de passer par Vintersection compléte des deux surfaces circons-
crites a la premiere.

Concevons, par exemple, une surface quelconque du second degré
S, et deux courbes plaues tracées sur elle et se coupant en deux points

Tome iI. — Aoct 1835. 4o
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a. b. Que Yune de ces deux coumrbes soit une ellipse, et quon la
prenne pour la courbe de contact d’un ellipsoide A inscrit dans la sur-
face S; et que suivant la seconde courbe on circonscrive a2 la méme
surfice S une autre surface B, ellipsoide ou hyperboloide. Cette sur-
face B et Vellipsoide A n'auront évidemment d’autres points communs

‘que les deux pointsa, b ol se coupent leurs lignes de contact avec la

premiére surface S. Et dans ce cas les deux plans que nous avoos
trouvés précédemment ne peuvent exister; car s'ils existaient ils pas-
seraient par la droite ab, et conséquemment chacun d’eux couperait
les deux surfaces suivant deux courbes différentes, ce qui west pas
pas possible, puisqu’ils doivent faire la méme section dans les deux
surfaces. ’

Aiunsi, dans le cas que nous considérons, la ligne droite ab repré-
sente une des surfaces du second degré, en nombre infini, qu'on peut
faire passer par Vintersection compléte des deux surfaces A, B; et au-
cane de ces surfaces ne peut plus étre, comme dans le cas précédent,
Iensemble de deux plans.

Observons que la droite ab, qui est I'intersection des plans de con-
tact des deux surfaces A, B avec la surface S, peut ne pas rencon-
trer cette dernitre; alors les deux points @, b, sont imaginaires; et
I'intersection des deux surfaces A, B est entiérement imaginaire.

Des considérations précédentes, nons conclurons ce théoréme :

Quand deux surfaces du second degré sont inscrites ou circons=
crites & une méme surface duméme degré, leur intersection com-
pléte est Lensemble de denx courbes planes , ou bien se réduit a deux
points ; :

Dans le premier cas , une des deux courbes , ou toutes les deur ,
peuvent étre imaginaires , quoique leurs plans sont tous deux réels ;

Dans le second cas, les deux points sont tous deux réels ou tous detex
imaginaires.

La premiére partie de ce théoréme est due & Mouge qui I'a énoncée
ainsi : Lorsque deucx surfaces quelconques du second degré sont circons-
crites i une méme troisiéme surface du second degré , elles se coupent
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toujours dans le systéme- de deux courbes planes du second degré (*).
Depuis on I'a reproduite sous le méme énoncé, en remarquant seule-
ment que les deux courbes peuvent étre imaginaires, bien que les
deux plans soient réels. Mais on voit par la discussion dans laquelle
nous venons d'entrer, que cette restriction ne suffil pas pour don-
ner au théoréeme un énoncé complet et rigoureusement exact. 1l
aurait fallu ajouter encove, pour conserver I’énoncé de Monge, que
les deux plans peuvent aussi devenir imaginaires, comme les deux
courbes elles~-mémes, et n’avoir de réel que leur droite d’intersection,
qui alors représente, a elle seule, une surface satisfaisant aux condi-
tions analytiques de passer par l'intersection compléte des deux pro-

posées. :

(*) Correspondance de I’ Ecole Polytechnique, t. 11, p. 321, et t. 111, p- 299.

4o..



