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MÉMOIRE 

Sur le degré et approximation qu'on obtient pour les 
valeurs numériques dune variable qui satisfait α une 
équation différentielle, en employant pour calculer ces 
valeurs diverses équations aux différences plus ou moins 
approchées ; 

PAH G. CORIOLIS. 

Lorsqu'on a à résoudre l'équation 

% =/(*>. 

on le fait au moyen de l'intégrale 

J = ff(x)àx. 

Les valeurs numériques de cette dernière peuvent se calculer par ap-
proximation au moyen de l'équation aux différences 

Δ/ = f(sc)£sx : 

c'est ce qu'on appelle la méthode des quadratures. Au lieu de cette 
équation aux différences, on emploie encore la suivante : 

AT = [/(■*) -f- f(y + ΔΧ)]· 

C'est pour cette formule que le célèbre Euler a donné les termes d'une 
série complémentaire, et que M. Poisson, dans un mémoire qui fait 
partie du recueil de l'Académie , année 1827, a exprimé le reste de 
cette série sous une forme analogue à celui de la série de Taylor. 

Tome H. — Jem i83;. 3o 
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M. Cauchy est, je crois, le premier qui ait fixé une limite à l'erreur 

commise lorsque, pour calculer les valeurs dey tiré de l'équation dif-
férentielle dy = f(x,y) dx

f
 où les variables χ et y paraissent toutes 

deux dans la fonction qui exprime la valeur de ̂ , on se sert dé 

l'équation aux différences 

ày = f(x,y)&x. 
Nous allons d'abord exposer la marche qu'il a snivie, puis noue 

donnerons des limites analogues lorsqu'on emploie diverses autres 
équations aux différences plus ou moins approchées de l'équation 
différentielle. 

Pour faciliter les énoncés, nous concevrons χ et y comme étant 
deux coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan. 

Nous ferons remarquer d'abord que toutes les méthodes d'approxi-
mation pour le calcul des valeurs numériques dey ne peuvent réussir, 
comme on le verra, par la recherche même des limites de l'erreur, 
qu'autant qu'on sait à priori que pour tous les points compris dans un 
certain rectangle sur le plan, ni la fonction f(x, y), ni certaines de 
ses dérivées ne deviennent infinies, et qu'on peut assigner des nombres 
que ces fonctions ne dépassent jamais dans ce rectangle. 

Soit donc A un nombre que f{pc, y) ne puisse dépasser dans le 
rectangle dont les points extrêmes ont pour coordonnées x„, x

u
-+- a, 

— b, y
a
+b. 

Supposons qu'après avoir pris Δχ s=s ~x' , on calcule y„ au 
moyen des équations successives 

Ji — Jo = f(,*o, y
0
)Δx

ί 

jr. —y, = f{*,, y,)&x> 

y* y n—\ f(xn—ι » y«— t) Δχ. 

Il s'agit de reconnaître quelle altération recevait cette valeur de y
B

, 
si, au lieu de diviser x — x0

 en η parties, on multipliait indéfini-
ment les éléments en sous-divisant chacun des accroissements Δχ en 
m éléments Δ'χ plus petits. 
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Soienty
r
 et y

t+xt)
 deux quelconques desjy successifs du calcul pré-

cédent , de telle sorte qu on ait 

Jr+r — Jr = /(*„ /γ)Δ*, 

en sous-dirisant Ax en m éléments A'x et conservant à x, et ay
T
 les 

mêmes valeurs, on aura une nouvelle valeur de y
T+l

 répondant à 
x

r
+, ou à χ, Αχ, laquelle résultera des équations successives 

;!=/, + f(*r , Jr) &lX , 
Π = y\ + /(*, » y\) Δ'Λ: , 

Jr+, =jL_,-h f(xi 

ou x\, x\, xi, etc...., désignant les valeurs de χ intermédiaire 
entre x

r
+

t
 etar, et y\,yl, y\, etc..., les valeurs de y fournies par ces 

équations aux différences. On peut les mettre sous cette forme 

y\ — y, = f{x,, y,) Δ'χ , 
y\ —y, = ffc, /ΟΔ'ΛΤ -f- f(x\, y\)Axx, 

y,+
t
 —y,—F{*R, y,) Δ'χ + HF(*L«, yL-,) A]X. 

Tant que Ax ne dépassera pas j-, c'est-à-dire que A Ax <b, on sera 
sûr que chacune des sommes qui forment les deuxièmes membres sera 
inférieure à AAx, et qu'ainsi tous les y qui paraissent dans le calcul 
seront touS compris entre les limites=b AAx ou y0±b. Ainsi, l'on 
peut poser 

y,+. = y, H- f(y, 4- QAX, y, =t ÛAAX)AX, 

θ étant un nombre fractionnaire entre zéro et l'unité. 
Si donc on désigne par JVr-t-. la différence entre la valeur de ^cal-

culée par l'équation 

y
r
+, = y

r
 -h f(x„y,)Ax, 

3o.. 
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et celle qui résulte des m sous-divisions de AX ; on aura 

«Γ/γ-μ — [f(x,-h θ A Δχ,γ,άζ ΘΑ ΑΧ) — f{x,, /,) ] άχ. 

Si l'on désigne par Ρ et Q les maxima numériques des dérivées 

partielles et dans l'étendue du rectangle dont nous 

avons parlé, et qu'on développe la différence ci-dessus au moyen des 
dérivées partielles, on aura toujours 

jy
r
+. < (p + AQ) àx\ 

Il reste à examiner maintenant quelle sera l'altération partielle pro-
duite sur /, par cette variation Sy

r
+,, en supposant que l'on ne change 

pas le mode de division entre y
f+l

 et y., et que cette dernière quan-
tité ne soit ainsi modifiée que par le seul changement dey

r
+

t
. 

En désignant de même par Sy,+t, Sy
tJr3, etc., les variations cor-

respondantes des quantités y
r+i

, γ,+ι, etc., on aura évidemment 

fyr+l = + [f(X
r
+
t
,Jr+l + — /Or— , /,+ »)] ΔΧ' 

Cette équation fournit l'inégalité suivante : 

<*Vr+. < #«..(« -f* 

et comme on aura semblablement, 

4 -

et ainsi de suite jusqu'à 

Sy. < -h QAj:); 
υη en déduira 

S y. < Sr~, (« 4- Qax)— 

En appliquant cette formule au premier élément ax à partir de x
a

, 
sa sous-division produisant un changement Sy, sur/,, on aura pour 
la variation correspondante Sy„ sur /,, 

S,y η < Sy, (1 4- QAr)'_
t

. 

Si l'on sous-divise ensuite le second élément Δ.χ, on produira sur/. 
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un deuxième changement qui sera limité par l'inégalité 

cP.r» < QAX)—\ 

On continuera à poser des relations semblables qui limiteront les alté-
rations partielles 

Ar»> eic-

Il est clair que l'on aura le changement total sur en faisant la somme 

A» +Ά". + £ iXn + etc. 

En la désignant par ίγ
η
 et se rappelant que toutes ces quantités «Ty», 

cT.V,, etc., sont toutes inférieures à (P -f- AQ)A.r* ; on aura 

jy. < (P + AQ) [(, + Q^"-'] Ajr. 

Cette inégalité subsistant, quel que soit le nombre des nouvelles sous-
divisions de chacun des η éléments Δχ en d'autres plus petits, elle 
aura encore lieu à la limite quand le nouvel jr deviendra la valeur 
exacte ; ainsi elle donne une limite de l'erreur que l'on commet en 
prenant j

n
 au lieu de la limite. 

La marche précédente, tout en donnant une limite pour l'erreur 
commise, a l'avantage de démontrer quey„ converge vers une limite 
lorsque η croît indéfiniment, et qu'il y a une fonction qui satis-
fait à l'équation différentielle : les valeurs de cette fonction peuvent 
ainsi se calculer par la méthode précédente avec telle approximation 
que l'on voudra. 

Telle est l'analyse qu'on doit à M. Cauchy. 
INous remarquerons maintenant que si l'on admet à priori que la 

fonction y existe, la limite précédente peut être réduite à moitié. En 
effet, les valeurs de jr répondant à ar

rH
_, peuvent être mises sous la 

forme 
eh valeurs uç y rgpouuam d x>4., peuvent eire mist 

Or, la valeur approchée de γ que nous désignerons par γ,
+

, est donnée 
par 

—jr + f{x,, /,) ; 
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Ainsi, la seule sous-division à l'infini des éléments entre x, et r,+I 

fait varier y de 
if (x

r
+ A A», jr, ± θΑΔχ) Δτ· 

qui est inférieure à 

CP + AQ) £F. 

C'est la moitié de ce qu'on avait adopté par la marche précédente ; 
ou peut donc poser en général 

jy. < (: L±A9) p'+Qg*)*-»·^ 

Il ne faut pas perdre de vue que ces calculs par éléments ne peuvent 
réussir et conduire ainsi aux valeurs numériques de l'intégrale/ qu'au-
tant qu'on peut assigner un certain rectangle dans lequel ni la fonc-
tion f{x,y), ni les deux dérivées partielles ne deviennent infi-
nies. Les coordonnées extrêmes de ce rectangle étant x

%
, x0-f-a, 

y
Q
 — b et γ

0
 -f- b, on n'est sûr à priori de pouvoir calculer y que 

pour une valeur de χ qui ne dépasse pas ΐ,+ ρ puisque dans ce 
cas seulement on sait que quel que soit l'indice r la valeur numé-
rique de y;—y ο étant plus petite que k{x

t
 — x

0
) sera alors infé-

rieure à b. 
On peut remarquer que, si la fonction f(x, y) reste positive pour 

toute la superficie du demi-rectangle compris entre y
0
 et y

0
-^-b ; 

alors on n'a pas besoin de considérer le demi-rectangle inférieur com-
pris entre y. et y

0
 — b puisqu'on sera sûr alors que dans l'étendue du 

calcul les valeurs de y vont en croissant : ce sera l'inverse si f(x,y) 
reste négative. 

Examinons maintenant le cas où l'on emploie d'autres équations 
aux différences pour calculer les valeurs dey. On peut, par exemple, 
procéder d'une manière analogue à celle qu'on prend pour les inté-
grales définies, quand on leur substitue l'aire d'un polygone au lieu 
dé la somme des rectangles inscrits. On emploie alors l'équation aux 
différences 

/ (*> r) + JVt r + fix, J) Aar)] 
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Examinons dans ce cas quelle limite on peut assigner à l'erreur com-
mise. 

Lorsquey n'existe pas dans f{x,y) et que cette fonction est réduite 
à f{x), Euler a donné une série pour exprimer le complément néces-
saire pour former la valeur de y. M. Poisson a exprimé le premier le 
reste de cette série et a posé ainsi une limite à l'erreur. Il s'est fondé 
sur l'analyse propre aux développements des fonctions en séries de 
sinus et de cosinus. Nous exprimerons ici le reste par le seul emploi 
de la série de Taylor. 

Supposons d'abord qu'on ait une fonction f (x) au lieu de /{x, γ) 
et que l'équation aux différences soit 

4r = C/O) ■+· /(* H- ΔΧ)] ̂ . 

En développant f(x -f- Δτ) et s'arrêtant au troisième terme, cette 
équation devient 

4r = Δ*/(*) + + tox), 

θ étant un coefficient numérique plus petit que l'unité. Mais la valeur 
exacte de Δ/ serait donnée par 

AT = àxf(x) -f. ^-/'(x) + ^/"(x + 0Δ*). 

ainsi la différence entre les deux y pourra être mise sous la forme de 

f(x + βΔ*). 

Si A" désigne la plus grande valeur numérique de f"{x) pour toutes 
les valeurs de χ -+· άΔχ qui peuvent être employées, l'expression ci-
dessus sera inférieure à 

— A". 

Revenons maintenant à l'équation différentielle où les deux variables 
χ et / entrent dans la fonction, et soit 

% = /(*» y)· 
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Nous déduirons y

r+
, dey, par l'équation aux différences 

4r = {[/(*> r) + fx>r + f(*> r)**]} τ ; 

posons, pour abréger, 

r + Ax> J)** — f* 
et désignons par Y la valeur exacte de y. Nous pourrons remplacer 
l'équation aux différences qui fournit les y, par la suivante 

Hy = \f(x,T) + f{x, f(x, ï)-/(«, 

Le premier terme du deuxième membre de cette équation peut être 
considéré comme une fonction de x, ainsi par la formule qu'on vient 
de donner pour ce cas, la différence entre ce terme et ce qu'il devait 
être pour donner la valeur exacte Y est plus petite que 

— A". 

La quantité A" étant la plus grande valeur numérique de la dérivée de 
f(,χ, y) prise par rapport à χ, en y regardant y comme une fonc-
tion de x. En désignant par R, S, Τ les plus grandes valeurs numé-
riques des trois dérivées partielles du deuxième ordre de f(xfy)'> 
on aura 

A" < R + aSA + TA* + Q(P + AQ). 

Cherchons maintenant une limite du deuxième terme de l'équation 
ci-dessus, c'est-à-dire une limite de 

-[/<*, *) - Λ*. r')lT-

Lorsqu'on veut passer de χ à χ + Αχ, on a 

Y =y H- f{x, y)Ax + f'(x + θΑχ, y ± θΑΑτ) ~ ; 

de plus, d'après la définition dey', on a 

y =y + /(*, y)A*, 
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Y s= y 4- f'(pc + 6Ar, y =fc ΘΑΔΛΤ)^-. 

Introduisant cette valeur de Y dans f(x, Y) —f{pc, y), et rempla-
çant cette différence par une valeur moyenne de la dérivée partielle 
qui lui correspond, c'est-à-dire, la développant par la formule de 
Taylor arrêtée à la première dérivée j on aura 

—^ d/[" ' + 6f' <* + ΰΔτ ' *± >ΑΔ*»/'(X+QAJC, y d= ΘΑΔ*). 

Ayant désigné par Ρ et Q les plus grandes valeurs numériques des 

dérivées partielles et pour toutes les valeurs de χ 
et dey qui peuvent être employées dans le calcul, l'expression ci-
dessus, en faisant abstraction du signe, sera inférieure numérique-
ment à 

^ (P 4" AQ) Q. 

Ainsi, dans le cas le plus défavorable, où le signe des deux par-
ties que nous venons de calculer serait le même, la limite de l'erreur 
totale commise sur uny,

+
, quelconque, sera donnée par 

«r/w. < ψ + (Ρ + AQJQ]. 

Maintenant, il reste à voir quelle influence a l'erreur «iy
r+I

 sur 7. 
quand on sous-divise les éléments Δ or. 

Comme on a 

fOcfn-u. 4- 0-4- AxQJV, 

on en déduit 

I . ¿ Y 

ou bien, 

<&,+. < (1 + QAa? -1- Q· ; 

011 aura de même 

< jy,+. (1 -f- QûX -h — 
et ainsi de suite. 

T«nw H. — Juillet 1837. 3l 
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En multipliant ces inégalités l'une par l'autre, on aura 

r» < <fyr+> (» H- QAx + Q' Ç-) ; 

l'erreur totale sur y
u
 est la somme de tous les résultant des 

changements produits par les sous-divisions des Δχ ; et comme on 
a toujours, quel que soit l'indice r, 

< χ [ j + Q(P + AQ)]i 

on aura pour l'erreur totale sur 

- h r r . 
i^X 

Q+Q'T 

A1' étant limité dans cette formule par 

A' < R + aSA + TA· -f- (P -f- AQ) Q. 

Le dernier facteur qui entre dans la limite de S'y,, prend une valeur 
finie pour ΔΧ infiniment petit et η infiniment grand; ainsi l'erreur 
est de l'ordre de ΔΧ". 

Eu égard aux signes des différences qui ont introduit A* et 
Q(P + AQ), on peut remarquer que si la fonction f(x,y) et ses 
dérivées du premier et du deuxième ordre étaient de même signe dans 
l'étendue du rectangle dont nous avons parlé, alors on pourrait dans 
l'expression ci-dessus remplacer le facteur 

£-MP + AQ)Qpar £-(P + AQ)Q, 

ou par 
R
 + 2

AS + A*T~ JQ(P + AQ). 

On peut donner également la limite de l'erreur commise lorsqu on 
emploie une équation aux différences formée d'un certain nombre de 
termes de la série de Taylor. 

Ainsi, en partant de 
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ir-
 d

m
f'(x, γ ) Ar-

l'erreur commise sur y -{- Ajr, répondant à χ -{- àx, sera moindre 
que la plus grande valeur de 

dM+'f(x + 9&x,y:tôAdx) &xm+' 
dxra+1 ' 1.2.3.. (m-f-i)' 

En désignant par ACm"+",) la pins grande valeur de la dérivée totale 
qui forme le premier facteur de cette expression, et par J'/ l'erreur 
sur y -f- Ay, on aura 

er, on pose en general la 

L'altération de^,.+,, résultant seulement de celle de y,, sera don · 
née par 

dj,+l_dr,1 ¿7,4.*"+-... — 

Si, pour abréger, on pose en général la dérivée totale. . . . 

—z—r—Î-=£_Î — aim} : on aura 

Arm \ 

y devant avoir uné valeur entre y, el y
r
-\- £y

t
, dans les expres-

d a daCmî sions "7" · · · · * ι 1 · 
En procédant comme dans le cas précédent, et désignant les plus 

grandes valeurs numériques des denvees-^ . . . • -dy- > quel que soit 
y dans l'intérieur du rectangle, par 

OA A" Aw 

on trouvera que l'erreur -ur y
n

, résultant du seul changement £y
r 

sur y, sera limité par 

£,y
n

 < jy, (i -t-QAx-f-A:^- 4- μ Ai") 

3i.. 
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comme toutes les quantités £y, sont limitées par 

cfr < Α(η+,) f*"4" 

et qu'en outre l'erreur totale £y
n
 de y

n
 est donnée par 

£y« = J*4- J*.7» + Jsjn ■. ■ Λ/», 
uv-

ura 
rffi+QA*+...A.,c*o 

le dernier facteur du deuxième membre étant fini quand η devient 
infini, la limite de l'erreur est de l'ordre de ΔΛ·". 

Lorsque η devient très grand, et par conséquent lorsque Ax devient 
très petit devant l'intervalle total x„ — x

t
, on peut poser 

Ar» 1.2.3. . .m-f-i 

Examinons encore ce que devient la limite de l'erreur quand on 
emploie pour équation aux différences l'intégrale d'une équation diffé-
rentielle linéaire très approchée de l'équation différentielle du pro-
blème. 

Suivant que ce sera la variable χ ο\ι la variable y qui, par la nature 
de la question, variera le moins rapidement en développant f{x, y) à 
partir de x„ et y

a
 suivant les puissances des accroissements de χ ou 

dey, on développera f(x, y) suivant les puissances de l'accroissement 
de χ ou de 7. 

Soit donc, pour fixer les idées, y la variable qu'on sait, par la na-
ture de la question, devoir varier le moins rapidement; on posera 
y=zy

0
-1- », et l'on remplacera l'équation différentielle 

% = /(*■->") 
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par l'équation différentielle linéaire 

g - /(*>/.) + if%r'y »■ 

Nous poserons, pour simplifier l'écriture, 

f(x, y)-- a, 
df (x ■ J) __ _ 

Aj — ?' 

« et η étant ici des fonctions de x. L'intégrale de l'équation linéaire 
ci-dessus sera 

τι = eJ it 
h-Adj 

adx, 

En se servant de cette équation comme d'une équation aux différences, 
on posera 

Δ y s= eJ Ie adx. 

On peut encore écrire cette équation sous la forme 

crire cene equation sous la tormei 

x,+, étant ici égal à Χ,-+-ΔΧ. 

Pour avoir une limite de la différence entre cette valeur de j"
r+I

 et 
celle qui est exacte, on remarquera que cette valeur exacte peut 
être considérée comme fournie par l'intégrale de l'équation différen-
tielle, 

φ- d'f(z,j-±8ΑΔχ) »* 

en sorte que la différence entre les deux j',+ t
 sera 

itre les deux y,+t serai 
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Si Τ désigne la valeur maximum de dans tou,e 1 éten-

due du rectangle que nous avons déjà considéré ; on aura, en vertu 

de ce que l'accroissement ti dey est petit que ΑΔΧ , 

jy, r+I •Tr+i<j(Lr ¿/x 

or, quel que soit le signe de q, on a 

Çdx < e Q(*r+,—X)< 

f 3"*' qax q¿* e dx =• e Lx, 

ainsi on a 

/r-M < — A'Te 

Toutes les erreurs J'y,, Sy
t

, à)r3, etc., provenant de la même 
cause seront inférieures à cette même limite. 

Il reste maintenant à examiner comment une erreur S'y, influe sur 
tel qu'il a été déterminé par l'équation aux différences 

7,+, = y, -f- f e adx. 7r+, = y, -f-J e adx. 

Jn tire de cette équation, 

7m-« —Sfr+J % fyr e f* 9âXdx+f aá±f*«m 

es dérivées, par rapport à y, devant prendre dans cette formule des 
valeurs moyennes parmi celles qui répondent aux points compris dans 
e rectangle. En remarquant qu'on a 

-í Xr+, 
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et eu désignant par T, comme précédemment, la plus grande va-

leur numérique de ; il viendra en conservant aux lettres A et Q 

leurs significations précédentes 

< <jy
r
 (1 4- QCQ^AX -4- ATeO^Aa:). 

De toutes les inégalités semblables , on conclut 

< Jy
r
 [1 + QeQ^Q+ ΑΤ)Δ*]-\ 

En se rappelant que l'on a toujours , 

jy, < TA'eQ^, 

on trouvera pour le Sy
H
 total 

JV - A*' CQ*XA'T i[' + +AT)^]'-, 1 
\ e^A*(Q + AT) J 

Ainsi l'erreur, dans ce cas, est de l'ordre de Δα:*. On voit que dans le 
cas où les fonctions A et T sont très petites, cette erreur est aussi 
très petite si Qa,t n'est pas très grand. 

Si l'on peut reconnaître que la fonction ^φ,' ^ dont le maxi-

mum numérique est Q reste positive dans l'étendue du rectangle que 
nous considérons; alors si Q, est le minimum numérique de cette 
fonction , on aura 

r*r+« e r. ?da- dx < 

et par suite 

r\-f. ■*V-f1 

ou peut donc poser 

UK i 
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On peut remarquer que dans beaucoup de questions de mécanique 

qui se rapportent à des mouyements qui tendent vers un état stable , 
on appliquera facilement les formules précédentes parce qu'on con-
naît à priori une limite que la variable y ne peut dépasser, et 
qu'ainsi on peut tracer le rectangle dans l'intérieur duquel le point 
donné par les coordonnées χ et χ sera toujours compris. 

On pourrait étendre les considérations précédentes à un système 
d'équations différentielles simultanées, ainsi que M. Caucby l'a fait 
pour le cas où l'on emploie pour équations aux différences celles qui 
sont fournies par le changement des ci en M les formules devenant très 
compliquées, nous n'avons pas cru devoir les présenter ici. 


