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REMARQUES

Sur les Intégrales des fractions rationnelles;

Piar M. POISSON.

Lorsquon passe de Vintégrale indéfinie d’une fraction rationnelle 4
son intégrale définie, prise entre les limites zéro et Vinfini, 1l arrive
souvent qu'elle se rédnit 1 une fonction algébrique des racines de
Yéquation que 'on obtient en égalant a zéro le dénominateur de la
fraction proposee, et qu'elle ne contient plus qu'une seule quantité
transcendante, savoir, le rapport 7 de la circonférence au diametre.
Mais cette fonction n’est pas du genre de celles que I'on peut expri-
mer sans radicaux, au moyen des coefficients de I'équation dont elle
renferme les racines; et quoiqu’elle ne doive avoir qu'une seule va-
leur, elle dépend, néanmoins, d’'une équation d'un degré supérieur au
premier, dont cette valeur est une racine déterminée. C'est ce que l'on
verra, en effet, par I'exemple suivant, auquel il sera facile d’en
ajouter, si l'on veut, beaucoup d’autres.

Je désignerai par a, b, ¢, g, %, k, des constantes données, et jap-
pellerai y I'intégrale que je prendrai pour exemple, savoir :

=]
_ (€ + hz' 4 kaxt)dx
7—[, 25 4 axt 4 bx* ¢’

Soient — a*, —€*, — 9, les trois racines, réelles ou imaginaires
de I'équation
x84 axt 4 bx* 4 ¢ = o,

résolue par rapport 4 x*, de sorte qu'on ait

a4 yr==a, b eyat4Er=b, ay=c. (i)
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Afin que le dénominateur de la fraction comprise sous le signe /, ue
passe pas par z€ro enire les limites de lintégration, je supposerai
qu’aucune de ces racines ne soit positive, ce qui exigera que le der-
nier terme ¢ soit positif. Les signes de @, €, 9, seront ambigus.
Pour fixer les idées, je supposerai aussi que ces trois quantités sont
positives, ou des imaginaires dont la partie réelle est positive.

Par la régle ordinaire, on aura

g = ha® 4 ket p®  dx
)‘ - (an__. Ca) (m"—- ,ya) o I &?
+ g — h3* 4+ kG4 ® dx
E=a) @) o 2 &
g — byt kyt p* dx
= =) o T+ 7

Je fais x==az et dr=uads dans la premiére intégrale, x=2_62
et dx=6dz dans la seconde, =2z et dx=1dz dans la troisieme.
D'apres 'hypothése que I'on vient de faire sur les signes de z, €, 5,
les limites relatives & la nouvelle variable z seront toujours zéro et

. . . . ® d . ,
Pinfini positif; et & cause de f ;—-f: - = i‘w, il en résultera

2 g — ha® -+ kat ‘g—ﬁ5’+ kat & — hy® = ke
e J = af® __Ca) (e — ) + G(C"‘ —a?) (Ca -_—?) + 'y('y’—u’) (v ___Cn) ?

‘ou bien, en réduisant les trois fractions au méme dénominateur,

g8 =€ + o) 4 haly 4 kaby (a -+ ya + C) (2)
aby(a 4-6) (v+«) C+7) o

2 E—
g
Soit actuellement
a = 6 Y = u.
En vertu des équations (1), on aura d’abord
2(2€ 4+ ja 4 69) = u* — a;
on aura ensuite |
4[a°6* + 30t - €9t - 248y (a = € +9)] == (w* —a)*,
et, par conséquent,

(@ —a) —8u\Ve—4b = o, - (3)
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ou lon regardera Vc, valeur de 26y, comme une quantité po-
sitive. Or, il est évident qu'on aurait été conduit a cetie méme équa-
tion (3), si 'on efit pris pour « I'une des trois quantités & —&— 7,
y—a—E&, 6 —3—a, qui se déduisent du trinome a6, en
changeant les signes de deux de ses termes, ce qui n'empéche pas le
produit des trois termes, de rester positif et égala Vc. 1l g'ensuit donc
que les quatre racines de I'équation (5) sont

a+€+y, a—C6—y, y—a—6, 6—y—a.

D'ailleurs, les trois quantités 2, €, 3, étant positives ou des ima-
ginaires dont la partie réelle est positive, il en résulte qu’une au
moins de ces quatre racines sera réelle et positive; et 'on voit aussi que
si 'équation (3) a plusieurs racines de cette espéce, C'est la plus grande

qui exprime la valeur de @+ €~ 3. En désignant par p la plus
grande racine positive de 'équation (3), il faudra donc prendre , dans

la formule (3),
2+ E49y=p, ab+ya+4Cy={(p'—a);
comme on a identiquement
(2 +6) (3 +@) (€ +7)=(2+E+7) (a6+ay +63)—aby,
on aura, en méme temps,
(@+6€)(y+a) (€+) =ip(pt—a)—aby;

et i canse de a6y = V¢, la formule (2) deviendra

+2hV it Kp*—a) Vo
Er_____.ogp 2hV e+ k(p a)\/c; @)

o Ppr—a)Ye—2

en sorte qu'il suffira de calculer la valeur de la plus grande racine de
Péquation (3), pour en conclure immédiatement la valeur de y.

En remettant pour y Pintégrale que cettc lettre représente, on
pourra décomposer cette formule (4) , en ces trois autres
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®dr . ap B
° X p(])‘—a)‘/z_-2c'
U = e 6
o X 1)(P“-'T-‘T) Vc — 2C
®xder __ w(p*—a)ye
./; X T 2p(p—a)y/ c—fc’

ot Pon a fait, pour abréger,
x¢ + axt 4 bax* 4+ ¢ = X.
Si l'on a, par exemple, a==o0, b=0, c=", Péquation (3)
se réduira & uf— 8u=o0; ses quatre racines seront =0, n=7:,

u= 1k \/—3; ce sera la seconde qu'il faudra prendre pour p; au
moyen de quoi, les équations (5) deviendront

* dr __x *  z¥dx " f“’ xidr =,
fo|+x5—§’ ,/; 14287 6 o I 4 x*T 37

ce qui coincide avec les valeurs que Pon déduirait de la formule connue

R rm-idy x
o 14" . mz

nsin —
n

Dans le cas de a=3, b=3, c==1, Péquation (3) a une racine
égale a 3, et trois racines égales entre elles et 3 —1. En prenant donc
p =3, les formules (5) donneront alors

./‘T' dr _ 3x » I’d.’t___l /"”_x'dx 37
“Jo (42 T 16? /; (142 16 o (t¥x% =~ 787

resultats faciles a vérifier, par le procédé de Pintégration par partie.
En général, si l'on élimine p et »”
(5), il vient

f”dxf“ z'dx (/‘w A /"“’x’dr.
o X o X Q X — 9‘/5 [ X’
€quation indépendante de a et b, et qui fera connaitre immédiatement

T'une des trois intégrales que nous considérons , lorsque les valeurs des
deux autres seront connues. On aura aussi cette autre équation

P °°x’d.r__ °°d1'_
vzfo X =/, X}

—a, entre les trois équations
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et quand les deux intégrales qu’elle renferme auront été calculées par
les quadratures, elle fera connaitre la valeur approchée de la plus
grande racine positive p de P'équation (3).

La fraction rationnelle donnde ne contenant toujours que des puis-
sances paires de la variable; sison dénominateur est du huitieme de-
gré, I'équation dont sa valeur dépendra, se réduira au quatriéme
degré, comme I'équation (3), et ce sera encore la plus grande racine
positive de cette équation qu’il faudra employer dans cette valeur

Aprés avoir décomposé une fraction rationnelle en fractions simple
dont les dénominateurs soient du premier ou du second degré; si I'on
suppose que le nombre qui marque le degré du dénominateur de la
fraction proposée devienne infini, le nombre des fractions simples le
deviendra aussi, et elles formeront une série infinie dont la fraction
donnée exprimera la valeur. On obtient par la, sans intégration ,
les sommes des diverses séries qu'Euler et D. Bernouilli ont considé-
rées, et qui sont déterminées d'une autre maniere dans mes meémoires
sur les intégrales définies (*) ; mais je n’ai pas vu que ce moyen con-
duisit a des résultats qui ne fussent pas déja connus.

) Journal de I Ecole Polytechnique , XVIIT® cabier . pages 311 et :uivames,\
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