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NOTE

Sur un passage de la Mécanique céleste, relatif a la
Théorie de la Figure des Planétes ;

Pir J. LIOUVILI E.

On s'est beaucoup occupé de la recherche des formes permanentes
qui peuvenl convenir i une masse liquide dont les molécules s'attirent
P’une Vautre en raison inverse du carré des distances ct tournent au-
tour d'un axe fixe avec une vitesse angulaire constante. Ce pro-
bleme, qui se rattache a 1a théorie de la figure des planétes, devait na-
tuvellement intéresser les géométres; mais il n'a pas élé résolu par
eux d'une maniere générale. On sest borné d’'abord a démontrer
la possibilité de certaines figures d’équilibre. Quaud la vitesse an-
gulaire de rotation est au-dessous d'une limite indiquée par le

- calcul, on sait depuis long-temps que deux formes au moins sont

possibles, toutes deux comprises parmi les ellipsoides de revolution.
Laplace a observé de plus que, pour une impulsion primitive donnée,
il existe toujours un seul ellipsoide de révolution satisfaisant aux condi-
tions d’équilibre da liquide. Mais ces mémes conditions peuvent étre
remplies aussi, dans certains cas, par un ellipsoide a trois axes iné-
gaux. Ce dernier théoreme est dit & M. Jacobi. Jen ai donné dans le
XXIII® calier du Journal de PEcole polytechnique une démons-
tration trés simple. :

Quand on envisage le probleme dont nous nous occupons ici, sous

le point de vue de ses applications 2 la physique céleste, la question



PURES ET APPLIQUEES. 207

se simplifie beaucoup a cause du peu de différence qui existe entre la
figure d’'une sphére et celle des planétes et des satellites. En négligeant
le carré de cette différence, on prouve en effet que la figure d’équi-
libre de la masse fluide est toujours celle d'un ellipsoide de révolu-
tion dont le petit axe coincide avec I'axe fixe. Pour démontrer cette
proposition importante , Laplace asemployé deux méthodes distinctes
que lon trouve exposées au livre 3° de la Mécanique céleste.
La premiére de ces deux méthodes repose sur la possibilité de déve-
lopper une fonction Y de deux variables « et @ en une série que les
géometres désignent ordinairement par Y, 4 Y, +4- Y, 4-etc., et dont
les divers termes jouissent de plusieurs belles propriétés avjourd’hut
bien connues. Aprés 'avoir donnée, Laplace ajoute : « L’analyse pré-
» cédente nous a conduits i la figure d’une masse fluide homogéne en
» équilibre, sans employer d’autres hypothéses que celle d'une figure
» trés peu différente de la sphére. Elle fait voir que la figure elliptique
» qui, par le chapitre précédent, satisfait & cet équilibre, est la seule
v alors qui lui convienne. Mais comme la réduction du rayon du sphé-
n roide en une série de la forme a(1+4aY,4-aY,+...) peut faire naitre
» quelques difficultés, nous allons démontrer directement et indépen-
» damment de cette réduction que la forme elliptique est la seule figure
» d'équilibre d'une masse fluide homogéne, douée d’un mouvement de
» rotation, cequi, en confirmant les résultats de Ianalyse précédente,
» servira en méme temps a dissiper les doutes que I'on pourrait élever
» contre la généralité de cette analyse.» Mais cette seconde solution de
I'illustre auteur nous paralt incompléte, et c’est 4 en montrer 'imper-
fection que la présente note sera consacrée. Le vice de la méthode de
Laplace provient de ce qu'il n’a pas démontré a priori que la quantite
Hdont il fait usage (Mécanique céleste , tome 11, page 73) est une
quantité finie : s'il existait une figure d’équilibre pour laquelle on et
H==00 (ce qui arriverait par exemplesi la variation du rayon du sphé-
roide €tait proportionnelle au cube du cosinus de la latitude), cette fi-
gure échapperait nécessairement a son analyse. C'est ce que l'on verra
dans le numéro suivant ot je m’efforcerai de développer mon objection
avec la clarté désirable. Je montrerai ensuite comment an peut en
effet résoudre la question proposée sans réduire en série le rayon da
sphéroide. Cette derniére partie de mon travail intéressera peut-étre

2744
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les géométres, qui savent combien il est utile de traiter sous plusieurs
points de vue les questions mathématiques délicates.

II.

En cherchant 4 déterminer la figure permanente d’une masse liquide
homogene , dont les raolécules sattirent I'une F'autre avec une force
inversement proportionnelle au carré des distances, et qui tourne
autour d'un axe fixe passant par son centre de gravité, Laplace est
conduit (Mécanique céleste, tome I, page 75 ) a 'équation

(A) C= 4;—" Y—aﬁ’:f:fY'dpdq’ sinp — 1 g(1—pt) :

@ représente une variable comprise entre ~— 1 et <=1 ; cest le cosinus

de l'angle que fait avec l'axe de révolution un rayon vecteur quel-

conque : Y est une fonction inconnue de ¢, et Y' une fonction sem-

blable de ¢/, cest-a-dire de ¢ cos*p—sin®pcosq’: «, g, C sont des

constantes. Pour déterminer Y, Laplace différentie trois fois par rap-
,

1 97 » d .
port & p Téquation (A), et, en observant que EE = cos*p, il
trouve

__4m d% spae i &Y
o=73 3;‘——./;,/; dpdq’ sinp cos P g
ou, ce qui est la méme chose,

L, L, 6, (1 Y __ 4
o=/, i sinpeose (- g — T

« Cette équation, dit-il, doit avoir lieu quel que soit x : or il est clair
» que parmi loutes les valeurs'de p comprises depuis p=— 1 jus=

» quWap==1, il en existe une que nous désignerons par % et qui est
. . . diY
» telle, quabstraction faite du signe, aucune des valeurs de —— ne
2
» surpassera celle qui est relative a / : en désignant donc par H cette
» derniere valeur, on aura

0= f Oy;hdpdq'siu p cos’p (—% H - ‘%‘-:- .

TUONEMRWEECANE A 0 N e ) e o [ A e T L LT TR TN U A B '
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» La quantité 3 TH— d: est évidemment du méme signe que H, et

» le facteur sinp cos® p est constamment positif dans toute 'étendue de
» Dintégrale: les éléments de cette intégrale sont donc tous duméme
» signe que H, d’ou il suit que Pintégrale entiére ne peut étre nulle
» & moins que H ne le soit lui-méme, cc qui exige que 'on ait

. ay .. . . . ,
» généralement o = gl d'ou 'on tire, cuintégrant, Ye={-4-mu-np*.

» {, m,n étant des constantes arbitraires. »
Ce raisonnement est' spécieux et peut séduire an premier apercu;
mais, en y réflécbissant davantage, on voit qu'il cesserait d’étre ap-

d'Y
plicable si le maximum de la fonction —— pouvait étre infini, ee qui

arriverait si Pon avait par hasard

3
= —p), ou Y= (1 — u)i etc.,
en sorte que pour Yemployer avec sécurité, il faudrait avoir prouve
. .. roo o, dY . s
a priori que la dérivée o e devient infinie pour aucune valeur de

u, ce que Laplace ne fait nulle part. Pour nous convaincre de Pinexac-
titude du principe sur lequel il s'appuie, considérons un exemple trés
simple; el proposons de trouver la fonction @ (x) qui satisfait a 1'¢-
quation

(B) [ o(azyda = Lo),

a étant une variable indépendante. En différentiant trois fois I'équa-
tion (B) par rapporta x s il vient

f:d.’@m(dx)d¢ = 3 " (x),

lO

ou, ce qui est la méme chose,

(€) /:) la’[:—: " (x)— o™ (ax)] dx = 0.

Maintenant en appliquant & I'équation (C) et & la fonction ¢ (x) le
raisonnement de Laplace, sans y changer un seul mot, on trouvera
comme ci-dessus ¢”(x) == o0, ce qui est absurde; car la valeur de
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¢(x) qui satisfait a I'équation (B) est évidemment de la forme
o(x) = Ax3, A désignant une constante arbitraire.

En mettant I'équation

f.'¢>(a.r)dz = 2¢(x)

sous la forme
[ .da[o(ax) — 20(x)] =
on en conclura de méme @(x) =0, tandis que ¢(x) peut avoir
% W
Pour que la démonstration de Laplace fitsuffisante, 1l faudrait done
que ce grand géometre eiit montré d’abord que la dérivée 5;} a

toujours une valeur finie. Et I'on ne doit pas dire que, dans son ana-
lyse, il exclut implicitement les cas ou I'on aurait

cette valeur plus générale ¢ (x) =

H= o,

car il se propose de prouver non pas que la figure ellipsoidale satisfait

a I'équilibre de la masse fluide supposée presque sphérique, mais hien
qu'aucune autre figure ne peut y satisfaire. Exclure d’avance certaines
formes de la fonction Y, serait évidemment aller contre le but qu’il
indique lui-méme et ruiner par le fait sa propre démonstration. La
seule condition a laquelle la fonction Y soit soumise, cest de ne de-
venir jamais infinie. Ainsi, pour trouver la valeur de Y, satisfaisant
a Véquation (A), il faut emp]oyer une méthode lreés dlfferente de
celle de Laplace. Je vais exposer cette méthode.

IIL.

Soient Ox, Oy, Oz Irois axes rectangulaires. Imaginons autour du
point O une masse fluide homogeéne A qui tourne autour de 1'axe Oz
avec une vitesse constante et dont les molécules s’attirent 'une I'autre
en raison inverse du carré des distances. La figure permanente de
cetle masse liquide dépendra de Pintensité de la force centrifuge qui
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s'exerce & la distance 1 de 'axe de rotation : nous désignerons cette in-
tensité par g et nous la supposerons assez petite pour que la figure du
liquide soit trés peu différente de celle d'une sphére. Nous prendrons
en outre pour unité la force attractive produite i 'unitéde distance entre
'deux masses €gales & 'unité, Cela étant, considérons un point M placé
@ la surface libre du liquide : nommons § Vangle MOz et 12 le cosinus
de 8, rle rayon vecteur OM, & I'angle compris entre la projection
de r sur le plan des xy et I'axe des x : représentons pa ¥, , v, =
les quantités analogues 4 8, (., r, @ pour un autre point M’ pris dans
Vintérieur de A. L’élément de A dont le centre est en M sera exprime
par r sin §df/dar'dr’ ou par r"*dy'de’dr'. La distance du point M au
point M’ sera

Vr ' — 2P,

P étant le cosinus de 'angle compris entre les deux droites r et r, en
sorte que lon a '

P = cosfcos§' <4 sinfsinf cos(m — =),

ou

P=y 44 Vi—p \/x—y".cos(fa--—rw-’).

La somme V des éléments de A divisés par leurs distances respectives
au point M sera exprimée par l'intégrale triple

v rde’ da’ dr’
_ff Vit —anp’

les intégrations s'étendant & la masse A tout entiére. Et la figure per-
manente de cetie masse sera déterminéé par I'équation

(" vV 4+ g?r’ (1 — ¢*) = constante,

. quiil est aisé de démontrer par les formules connues de hydrostatique.
L'équation (1) doit servir, comme on voit, 4 déterminer r en fonc-
tion des deux variables indépendantes ., .
Nous supposerons désormais que I'origine O est placée au centre de
gravité du sphéroide : nous désignerons par a la plus petite valeur de
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r: la valeur générale de ce rayon vecteur sera donc de la forme

r=a(1 4+ «Y),

a €tant un trés petit coefficient et Y une fonction incounue de u et = :
a cause de la petitesse de « et de g, on négligera dans le calcul les
quantités de 'ordre ag et de I'ordre 2*. La valeur de V se composera
de deux parties distinctes : I'une relative a la sphére du rayon a est
exprimée par

i%(f(r—aY):

I'autre, relative a I'excés du sphéroide sur la sphére, a pour valeur

+1 rac Ydi'da'

° ‘/2—21’:

Y’ désigne ce que devient Y lorsqu’on y chauge ¢ en ' et @ en =’

a.a*.

IV.

Cette expression de V, savoir,

47ra f ac Ydu'da'

2 1 —aY aa 1

( ) ( ) + ° \/2-—2[’ ’

n’est pas la seule dont on puisse faire usage. D’aprés la transformation
tres ingénieuse donnée par Laplace a la page 73(*) du tome Il dela
Mécanique céleste, on a aussi

3) 4“ (1 —aY) 4 aaf f Y’ sin pdpdy’ ,

les nouvelles variables p, ¢’, étant liées aux ancienues ¢, @’ par deux
relations dont 'une est

(*) A la page citée, Laplace considére spécialement un sphéroide de révolution ;
mais son analyse est générale et s'étend sans modifications 4 tous les sphéroides
trés peu diffévents de la sphere.

TR RMENTET AW N Tw g gy [N T ] E N R A AL LLR SR TR 1 JAN LA R B B
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p' = pcos"p — sin'p cosq’,

3

ct dont l'autre est inutile & Yohjct que nous nous proposons ici.
En comparant ces deux valeurs de V, qui doivent étre identique-
ment égales, on tombe sur une formule remarquable, savoir

Dans cette formule, la fonction Y de 1, @ est arbitraire : toutefois elle
nedoit jamais devenir infinie, lorsque y variede —1 & 41 et @ de o
d 27. Lorsque Y est une fonction F (1) indépendante de @, on a,
d’apres cela,

—+1 2"1“(#’)1”"({?'_ T N2 B — cind nor ’
f_l ) _.;:_:_;_P___/;f; F(ucosp sin’p cosq')sin pdpdy’.

En particulier si 'on pose F(;) == u", n étant un nombre entier posi-
if quelconque, il vient

an ,nd,, ! 7 2T . .

f+' ! Ld"-—‘-{: — [ f (n Cos’p — sin’p cosq')".smpa’pdq ,
~1 o Va2-— 2P J o o

et comme l'intégrale placée au second membre est toujours facile 3

calculer, on voit qu'il en sera de méme de Vautre intégrale

+1 o e de’ .
f—-—x o Ya2—2P
en développant en effct (ucos’p—sin’pcos ¢’ par la formule du bhi-
nome de Newlon et multiplant ensuite les divers termes de ce déve-
loppement par sinpdpdq’, il est évident que l'intégrale du premier
¥4 n
: { R ad g . :
terme u* cos*'p sin pdpdy’ sera g celle du terme suivant sera
nulle ainsi que celle de chaque terme de rang pair: le résultat de
Iintégration sera donc une fouction entierc de p. de la forme

b n—s i
a3 F Gt Cpri

C,, C,,... étant des constantes dont il est mutile d’écrire ici les va-
Tome . — Juin 1837, 28
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leurs; et I'on aura

+ Al e —
j:.l o Visop = o + Cp"=* 4 etc.-

En changeant 1’ en ;2 et p en ¢, ce qui n’altére pas la valeur de P,
on obtiendra semblablement

+i e woduds’ et 1 Igea
4) f—l . Vi T mt + C,p/*=2 4 etc.

La formule (4) nous sera par la suite d'un grand secours.

V.

En mettant pour V sa valeur (2) dans I’équation (1) et observant
que I'on peut, a cause de la petitesse de g, poser r==a dans le second
terme, cette équation devient

fwa® L3 Ydi'ds' a’
—3—(1 — aY) ata./‘_l . m-}-?‘g(; — ©*) == const. ;

ou plus simplement
+1 paxc Y’ __ g .
¢ -7 va_zP C+ E(r—u),

C étant une constante. On pourra aussi lui donner cette autre forme
équivalente

. = " LRV IR 1] [
(6) %—Y—fof:Ysmpdpdq =C+$’;(l—p.),

en employant la valeur (3) de V. Poar en tirer Y, le moyen le plus
simple est de développer cette inconnue en une série Y, - Y, - ete.
dont les géomelres ont étudié les propriétés avec beaucoup de soin.
La solution dont je parle est expoesée 4 la page 69 du deuxieme
volume de la Mécanique céleste : nous ne voulons point nous
en occuper ici. Observons seulement que, pour que cette mé-
thode soit compléte et rigoureuse, il faut quon ait démontré a
priori la possibilité de représenter par un développement de la forme

B e T UL T R I A VR B SR BT o1 T e TR R R ERRTR ST TN R TN TR T TRY TR L RE SR
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Y. +Y,4.... (entre les limites —1, =1, et 0,27 de pet de @)
toute fonction Y qui ne devient pas infinie entre ces limites. Laplace
ne possédant pas une telle démonstration avait lieu de craindre que sa
méthode ne fiut insuffisante. C'est ce qui I'a porté a chercher un autre
procédé pour déterminer, directement et indépendamment des suites
infinies, la valeur de Y qui satisfait a I'équation (5). Mais, comme je
Pai expliqué dans I'introduction, le principe dont il a fait usage cst
tout-a-fait inadmissible. Nous allons donc essayer d'atteindre par une
autre voie le but qu’il s'était proposé, savoir de trouver la valeur de -
Y, sans recourir 2 emploi des séries.

Nous décomposerons, comme lui, la question en deux parties.

1°. Nous supposerons que la figure du sphéroide en équilibre soit
de révolution : Y sera alors fonction de ¢ seulement, et, dans cette
hypothése , nous en déterminerons la valeur.

2°. Nous prouverons qu’en effet la figure du sphéroide ne peut étre
que de révolution. Pour cette derniére partie du probleme, nous
renverrons le lecteur au livre IIl° de la Mécanigque céleste , ou elle est
traitée d’un maniére exacte et compléte : c’est donc i la premiére qu'il
faut spécialement nous attacher.

VL

D’aprés un Ihéoréme connu, démontré par Maclaurin, nous savons
d’avance que I'équilibre de la masse fluide peut subsister en attribuant
a cette masse la forme d’un ellipsoide de révolution. Il est donc évi-
dent qu'on aura une solution particuli¢re de 'équation (6), et par
suite de I'équation (5), en posant Y==M-}-Ny* et en déterminant
convenablement les constantes M, N. En substituant cette valeur
de Y, on trouve en effet qu'elle satisfera & 'équation (6) si 'on prend

M = 3g 3C N _ 15

T 16ux ~ Bx? 10ax"

Cela posé, la valeur générale de Y pourra étre mise sous la forme

_ 3g 3c 1bg
() V= e~ & — wat + L

Z étant une fonction inconnue de p. qui doit satisfaire 2 P'équation

28, .



216 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

nouvelle

4 +t o Zdl' dw' —
(8) gz—("f S =,

-1

dans laquelle Z’ désigne ce que devient Z lorsqu'on y change n ex
¢’. On déduit I'équation (8) de I'équation (5) en y remplacant Y par
sa valeur (7) : la solution particuliere Y= M < Nz* que l'on a obte-
nue a Faide de équation (6) sert, comme on voit, a faire disparaitre

le second membre C +- f; (1 — p*) de I'équation (5).

VIL

Nous allons prouver que la fonction inconnue Z est égale a zére.
Pour cela nous ferons usage du théoréme suivant qui se trouve dé-
montré dans mon Journal de Mathématiques (tomell, page 1):

« Soit ¥ () une fonction de », déterminée mais inconnuc, qui ne
» devienne jamais inHnie lorsque u croit de —i1 4 4. Si l'on a
» constamment f _-I:‘ ¥ () du. =0, n étant un quelconque des nom-
» bres entiers. 0, 1, 2, 3,..., on aura aussi ¥ () =o, entre les
» limites y=—1, =4 1.»

Pour prouver que Z=o, il suflira donc de prouver que l'on a

[ w2ds =

n ¢tant un nombre entier quelconque, nul ou positif.
En multipliant par du les deux membres de I'équation (8) et inté-
grant ensuite depuis u=—1 jusqu'a p=-1, ona

:I Z(I'J«-—‘[ ({u’/:'-t dp. f V:’d: P - 0.

L’intégrale triple contenue dans I'équation que je viens d'écrire peut
élre mise sous la forme

S v [ [

Mais par la formule (4) ll vient

ORI A ey - L N R I IO R S RS PR RS T IR ST S TR L 1 Ll A
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2—-
df ——= = 47 :
f o Vz—zP §
notre intégrale triple est donc égale a
4w f :’ Z'dy,
ou, ce qui est la méme chose, a

4 [ .

Par suite on a

4" det — 47::)(‘ Zdy- = o,

f:x Zdy =

Pour prouver que /:T pZdu == o, i} faut se rappeler que Vorigine
() des coordonnées est en méme temps le centre de gravité du sphé-
roide. En effet le moment de I'éldment r>du'dar ‘dy’ par rapport au
plan des xy est

ce qui exige que

v dotda'

pour que ce plan contienne le centre de gravité, il faut donc que Lon ait

f f f r‘".p.'d{l.'(l@"(ll" = 0,

les intégrales s’élendant au volume entier du liquide. On effectuera
d’abord l'intégrale relative a 1’ depuis r'=o jusqua r'=a(t 4«
et en négligeant le carré et les puissances supérieures de 2, on aura

f +T ( 1 z{aY’;\(/y’drw" = 0 :

Y’ €tant indépendant de @', cette équation de condition se réduit a

o +1 _
f-‘ «'Ydy ou f..; wYdy =
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d’ou résulte immédiatement
f . PZdP' = o0,

puisque Y ne differe de Z que par la fonction paire M - Ny,
Actuellement il suffira de prouver que si les intégrales

f:lZ{@t f__x'[.Lde,.....f:l{,L"-'Zd[J,

sont nulles pour une certaire valeur de n égale 2 2 ou > 2, l'intégrale

suivante f {«L"de est nulle aussi. Cela fait, il sera rigoureusement
—T

prouvé que 'ona Z = o.
Or en multipliant par pide les deux membrcs de I'équation (8) et

intégrant par rapport a iz, on obtient

e 2

L’intégrale triple contenue dans cetle équation, étant mise sous la
' ' -1 .df2:- d=’
f dl‘f o Y2 —ab’
devient, en vertu de la formule (4),

[ (Gt

changeant ¢’ en p sous le signe / et omettant les termes multipliés
par les intégrales nulles _

f :’ pr=*Zdy , f :ly"-4Zdy, etc.,

elle se réduit a

forme

4= .
n 41 / uLdy,
en sorte que on a '
f [A'de. 2n4+ : {.L'Zd[-’- = o,

et par conséquent

R LR A T TR T S Rl B S
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f _:’ #Ldp. = o,

puisque 2n -1 est >3, ,

Concluons de cette analyse qu'en se bornant aux sphéroides de ré-
volution , les formes possibles d’équilibre trés peu différentes de la
sphére sont représentées par I'équation générale

r= a(1‘+¢Y)=a(r +-;-36%-i-f E_—-—mf.p; ’

laquelle se simplifie en observant que a représente (n* II) 1a plus pe-
tite valeur de r: en effet la plus petite valeur de r répond a p* =1 :
on a domc

38 3a( 15¢
a(i+ g —5— ) = @
d’ou Y'on tire v
3z 30\ 15¢
a(i+ £ ~ &) =a(1 +55),
et par suite,

(9, ro= a[x - }g—i(x — p')].

L’équation (9) est celle d’un ellipsoide qui se réduit & une sphere lors.
que g=o; en sorte que la sphére est la seule figure de révolution
qui satisfasse 4 Péquilibre d’une masse fluide homogéne immobile , du
moins lorsqu’on suppose & priori cette figure presque sphérique.

Clest en partant de ce dernier théoréme que l'on prouve ensuite que
parmi toutes les figures trés peu différentes de la sphére (qu’elles
soient ou non de révolution ) une seule peut - satisfaire & la condition
d’équilibre da fluide tournant autour d’un axe. En sorte que la surface
de ce fluide est nécessairement celle de Yellipsoide déterminé par
Iéquation (g). Mais sur ce point, comme nous ’avons déja dit, nous

renverrons aw livre II° de la Mécanigue céleste (tome II, page 76.)



