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MAMAN

MEMOIRE
SUR L'INTERPOLATION;

Pan M. Avc. CAUCHY (*).

Dans les applications de Panalyse a la Géométrie, a la Physique,

a PAstronomie... deux sortes de questions se présentent a résondre,

et il S'agit 1° de trouver les lois générales des figures et des phéno-

ménes, cest-a-dire Ja forme générale des équations qui existent entre
les diverses variables, par exemple, entre les coordonnées des courbes

et des surfaces, entre les vitesses ; les temps, les espaces parcourus

par les- mobiles; etc...; 20 de fixer en nombres les valeurs des para-

métres ou constantes arbitraires qui entrent dans Iexpression de ces

mémes lois, cest-a-dire les valeurs des coefficients inconnus que

~ renferment les équations trouvées. Parmi les variables on distingue
ordinairement, comme 'on sait, celles qui peuvent varier indépen-

damment les unes des autres, et que F'on nomme pour cette raison
variables indépendantes, d'avec celles qui s'en déduisent par la
résolution des diverses équations, et qui se nomment fonctions des
variables indépendantes. Considérons en particulier une de ces fonc-
tions, et supposons qu’elle se déduise des variables indépendantes par
une équation ou formule qui renferme un certain nombre de coeffi-
cients. Un pareil nombre d'observations ou d’expériences , dont
chacune fournira une valeur particuliére de la fonction correspon-

(*‘-),Ge Mémoire a été autogeaphié en septembre 1835 et envoyé a cette époque
3 YAcadémie des Sciences. On Vimprime ici pour la premiére fois,, du consente-
ment de Vauteur, (J. L.)
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dante 2 un systéme particulier de valeurs des variables indépendantes,
suffira pour la détermination numérique de tous ces coefficients; et,
cette détermination faite, on pourra obtenir sauns difficulté de nou-
velles valeurs de la fonction correspondantes 4 de nouveaux systemes
de valeurs des variables indépendantes, et résoudre ainsi ce qu'on
appelle le probleme de I'interpolation. Par exemple, si I'ordon-
née d'une courbe se trouve exprimée en fonction de l'abscisse par
une équation qui renferme trois paramétres, il suffira de connaitre
trois points de la courbe, c'est-a-dire trois valeurs particuliéres de
Vordonnée correspondantes a trois valeurs particuliéres de I’abscisse ,
pour déterminer les trois parameétres ; et, cette détermination effec-
tuée, on pourra sans peine tracer la courbe par points en calculant
les coordonnées d’'un nombre aussi grand que I'or voudra de nou-
veaux points situés sur les arcs de cette courbe compris entre les
points donoés. Ainsi, envisage dans toute son étendue, le probléme
de l'interpolation consiste 2 déterminer les coefficients ou constantes
arbitraires que renferme l'expression des lois générales des figures
ou des phénomenes, d’aprés un nombre au moins €gal de points
donnés, ou d’ohservations, ou d'expériences. Dans une foule de
questions les constantes arbitraires entrent an premier degré seule-
ment dans les équations qui les renferment. Cest précisément ce qui
arrive lorsqu'une fonction est développable en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes ou descendantes d’une
variable indépendante, ou bien encore suivant les sinus ou cosinus
des multiples d’'un méme arc. Alors il s'agit de déterminer les coeffi=
cients de ceux des termes de la série que I'on ne peut négliger sans
avoir a craindre qu'il en résulte une erreur semsible dans les yaleurs
de la fonction. Dans le petit nombre de formules qui ont élé propo-
sées pour cet objet, on doit distinguer une formule tirée du calcul
des différences finies, mais applicable seulement au cas ou les diverses
valeurs de la variable indépendante sont équidifférentes entre elles,
et la formule de Lagrange applicable, quelles que soient ces valeurs,
3 des séries ordonuées suivant les puissances ascendantes de la variable
indépendante. Toutefois cetic dernicre formule elle-méme se com-
plique de plus en plus & mesure que l'on veut conserver dans le
développement de la fonction en série un plus grand nombre de
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termes; et ce qu'il y a de plus ficheux, c’est que les valeurs appro-
chées des divers ordres correspondantes aux divers cas ot 'on conser-
verait dans la série un senl terme, puia deux termes, puis trois
termes.... s'obtiennent par des calculs 2 peu prés indépendants les
uns des autres, en sorte que chaque nouvelle approximation, loin
d’étre rendue facile par celles qui la précedent, demande au contraire
plus de temps et de travail. Frappé de ces inconvénients, et conduit
par mes recherches sur la dispersion de la lumiere 2 m'occuper de
nouveau du probleme de.linterpolation, jai eu le bonheur de
reacontrer pour la solution de c¢e probléme une nouvelle formule
qui, sous le double rapport de la certitude des résultats et de la
facilité avec laquelle on les obtient, me parait avoir sui les autres
formules des avantages tellement incontestables, que je ne doule
guére qu’elle ne soit bientdt d’un usage général parmi les personnes
adonnées & la culture des sciences physiques et mathématiques.

Pour donner une idée de cette formule, je suppose qu’une fonction
de x, représentée par be soit développable en une série couvergente
ordonnée suivant les pmssances ascendantes ou descendantes de x,
ou bien encore suivant les sinus ou cosinus des arcs multiples de 2,
ou méme plus généralement suivant d’autres fonctions de x que je
représenterai par

px)=u, x@)=v, @) =w,...,

en sorte qu’on ait
() - yr=aus-bvfcw ...,

a, b, c...désignant des coefficients constants. 1l sagit de savoir,

* combien de termes on doit conserver daus le second membre de
Péquation (1) pour obtenir une valeur de y suffisamment approchée,
dont la diflérence avec la valeur exacte soit insensible et comiparable
aux erreurs que comportent les observaiions; 2° de fixer en nombres
les coefficients des termes couservés, ou, ce qui revient au méme,
de trouver la valeur approchée dont nous venons de parler. Les
données du probléme sont un nombre suffisamment grand de valeurs
de y représentées par

Yis Yasveo Yay
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et correspondantes a un pareil nombre 7 de valeurs de x représentées
Par &,, Xyy..sLyy par conséquent aussi & un pareil nombre de
valeurs de chacune des fonctions u, v, w, ..., valeurs que je repré-
senterai de méme par

Uy, Uy y oo Uy

pour la fonction u, par
Uiy Vay o0+ Va

pour la fonction v, etc... Ainsi, pour résoudre le probléeme, on aura
entre les coefficients inconnus a, b, ¢, ... les n équations du pre-
mier degré

au, 4+ bv, 4+ cw, 4 ...,

au, - by, 4+ cw, =+ ...,

=
I

au, == by, 4= cw, 4+ ...,

=
Il

qui, si lon désigne par i I'un quelconque des nombres entiers
1, 3, ¢..7,
se trouveront toutes comprises dans la formule générale
(3) yi = aw -+ by; 4 cw; 4= ....

On effectuera la premiére approximation en négligeant les coefficients
4, c,..., ou, ce quirevient au méme, en réduisant la série a son
premier terme. Alors la valeur générale approchée de y sera

(4) y = au;
et, pour déterminer le coefficient @, on aura le systeme des équa-
tions

%) YT Al Y= AUy e Ya == Gy

Les diverses valeurs de a, que I'on peut déduire de ces équations (5)
considérées chacune a part, ou combinées entre elles, seraient toutes
précisément égales si les valeurs particuliéres de y, que nous suppo-
sons données par V'observation, étaient rigoureusement exactes. Mais il
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n'en est pas anisi dans la pratique ou les observations comportent des
erreurs renfermées entre cerlaines limites; et alors il importe de com-
hiner ‘entre elles les équations (5) de maniére que, dans les cas les
plus défavorables, l'influence exercée sur la valeur du coefficient a
par les erreurs commises sur les valeurs de y,, 7,,..., 7, soit la
moindre possible. Or, les diverses combinaisons que Pon peut faire des
€quations (5) pour en tirer une nouvelle équation du premier degré,
par rapport a a, {ournissent toutes des valeurs de @ comprises dans la
formule générale

o kT + Ry Ry,
(6) CE R ¥ fam o Fam’

que I'on oblient en ajoutant membre & membre les équations (5) aprés
les avoir respectivement multipliées par des facteurs constants £,, £,...,
ka. 1l y a plus ; comme la valeur de a déterminée par 'équation (6) ne
varie pas quand on fait varier simultanément les facteurs &,, £,. . ., £,
dans le méme rapport, il est clair que parmi ees facteurs, le plus
grand (abstraction faite du signe ) peut toujours étre censé réduit a
Vunité. Remarquons enfin que, si 'on nomme

Ery Eayenay Eyy

les erreurs respectivement commises dans les observations sur les
valeurs de .

)’I, )’a)"'? .]-n)

la formule précédente (6) fournira pour « une valeur approchée, dont

la différence avec la véritable sera
€

(' ) k|‘1+kain +'-' +k,,!,,
7 ku, + ku, + .. F ko,

I} faut maintenant choisir &,, 4,,..., &, de telle sorte que, dans les
cas les plus dcfavorables, la valeur numérique de Pexpression (7) soit
la moindre possille.

Représentons par
Sig

fIa sgomme des diverses valewrs numériques de ;, c'est-d-dire ce que

“Tome I, — Jus 1837, 26
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devient le polynome
| + =ty ...y

quand .on y dispose de chaque signe de mmaniére & rendre chaque
terme positif. Représentons par S¢ non la somme des valeurs numé-
riques &,y £.,. .« é2; Mais ce que devient la somme Sy, quand on
y remplace chaque valeur de ¥, par la. valeur correspondante de & Si
Ton réduit 2 - r ou & — 1 chacun des coefficients %,, kyyoony Kay
en choisissant les signes de maniére que, dans le dénominateur de la
fraction :

kyiy o katg ... + keatn

Fau, 4+ kuy +.00 + kaua

tous les termes soient positifs, celte traction sera réduite a

: Ss;
(8) Sui’

et elle offrira uue valeur numénique tout au plus égale au rapport

E

c.. 2
Slli

si I'on désigne par E la somme des valeurs numériques de ¢, ou, ce

ui revient au méme, la valeur mumérique de S¢; dans le cas le plus
défavorable. D'autre part, en attribuant a k,, k,,..., 4. des valeurs
inégales dont la plus grande (abstraction faite des signes) soit Vuuité,
on obtiendra pour dénominateur de la fraction une quantité dont la
valeur numérique sera évidemment inférieure a Su,, tandis que la
valeur numérique du numérateur poutra s'élever jusqu’a la limite E;
ce qui arrivera effectivement si les erreurs ¢,, &,..., & sont toutes
nulles, a Vexception de oelle qui sera multipliée par un facteur égal,
an signe prés, a Punité. 1l en résulte que la plus grande erreur a
craindre sur la valeur de a déterminée par la formule

ky, + by, .- kyyn
Fu, + kau, .. Kaltn

a=
sera la moindre possible si Pon pose généralement
k==%x21,

o Wy
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en choisissant les signes de maniére que dans le polynome
klul -+ knus + e Fonttn

tous les termes soient positifs. Alors cette formule donnera

— Sy
(9) C=gu

Sy, étant ce que devient la somme Sy quand on y remplace chaque
valeur de , par la valeur correspondante de y,, et 'équation y = au

deviendra
) .
(10) y =& S7i.
Si Yon fait pour abréger
(1) o o= 5’-‘;’,
on aura simplement
(12) y = a Sy,
Si 'on supposait généralement u = 1, Péquation y == au, réduite
yr=a,

exprimerait que la valeur de y est constante; et comm: on aurait
alors

— u —_— I
a = s—-lli — "';'0
la formule y = a Sy, donnerait
7y = -:-; S

Donc alors on devrait prendce pour valeur approchée de ¥ la
moyenne arithméticiue entre les valeurs observées; et la plus grande
erreur a craindre serait plus petite pour cette valeur approchée que
pour toute autre. Cette. propriét¢ des moyennes arithmétiques, jointe
a la facilité avec laquelle on les calcule , justifie complétement

Fusage o I'on est de leur accorder la préférence dans Févaluation des
26..
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constantes arbitraires qui peuvent étre déterminées directement par
Vobservation.

Soit maintenant Ay le reste qui doit compléter la valeur appro-
chée de y fournie par P'égnation

(xa) y=a S]’,.
en sorte qu'on ait
(13) y = a Sy 4 4oy

Posons de méme

(14) v=aSv,~ Av, w=aSw, = Aw, elc....

On tirera de la formule y, = au, 4 by, - cw; +4-etc.. . . ,

(15) Sy, = aSu; 4 bSv, + cSw, 4= etc.. . ;
puis de cette derniére, multipliée par a, et soustraite de l'équa-
tion (1),

(16) Ay = bAy - cAw +-etc.. ..

Soient dailleurs a,, Ay,, Av;, aw,,... ce que deviennent les
valeurs de a, Ay, Av, Aw,. .. tirées des équations (r1), (13) et (14),
quand on y remplace x par x,, { €tant I'un des nombres entiers
1, 2,... n. Siles valeurs de '

Ay,y AYe. ..y Ay,
sont trés pelites, et comparables aux erreurs que comportent les
observations, il sera inutile de procéder & une seconde approxima-
tion, et l'on pourra s’en tenir 2 la valeur approchée de y fournie par
équation y =aSy,. Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir
une approximation nouvelle , d’opérer sur la formule (16) qui donne
Ay==_bAv +-etc., comme dans la premiére approximation Pon a opéreé
sur laformule (1) y = au <4 etc.
Cela posé, désignons par
S'Av,

la somme des valeurs numériques de Av,, et par
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S'ay;, Saw,, etc....

les polynomes dans 'lesquels se change la somme S$'Ay; quand on y
remplace chaque valeur de Ay, par la valeur correspondante de Ay, ou
de Aw,...; soit enfin

AV
€= gu

si l'on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série (1) le coeffi-
cient ¢ du troisitcme terme et ceux des termes suivants, on devra
prendre pour valeur approchée de ay

(18) Ay = 65'Ay.

Soit A?y le reste du second ordre qui doit compléter cette valeur
approchée, ct faisons en conséquence

(19) Ay = €8'Ay; + A%y

Posons de méme

(20) Aw = E5'Aw, = A*w, etc.. .. :
on tirera successivement, de la formule (16),
(21) Ay, == bAv, == cAw, -+ etc.... ‘
(22) S'ay; = bS'av; + cS'aw, - etc... . ;

puis cette derniére, multipliée par € et retranchée de I'équation (19),
(23) A’y = cA*w =+ etc.. ..

Soient dailleurs &;, A%y;, &*w,,..., ce que deviennent les valeurs de
€, Ay, A'w,. .., tirées des équations (1-), (19) et (20), quand on y
remplace x par x;, i étant 'un des nombres entiers 1, 2,..., n. Si
les valeurs de

Asjl’ A"y”l..’ A‘]‘ﬂ

sont trés petites et comparables aux erreurs que comportent les obser-
vations, il sera inutile de procéder 4 une nouvelle approximation, et
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Pon pourra sen tenir a la valeur approchée de &y fournie par I'équa-
tion (18). Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une troisieme
approximation, d’opérersurla formule(23) qui donne A%, comme I'on
a opéré dans la premiére approximation sur la formule (1). Ea conti-
nuant de la sorte, on obtiendra la régle suivante:

L’inconnue y, fonction de la variable x, étant supposée dévelop-
pable en une série convergente

() au-by+cw—+-...

ou z, v, w,..., représentent des fonclions données de la méme
variable, si I'on connait n valeurs particuliéres de y correspondantes
a n valeurs particuliéres

Xyy Lyys 3 Xa

de x, si d'aillears on nomme i I'un quelconque des nombres entiers
1, 2400.y 1, €t ¥, Uy ¥iy..., C& que deviennent y. u, ¢,...,
quand on y remplace x par x; ; alors, pour obtenir la valeur générale
de » avec une approximation sulfisante, on déterminera d’'abord le

coefficient « a I’'aide de la formvle
(1D u = aSu,,

dans laquelle Su; désigne la somme des valeurs numeriques de u,,
ct la différence du premier ordre Ay & Vaide de la formule

(I r = aSy, 4+ 4.

Si les valeurs particulicres de 8y, representées par Ay,, 8y,,... &y,
sont comparables aux erreurs d'observation, on pourra negliger Ay
et réduire la valeur approchée de y a :

aSy;.

Dans le cas contraire, on déterminera § a 'aide des formules
(IV) v=aSv, 4+ Av, Av=6SAv,,

S'Ay,; étant la somme des valeurs namérique- de Ay, , et la diffévence
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du second ordre A%y & I'aide de la formule
vy Ay = 6S'Ay - A%y

Si les valeurs particuliéres de A%, représentées par Ay,, 4%,,...,
A%, , sont comparables aux erreurs d’observation, Yon pourra
- négliger A%y et réduire en conséquence la valeur approchéde de y a
aSy; 4 €aS'Ay,. :

Dans le cas contraire, on délerminera 3 par les formules

(VI) w=1aSw,+ Aw, Aw=_E6S8'Aw + &'w, A'w=)8"A%,,

§"A%w, étant la somme des valeurs numériques de A'w;, et la diffé-
rence du troisieme ordre A’y par la formule

(V1I) Ay == 98"'4Y,; + &Yy, elc....

Ainsi, en définitive, en supposant les coefficients @, €, 5,...
déterminés par le systeme de ces équations, eic.,..., on devra
caleuler les différences des divers ordres représentées par

Ay, Ay, &%,...,

* ou plutdt leurs valeurs particulicres correspondantes aux valeurs x, ,
Lypeery X de la variable x, jusqu'a ce que l'on parvienne i une
différence dont les valeurs particuliéres soient comparables aux
erreurs d’'observation. Alors il suffira d’égaler & zéro la valeur de
cette différence tirée du systeme des équations (IIT), (V), (VII). ..,
pour obtenir avec une approximation suffisante la valeur de ». Cette

valeur générale sera donc
]"—_—QS]’“ on I=“sy.+€SAj,, ou etc....,

svivant que 'on pourra, sans erreur sensible, réduire la série a son
premier terme, ou a ses deux premiers termes.... Donc, si Von
nomme m le nombre des termes counservés, le probleme de linter-

polation sera résolu par la formule
y=aSy, 4684y, 4 158"A%, 4 etc... .,

le second membre étant prolongé jusqu’au terme qui renferme A"y,
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11 est bon d’observer que des formules précédentes on tire non-seule-
ment

Sa,==1; 86;==0, §'C,=1; Sy,==0, §y.;=0, §"y,=1, etc... ;
mais encore

SAy,==0; SAw,=o0, S&'w, =0, §'A'w, =0, etc....,
et

SAy.==o0; SA'%,;=o0, §'A'y,;=0; SA%,=0, §'A%,=0, §"A%,=o,...

Ces derniéres formules sont autant d’équations de condition aux-
quelles doivent satisfaire les valeurs particuliéres de a, €, 5,...,
ainsi que celles des différences des divers ordres de u, v, w,..., r;
et il en résulte qu'on ne peut commetire dans le calcul de ces valeurs
particulieres ancune erreur de chiffres sans en étre averti par le seul
fait que les équations de condition cessent d’étre vérifiées.

En résumé, les avantages des nouvelles formules d’interpolation
sont les suivants:

1°. Elles s'appliquent aux développements en séries, quelle que
soit la loi suivant laquelle les différents termes se déduisent les uns
des autres, et quelles que soient les valeurs équidifférentes ou non de
la variable indépendante.

2°. Les nouvelles formules sont d’'une application 1reés facile,
surtout quand on emploie les logarithmes pour le calcul des rapports
a, €, %,..., et des produits de ces rapports par les sommes des
diverses valeurs des fonctions ou de leurs différences. Alors, en effet,
toutes les opérations se réduisent a des additions ou a des soustrac-
tions.

3° A Taide de nos formules les approximations successives s'exc-
cutent avec une facilité de plus en plus grande, attendu que les
différences des divers ordres vont généralement en diminuant.

4°. Nos formules permetient d'introduire 2 la fois dans le calcul les
nombres fournis par toutes les observations données, et d’augmenter
ainsi P'exactitude des résultats en faisant concourir 4 ce but un tres
grand nombre d’expériences.

5°. Elles offrent encore cet avantage, qu'a chaque approximation
nouvelle, les valeurs qu’elles fournissent pour les coeflicients a, &, c,...
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h]

sont précisément celles pour lesquelles la plus grande erreur 3
craindre est la moindre possible.

6°. Nos formules indiquent d'elles-mémes le moment ou le calcul
doit s'arréter, en fournissant alors des différences comparables aux
erreurs d’observation.

7°- Enfin les quantités qu'elles déterminent satisfont i des €quations
de condition qui ne permetient pas de commettre la plus légere faute
de calcul, sans que I'on sen apercoive presque immédiatement.

On trouvera dans les nouveaux exercices de mathématiques de
nombreuses applications de nos formules d’interpolation.

. _ Y
Tome 1L — Juix 1835,



