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PURES ET APPLIQUEES. 105

Sur le développement de (1— 22z + zﬂ)"i

Parz MM. IVORY st JACOBI.

I
On a souvent besoin de développer (1-2xz+4-3*) ? en une série or-

donnée suivant les puissances ascendantes de z, série dont le terme
general peut étre représenté par X,z*: y et z sont deux variables
comprises entre —1 et 1. Or M. Ivory(dans les Transactions phi-
losophiques ) et ensuite M. Jacobi ont mis depuls long-temps la valeur
de X, sous cette forme trés sunple

. dar . (x*—1)*
1.2.3....n.3%° dx» )

(l) VX,; =

Ceest dans le journal de M. Crelle (tome II, page 2a3) que se trouve
le mémoire de M. Jacobi ; mais comme cet excellent recueil est malheu-
reusement peu repandu en France, nous pensons faire plaisir 4 nos
lecteurs en transcrivant ici la démonstration de la formule (1).
D'aprés la formule de Lagrange, en résolvant I'équation.....

y —x==zF () par rapporta y, on a

l‘ dﬂ—l.F »
7 = x 4= F(x)4. ..+ K_L;.“n. dx"—('x) <+,

d'ou résulte
z" d" F(x)

d d
(2) —d'—£=1+ F(x)+“'+,23 p roamliy STRRP

Appliquons la formule (2) au cas parli(:ulier ou F(r)=13(y*—1):
Péquation dont » dépend devient alors y—x*=§( y*—1), et l'on
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en déduit 1—zy = V1—axz-}-2% puis %=(l-—-axz+ z‘)"'? :

en vertu de la formule (3), on a donc

_ Wi g 8d(@—1) z" d* (=*-1)*
(1=2xz+4-2") *=14-. e '+f"+x.z.3...n.z.’" y Ao 22

et par conséquent

X d".(z* —1)*
1.2.3...n.2*" dx* ?

X, =
C.Q.F.D.

Au reste, la formule (1) étant donnée, on peut en démontrer
Pexactitude de plusieurs maniéres, et par exemple en faisant usage
de la relation connue nX, — (an—1)xX, 4+ n—1)X,_,=o0.

D’apres la forme de la fonction X,, les intégrales..........
[X.dx, fdxfX.dx,...,*X.dx*, dans lesquelles on prend toujours
— 1 pour limite inférieure et x pour limite supérieure, s'évanonissent
toutes si lon pose aprés l'intégration = 1. Cela étant, soit y une
fonction de x telle que y et ses dérivées ne deviennent pas infinies
lorsque 2 croit depuis —1 jusqu'a -~ 1. En intégrant plusieurs fois
par parties, on trouve

-1 1 ] n P od
f_,-yx'dx = 1.2.3...n._2_"‘f:.(l—x.> 'Z?J'd‘r

équation dont le second membre se réduit 4 zéro, lorsque y est un
polynome entier de degré inférieur a n: si l'on fait en particulier
y=2X,, m étant <n, on tombe sur la formule bien connue

~+1 ’ - .
X, X,dr = o: en posant y=X,, on a au contrare......

2

a1

Y Xidx =

R L T IR L I IR w "
merE ey "ot oy o amprr R N YRS TR T IR TR T Y RN TN IR )



