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NOTE

Sur une Méthode d'élimination pour certaines classes
d’équations différentielles linéaires;

Psrx A.-M. FAVRE-ROLLIN.

L

Soient deux équations de la forme

MS 4 NZT 4 P22 .

de dew \£ (x )

d“l]‘ dnl]‘ dPn
M;W+NIH+PIZP:—?‘+etc'=V” (2)

dans lesquelles V et V, sont des fonctions quelconques de la variable
indépendante ¢ et d’'une ou plusieurs autres variables, ainsi que
de leurs coefficients différentiels. Si les coeflicients M, N, P,.....
M,N,P,..... sont constants, il suffira, pour éliminer y et ses
différentielles, d’écrire a la place de y, V, dans le premier membre
de I'équation (1), et V dans le premier membre de I'équation (2), et
d’égaler les résultats, en sorte que I'équation finale sera

&V, | dw, @V, g dMV AV oV
M SR N2 - Pt ete. =M, 5 TN P H-ete.

En effet, si 'on différentie séparément m, fois, n, fois, p, fois, etc.,
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I'équation (1), il viendra

d et d“""m:f dnx’ '\[
(@) M= dz"H-m + N dem+rm, + P dﬂ’"’"‘ + ete. = dime ?
d’l+"1y drte, Vs — dV
(l}) l\I_t—Itm-v-n + N ditn, _‘[' P dpptn. + ete. = drm ?
dr+p drnV
(C) N tm+p + N t"+F + P dtP+P + etc. = - dlp ?

etc.

Je multiplie Péquation («) par M,, Péquation (b) par N,, I'équa-
tion (c) par P,, etc., et Jajoute ensnite membre 4 membre toutes ces
équations : en écrivant les uns & la suite des autres tous les termes con-
tenus dans la méme colonne verticale et observant que la somme des
termes de chacune de ces colonnes peut se mettre sous la forme

(1"!‘7' dpl_r
dtm (Ml dtm + N d["l + Pl dlpl— + etc' )’

d‘.]‘ dpx‘}f
NFF‘( 'dt'" +N dz"|+P' 'd77+etc')’
dP . dn‘] dP*,)"
P (MG + NG+ PG,
etc.,
ou bien
damv, drv, darv,
M a0 N am P ~—dlp,etc.,

on aura donc

av, dar: V
dt'" +N dr +P dtP + tc"—'M'dz'" +N' dz" +P' drr. +et° :

comme on l'avait annonce.

IL.

Si les deux équations proposées sont linéaires en o et y, et ne
contiennent que ces deux variables et la variable indépendante ¢, on
pourra former a volonté par le moyen précédent I'équation finale en
y ou en x, et, chose remarquable, ces deux équations finales différe-
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ront seulement par le terme fonction de ¢ qui ne contiendia quc
~ette dermere variable. On peut vérifier cette proposition sur Fexemple
suivant, et il serait facile de la démontrer en général.
Soient les deux ¢quations

duzj, . dn‘,). . . dp.r d i
M ;iﬁ"‘l\ an =T =P oz —Q o7,
f[ :') (I”l.’t‘ d“lﬂ
" i + \ a’l" — T'_ P' F Q' de’

Lo €liminant successivement x et J» on peut remplacer ces equa-
tons par les sutvantes

dn ar di x
(F+30) (r-r 5 —05)
dP.r dir
_< e +\‘dt" )(T P W) ’
) o’ d \ dn'.}‘
(l dr +Q 11)(T ‘dt"' _L\'W
—(p o r : dy
< ‘o ) (F —A dz" — N dr
telles=ci développées donneunt
P ou, $7r 4 py, 4 N, I
\ [.H—rn + + LY dtp+n + (’L t —%?
P d*+ LN - d""'ﬁ.’l‘
(e, d[“; 4+ IQ g NPT L NQ, dnr)
N (o
=\, v, oL (\I P :
dF+ di+n,
\ PM, S0 - QM ¢ dﬁ*"' "+ PN, 2 "+ QN, ——
‘ 4:_.;‘ ‘ : ll'z+]’ .
<\Il’ P MQ' J;m*’ ""\P' 711T+T + M, ({P?‘}.‘)
T dr: T di:' T
= Y uy — (P A +Q i )

cualites qui ne difféerent que par les termes fonctions de ¢ seulement,
ct pour lesquelles par conséquent, dans e cas des ¢quations différen-
fielles @ indices entiers et positifs , sera applicable la méme formule
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generale d'intégration, en sorte que les valewrs de « et de ¥ oseront de
ia forme
Co e+ C, o* 4 C, e 1 ete.,
= C e*" 4~ C, ' -+ Cy e 4+ cte.;

&
I

C., C,, etc., étant des fonctions de ¢ que 'on saura déterminer piu
les méthodes connues, dans chaque cas particulicr, et les quantités - |
Yy, 43, etc., €tant déterminées par I'équation commune

PL\‘],Mp+m' -+ Q:\]l#j‘*mv - etc. == o,
1.

Sil'on a m équations entre m < variables, a coefficients cou--
tants pour toutes ces variables moins une qui sera la variable inde-
pendante, il suffira, pour ¢liminer l'une delles, d'ordonner le premic
membre de chaque equation par rapport a ses cocllicients différentic!-
apres avoir fait passer tous les autres termes dans le sccond membre
On comparera ensuite I'une quelconque de ces cquations avec les mn— .
autres. On formera ainsi m—1 couples d’équations cntre lesquelles o
¢liminera la variable en question, comme il a €té dit ci-dessus , et 1o
n‘aura plus que m-—1i equations entre m variables. Eu continaant
la méme maniére, on arrivera 2 une equation entre deux variable.
seulement. On concoit quil sera dis lors facile, par ce procédé, .
remplacer les m équations proposées par m autres équations dans hi:-
cuue desquelles entreront seulement la variable wdépendante o1 i
des autres variables qu'il sagit de déterminer.

v,

Diapres ce qui précede on peut conclure /¢ priore Vordre de 1:-
quation finale, Si, par exemplc, on a m equations du premier o1 -
dre, le procédé indiqué conduira & m—1 equations du second ordie.
et de la & m—2 équations du troisitme ordre, et enfin a m—{iin— , .
ou une €quation du m“™ ordre; et en general st m, n, p, ete..
sont les plus forts indices de différentiation pour chaque variable,
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m=n-p--etc., sera le nombre indiquant Pordre de chaque €qua-
tion finale.

V.

Tout ce qui a été établi ci-dessus I'ayant ¢té indépendamment de
toute valeur particuliére attribuée aux indices m, n, p, ¢, etc., sera
deslors vrai, quels qu’ils soient, et conviendra par conséquentau casdes
équations différentielles a indices quelconques. On n’aurait pu arriver
a ce résullat par les méthodes ordinaires, qui reposent sur la différen-
tiation sous forme finie d'un produit tel que B de deux variables,
ce qwon ne peut supposer pour des différentielles & indices quelcon-
ques. Cette méthode a aussi Iavantage de dispenser du recours a des
variables auxiliaires, et n’exige que des opérations fort simples d’ad-
dition et de soustraction. Enfin elle pourrait sappliquer également
bien aux équations linéaires a coefficients coustants dans le calcul aux
différences finies.



