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MEMOIRE

Sur un nouvel usage des fonctions elliptiques dans les
problemes de mécanique céleste ;

Pair Josers LIOUVILLE.

(Présenté & PAcadémie Je 11 juiller 18345.)

i. Pour résoudre le probleme difficile des perturbations plauétaires,
les géometres ont successivement imaginé diverses méthodes. La plus
remarquable est sans doute celle ou 'on regarde les constantes arbi-
traires du mouvement elliptique comme devenues variables sous 'in-
fluence des forces perturbatrices, en conservant d’ailleurs entre la lon-
gitude, la latitude, le rayon vecteur de la planéte troublée et le
temps £, toutes les relations algébriques propres au cas ou l'on tient
compte de la seule action du soleil. On peut trouver a la rigueur
dans les ouvrages de Newton lidée premicre de cette méthode dont
Lagrange est le principal inventeur et que M. Poisson a simplitide
en quelques points. La détermination des inégalités périodiques du
mouvement des planetesse trouve ainsi ramenée au développement en
série et a l'intégration d’une certaine quantité, nommée R dans la
Meécanique céleste , ou plutdt des différenticlles partielles de cette
quantité, prises par rapport aux €léments de la planete troublée.

Daus la théorie des principales planéles, les excentricités e, ¢',. . ..
de ces planctes, et leurs inclinaisons A, A',... sur Pécliptique ont
des valeurs trés petites. 1l est naturel de développer alors la fonction R
en série ordonnée suivant les puissancescroissantesde e, €', A, A, etc.,
ce qui conduil a une série rapidement convergente. Mais les divers
termes de R, dans ce développement, contiennent en dénominateur
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les puissances successives de la distance moyenne A de la planéte trou-
blée a la plancte perturbatrice, ce qui rend intégration impossible
sous forme finie. On est donc contraint de développer de nouveau les
puissances négativesde A en séries de cosinus d’arcs proportionnels
au temps ¢. L’intégration par rapport a cette variable z, s’effectue en-
suite immédiatement. La série quc l'on obtient en développant ainsi
chaque terme de R est peu convergente en elle-méme. Euler a ob-
servé qu'elle le devient davantage par l'intégration; et, au jugement de
d’Alembert, cette simple remarque doit étre comptée parmi les plus
belles découvertes de ce grand analyste. Toutefois j’ai pensé qu'il
serait utile d'éviter ce développement nouveau des divers termes de
R, ou du moins de donner une méthode pour calcaler avec beaucoup
Jd’approximation le reste qu'on néglige lorsque aprés I'intégration on
prend seulement un certain nombre des termes de la série, les dix
premiers par exemple, en omcttant tous les autres. Jespere y étre
parvenu a l'aide des fonctions elliptiques dont mon mémoire va pré-
senter une application curieuse au probléme des perturbations. Déja,
dans la solution de ce probleme, Legendre avait introduit les fonc~
tions elliptiques définies, c'est-a-dire les fonctions elliptiques dont
Pamplitude est égale a une constante. Je montrerai qu'on peut se servir
aussi avec avantage des fonctions elliptiques indeéfiniesdont l’amplitude
dépend de la variable ¢. Mes formules devrontsurtout étre employées,
lorsque les moyennes distances de la planete troublée et de la planéte
perlurbatricc au soleil différeront peu I'une de lautre.

2. Pour faire comprendre en peu de mots le hut que je me suis
proposé , j'obscrve quen développant R en série ordonnée suivant les
puissances ascendantes des excentricites et des inclinaisons , on ramene
le calcul des inégalités périodiques du mouvement des planétes & la
détermination numerique, pour une valeur quelconque du temps ¢,
d’intégrales de cette forme ,

JQcosgtdt, [Qsingtdt, [dtfQcosgtdt, [dt[Qsingtdt,

Q désignant unc fonction périodique de ¢, et g une constante. L'ex-
pression de Q est comprise dans la formule

1

Q= 2
[A+ A'cos (gt + g)]"°
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x étant un nombre entier impair, et A, A’, g/, g,, des constantes : g't
représente la différence des moyensmouvements de la planéte troublee
m et de la planéte perturbatrice m'. Si a et a’ sont les demi-grands
axes des ellipses décrites par m etm’, on aura A=a*~+-a", A' ==—2aa’,
ou mieux A/ == -— 2aa’(1—2%), en représentant par A le sinus ‘de la
moitié de I'angle compris entre les plans des deux orbites, et en évi-
tant de développer le terme trés petit 2aa'A® cos (g't+g.). On sim-
plifiera un peu l'expression de la fonction Q en prenant une unité
de temps convenable et telle que 'on ait g’==1; en fixant ensuile
Yorigine du temps a une époque convenable, on peut rendre la
constante g, égale i zéro. Cela revient au fond a remplacer le binome
g't 4+ g, par une seule lettre 2. On a ainsi

Q--_=___'___~

(A + A’ cost)?

ns!

valeur que nous adopterons désormais. Désignons maintenant par ¢ la
partie enticre de g et par [ le reste positif ou négatif g—y¢, dont la
valeur est comprise entre — 3 et ~-1: nous aurons g=¢~{; il
en résultera

cos gt == cos gt cos it — singtsinlt,

sin g == cos g¢sin It - sin gt cos It

1a détermination des inlégrales simples ou doubles de

Qcosgt, Qsinge,

dépend donc des intégrales des quatre quantités suivantes .

Qcosqtcosit, Qcosgesinlt, Qsingtsinit, Qsingicos .

Considérons, par exemple, la premiere de ces qualre quantités, sa-
voir Q cos g¢ coslt; nous la mettrons sous la forme P coslt, en posant
P = Qcosqz. La fonction P sc développe en une sérte de cosinus
Q’arcs multiples de ¢, et les coeflicients numériques des divers termes:
de cette série sexpriment en fonctions elliptiques. Nommons P’ Fen-

5-..
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semble des premiers termes de P, des (i — 1) premiers, si 'on veut,
et P” la différence P — P'; on aura

SPcoslitdt = [P’ cosldt + [P"cosltd:,
JSAY P cos ltdt = [ds [P’ cos ledt 4 fdtf P" cos ltdt.

On calcule immédiatement les termes [P’ cos ltdt, fdif P’ cosltdt qui
donnent déja une valeur approchée des intégrales demandées. Cela
posé, lorsque I'on prend le nombre i assez grand, je prouve que les
valeurs des restes ['P"cosltdt, fdtfP"cosltd: s'expriment trés sim-~
plement en quantités finies et en fonctions elliptiques, et cela avec tel
degré d'approximation qu’on veut. Les théorémes auxquels je suis
arrivé a ce sujct rendront, ce me semble, & la fois plus exact et plus
simple le calcul des intégrales /P cositdt, fdtfP coslitdt, dans les-
quelles P=0Qcos qz. Ce que je viens de dire des intégrales. . ..
SQcos gt cosltdt, [t X cosgt cos itet peut se dire aussi des intégrales

SQcosgtsinledt, fdt fQcosqgtsinldt, etc.

a la détermination desquelles se réduit, comme on I'a vu , le calcul des
inégalités périodiques du mouvement des planétes. Dans tous les cas
possibles, la marche 4 suivre est la méme. Au reste, on doit sattendre
4 trouver ici I'exposé rapide des principes sur lesqucls ma méthode
repose, et non l'exposition détaillée de ces principes a la théorie des
planctes. Le lecteur suppléera sans peine aux détails que j’ai crn devoir
supprimer.
5. Soit P==Qcos ¢¢; et considérons les deux intégrales

(1) e (2) -_—:fP cosltdt,
(2) 4 (8) = [Psinlede,

dont il s'agit de déterminer les valeurs numériques. En adoptant cette
valeur de P, les intégrales [Psindt, fPsinatdt,... que nous nom-
merons P, P,, ... sexpriment immédiatement sous forme finie, tandis
que les intégrales fP.dt, fPde,... fPdt, fPcostds,... sexpri-
ment en fonctions elliptiques et se calculent a I'aide des tables de Le-
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gendre On peut développer P en une série de cosinus d’arcs mul-
tiples de ¢ : les coeflicients numériques de ce développement se trans-
formeront en fonctions elliptiques et seront aisés a calculer comme
Legendre I'a fait voir dans son ouvrage. Le développement de P
étant opéré, on effectue immédiatement les intégrations indiquées
dans les formules (1) et (2), et 'on obtient ainsi les valeurs de ¢(¢),
A (£) développées en séries. Quand les séries qui expriment @ (2), L(¢)
sont trés convergentes, on peut sarréter la et regarder notre pro-
bleme comme résolu. Mais nous supposerons ici que cela n'a pas lieu ;
et nous chercherons  tenir compte approximativement du reste que
'on néglige en prenant pour valeurs exactes de @ (), < () les (i—1)
premiers termes des séries en question. On pourra, si I'on veut, pour
fixer les idées, prendre i— 1=g ou i == 10; mais notre analyse sera
exacte pour un nombre i quelconque, pourvu qu’il soit suffisamment
grand.

Désignons par P” la valeur de P dans laquelle on a supprimé les
(i—1) premiers termes, et par P'~-P" la valeur complcte de P:
il s'agit, comme on voit, d’estimer approximativement les quantités

d’abord négligées
X = fP"cosltdt, Y = [P"sinltds.

Soit p un nombre entier qui prenne successivement toutes les va-
leurs comprises depuis p =i jusqu’'a p == = : la fonction P” aura,
d’aprés ce qui précéde, un développement de la forme

P" == =H cospz:

ccla donne

X == cos /(= E_}%S'_nljf — sip it = tH cospt ’
P — l P“ —

==sin = P;,———-T;:t -~ coslt= l;i(ili)f
ou bien
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X = U coslt — V sinlz,
Y = U sinlt 4+ V coslz,

U et V ayant les valeurs suivantes

U=s pHsmpt Ves IH IH cospt
=1 p—r

La lettre p désigne successivement tous les nombres entiers i, i+ 1,
i< 2,....851 donc iétait un trés grand nombre, [* étant < 2, on
pourrait poser a peu pres

il en résulterait

U=z“5"‘f"_—_/’ P'ds, V = o,
P o
et par suite

X = coslt f “Pld:, Y =sin it f ‘ Plds.

Les restes négligés dépendraient donc alors de la seule integrale
f " Pldt, et celle-ci se réduit aux fonctions elliptiques , en remplacant

P” par P —P'.

Les valeurs que nous venons de trouver pour UetVou pour X et Y
ne sont pas en général suffisamment exactes quand on donne a / une
vileur peu considérable, telle que i = ro0. Mais par 'analyse méme
dont nous venons de faire usage, on en obtiendra de plus approchées.

dont le de-

. , s o ., l
En effet, au lieu de négliger tout-a-fait la quantité —
pr—1
. . l 3
veloppement, suivant les puissances de p*, est 7 -+ F ~+...., rempla-

. U ) .
cons-la par cette autre quantite proiard dont le |[développement. . .

{ l .. cqer
— Z . ...aune valeur numérique peu différente lorsque p est
7 que p que p

P2
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. . { A
grand, puisque le premier terme 7 est le méme de part et d’autre.

L’ Py . .
erreur que I'on commet en posant ainsi

! 1
ps_lz—Pu_l’

ne porte que sur des termes divisés par p* : aux termes pres divises
par p®, on peut poser de méme

P _ U
=t p

pt .
+ pg_I -
on conclura de lapour U et V les valeurs que voici :

>

H sin pt H sin gt
U= (1 — ) 3 Z230F R il i
(1 — 2y 3 Bt g s el ety
V= 15 Moot
P—-I

Nous avons déja observé ci-dessus que la quantité

b H sinpt ou f‘ P'dt
P 0

peut s’exprimer par des fonctions elliptiques : on peut réduire de
méme aux fonctions elliptiques les deux séries

s pHsinpt s Eospt

pr—1’ p—r’

et par suite les valeursde U, Vetde X, Y : cest ce que nous allons
démontrer.

Pour plus de généralité, considérons les deux séries

z.}i}f_sinpt’ s H cospt
p )—Plz Pz—sz ?
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dans lesquelles p, représente un nombre entier déterminé et < ¢
Quand on a p, =1, ces nouvelles séries coincident avec celles dont

nous avons a nous occuper.
On a, comme il est aisé de le vérifier,

¢ H sinpt H cos t
P'cosp, tdt = cosp tEP p! sinptE —— 2P
f P P posioptE o
pH smpt H ospt

~- p.cosp,t 2

f P'sinp,tdt = CH-sinp,t = e

C désignant une constante choisie convenablement et que nous de-
termiuerons tout 4 Theure. En résolvant ces équations par rapport
aux quantilés

s pHsiE]_)_t s H(ospt
p=p> T p—p’
1l vient

K 1 1
= AL o [ con s (C — ¥ s ),

= }I:,i);i)—' = gmf) f P*cosp,tdi — L I(C f P" sin p, tdt)
Mais les intégrales / p* smp,tdt,/:‘ P"cosp,la’touf; (P-P")sinp,¢dt,

/ (P —P") cos p,tdt s'expriment en termes finis ou se ramenent aux
o 0

fonctions elliptiques : donc il en est de méme des deux series

H si H cospt
2 ]) 2_Sl“i): ’ z QCOQ—IJT,
P Vo' 1

et parsuite des valeurs approchées de X et Y.
Reste a déterminer la constante C. Pour cela nommons P?, linté-

Lo s : .
gralef P"sin p,tdt qui s'obtient toujours sous forme finie, et ohser-
' o

- ’ ¢ A3 . . .
vons que I'intégrale /‘ P’.d¢ se ramene aux fonctions elliptiques. Cela
o 0

posé , multiplions par dr et intégrons entre les limitest = o, t =,
les deux membres de 'équation
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. H sin pt H cospt
P = C~sm e PSP b cos .tE———I— :
I P:__Pin Ps P Pa__P‘n

puisque p et p, sont des nombres entiers inégaux, ona

L . ®
/' sinp,t sinptdt = o, f cosp,t cosptdt = o.
.« 0 o
Le second membre de 'équation qu'on integre se réduira douc a Car .
et Pon obtiendrz sur-lec-hamp

~HWﬂ::&w &ﬁ(ﬁ%ﬂ@ﬁg

ce qui détermine la constante C.

Les formules auxquelles on arriverait en poussant jusqu’au bout le
calcul que nous avons seulement indiqué sont, je crois, celles dont
on fera le plus souvent usage davs les applications pour réduire e
nombres X et Y. Mais en continuant a raisonner, comme nous venons
de le faire, on en obtiendra d’autres plus exactes cncore.

En effet, puisque p, étant un nombre entier quelconque < 7, le=
deux séries

z ey, xSk
PP P =P

sexpriment par des fonctions elliptiques, tout se réduit a ramener a
des séries de ce genre-la les valeurs de U et de V : on y parviendra, an

. . . . .y i
moins par approximation, st Pon met les quantites ;;Tff—li’ gz SO~
la forme

P G G.p G.p

3 = = —_ - etc.
o PP Pty e
l Gl G"1
= 0 -} etc.;

=BT p— TP

=

. ) . . R 1
et c'est ce qu'on peut toujours faire aux quantites pres de lordre et

. ’ . o, r a 1
pour la premiére équation, et aux quantites pres delordre gy POUr

la seconde, en désignant par n le nombre des constantes indéterminees

Drcemprs 1836. 58
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G.G,,....ou G',G".... qui entrent dans les seconds membres des
équations (a) : il suffira, en effet, de développer, dans chacune de ces
équations, les deux membres en séries ordonnées suivant les puis-
sances descendantes de p, puis d’égaler de part et d’autre les coeffi-
cients des n premiéres puissances de p. Toutefois, pour que cette me-
thoderéussisse, il faut que lenombre z, limite inférieure de la variable p
qui s'étend depuis p == i jusqu’a p== o, soit pris suffisamment grand
par rapport a .

Dans ce numéro, nous avons toujours regardé le nombre / commc
compris entre — et -~ 1 et comme différent de zéro. Si par hasard ce
nombre [ est nul, ce qui peut arriver, on aura fPsinltdt = o et
/P cosltdt = [ Pdt = une fonction elliptique.

4. Lies méthodes que nous venons d’appliquer & la détermination
numérique des intégrales simples

() @@ = fP coslids,
(2) () = [P sinludt,

s'étendent d’elles-mémes aux intégrales doubles

(3) e, (t) = [diP ;:osltdt,
(4) N (8) = [difP sinltde,

Jaus lesquelles on a, comme ci-dessus, P = Q cosg¢. En effet conser-
q ’ ’

vouns aux deux lettres P’, P la signification que nous leur avons altri-

buée dans le numeéro précédent, et nous aurons

. (t) = fdefP cosledt  flefP" coslude,
N, () = [fdtfP' sinledt 4 fdefP" sinltde:

les deux quantités fdt¢ [P’ cosltde, fdt [P’ sinltdt, dont la détermina-
tion n'offre aucune difficulté, fournissent déja des valeurs approchées
de @, (£), L. () : tout se réduit donc a calculer approximativement
les deux restes

X, == fdt[P"cosltds, Y, = fdt[P"sinltdt.

Soit = H cos pt le développement de P : il viendra, en eflectuant les
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intégrations indiquées,

X, = —coslt= -(—————ll_'z ’:2) Hz)cosp‘ — 2 sinltZ lf)H 51;1)’:,
. Y, = —~— smlt = G —';:2) HP;?SPt -+ 2 coslt= IPH s"ll;]: ’

ce qui donne
— U,coslt — 2V, sinle,

X,
Y — U, sinlt 4+ 2V, coslt,

T

Il

si Yon pose

la 2
U, =3z GE P o,
lpH smpt

V, == = o

Rappelons-nous maintenant que si p, désigne un nombre eatier
quelconque < 7, les deux séries

H cos pt pH sinp
. 22 = 2 Tz )
P —p P —pP:

s’exprimerout en quantités finies et en fonctions elliptiques : ce
théoréme a ¢été démontré n® ‘3. Cela étant, on rameénera aussi les
restes U, V, aux fonctions elliptiques, si 'on parvient i mettre les

deux fractions
i+ p? llu__~
(Pz_ l,-)'.’ (Pz_ l »

sous la forme

Lo pr G G
T T L p— T_ ‘-;'—— etCa
(=) 1’—* + =i

Ip __ G 1) G, p
(PA___I) -_— + + P‘__/i"‘,_etc.,

etc’est ce qu'on peut toujours faire, au moins par approximation , en
disposant convenablement des constantes G', G",.... G, G,, G,,. ...,
et en supposant la plus petite valeur de p, savoir i, suffisamment
grande.
Lorsque la valeur adoptée pour: est tres grande, on peut se con-
58..
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tenter de poser

P4-pr 1 Ip

(P1__lz)z'_P:_l’ (P:_ln)s=0:

fes termes négligées sont alors respectivement de Yordre 1% et de

Pordre —. Et si l'on ne trouve pas ces expressions assez approchées,
1)

on en forme sans peine d’autres plus exactes. La marche a suivre ici
est la méme que celle indiquée n® 3 pour une recherche toute sem-
blable.

Le cas particulier ou l'on a I = o mérite d’étre traité & part. Il

vient alors
H cos p¢
2

X\ =—=
r

, Y, = o0:

tout se réduit done & mettre }:—, sous la forme
I GI G”
= == ——— = —— - etc. :
pop—1  p—j
. . \ . 1
or, aux quantités pres de l'ordre 7 on a

1 I

o . 1
aux quantités pres de l’ordrel—)-s, on a

v 4 1
3

P 3=y 3=’

et ainsi de suile.
5. Occupons—-nous maintenant des deux intégrales simples

(5) @ () = [P cosldt,
(6) 4 () = [P sinltde,

dans lesquelles nous supposerons P = Q singz. En adoptant cette
valeur de P, les intégrales f'Pdt, [P costdt, [P cosatdt,.... que
nous désignerons par P,, P,, Ps,.... sexprimeront sous forme finie
tandis que les intégrales [P.de, fPde, fPudt, .... [P sin tdt,
[Psinatdt,. ... seréduiront a des fonctions elliptiques. La fonction P
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peut se développer en une série de sinus d’arcs multiples de ¢ : dési-
goons par P’ Vensemble des (i — 1) premiers termes de ce dévelop-
pement, et par P la différence P — P’ : nous aurons

o () = [P’ cosledt + [P" cosledt,
V() = [P sinltdt + [P" sin ltdt :

les intégrales f P/ cosltde, [P sinltdt, que Von réduit aisément en
nombres, fournissent des valeurs approchées de @ (2),  (¢). Pour
estimer approximativement les restes

X = [P" cositdt, ¥ = fP" sinltdt,

représentons par = Hsinpt le développement de P": il viendra

X = —sinlt=: [I;,_SI_EI—{)} — coslt = f]H_f‘;Sli‘,
Y = coslt = H ST# — sinlt = ME,
pz_l p_l:

ce qui donne
X = — U sinlt — V cosle,
Y = U coslt — V sinls,
st Yon pose
U=-s IH sin pt Ve—s pHcosp

—Fj ’ pn_ Is

Lorsque i est un trés grand nombre, on a, & tres peu pres,

-7 — % 12'-,:1
=1 =t p

~

?

et il en résulte

. . chosﬂ__ _ t,-,
U=o, V=3-F=¢C det,

o
C étant une constante que 'on déterminera de la maniere suivante.
b ’ 4 \ »
L’intégrale f . P"dt, ou Yon peut remplacer P’ par P—F, s'exprime en

quantités finies. Nous la représenterons par P, , et 1l est aisé de voir
que Vintégrale nouvelle /' P",dt se réduira aux fonctions elliptiques.
Or en multipliant par d¢ et intégrant, entre les limites ¢t = o0, t =1,
les deux membres de I'équation

Heospt _ ¢ — 9
p v
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le premier membre se réduit 4 zéro, et Pon en conclut

C=: ["P'd:

la constante C est donc déterminée.
Oun aura des valeurs de U et V plus approchées en suivant une
marche analogue a celle du v° 3, c’est-a-dire en mettant les fractions

l
1‘ sous la forme

» — I+’
4 G’ G"
Pg_l; —'])_‘ + 4+etc.,
;;I_]_la - + 'P + i T etc.

et en observant que si p, de'signe un nombre entier < 7, les séries

Hsinpt H ¢
2 : pa’ 2 P - COS}: ,
PP P —p
peuvent toujours étre sommées & l’aide de fonctions elliptiques, comme
le lecteur s'en convaincra sans peine. Lorsque ! = o0, 0na + (§)= o,
et @ (¢) s'exprime sous forme finie.

Eufin il n’est pas moins facile d’appliquer des raisonnements sem-

blables aux intégrales doubles

Q. (¢) = fdtfP cosltdt,
o (t) = Jd¢ P sinlede,

P ayant toujours pour valeur Q singt: ce qui compléte notre tra-
vail. Lorsque [ = o, la seconde de ces intégrales se réduit a zére.
et la premiére se rameénc aux fonctions elliptiques. Ce cas parti-
culier se présente dans les applications, et il est remarquable par
sa simplicité.

La méthode, qui m’a conduit aux résultats consignés dans ce Mé-
moire, me parait assez élégante, et Uon peut en tirer parti pour cer-
taines recherches d’analyse pure.




