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MEMOIRE

Sur une classe d’' Equations « (li[fe’rences partielles ;

Psr ¢C. STURM.

Les géomelres ont résolu un grand nombre de problémes relatifs
a la distribution de la chaleur dans des corps de différentes formes
et aux petits mouvements vibratoires des corps solides €lastiques, des
corps flexibles et des fluides, en supposant ces corps homogenes et
identiques dans toutes leurs parties. Dans la théoric de la chaleur
la fonction inconnue qui représente la température variable d'un
point quelconque du corps dépend de l'intégration d’une équation
a différences partielles contenant sous forme lincaire cette fonction,
sa différentielle ou dérivée premierc par rapport au temps et ses
différentielles partielles du premier et du sccond ordre, quelque-
fois méme d’un ordre supéricur au second par rapport aux coor-
donuces d'un point quelconque, toutes ces différentielles étant mul-
tiplides par des fonctions connues de ces coordonnées. Dans les
questions dynamiques, les fonctions inconnues qui représentent
les déplacements d’'un point quelconque suivant certaines directions
dépendent aussi d’équations a différences partielles linéaires qui ren-
ferinent les différentielles secondes de ces fonctions par rapport au
temps et leurs différentielles partielles de différents ordres par rap-
port aux coordonnées, multipliées par des fonctions connues de ces
coordonnees.

Les solutions qu'on a données de ces diverses questions sont ana-
jogues a celle du probléme de la corde vibrante qu'on doit 4 D. Ber-
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noutlli et a Lagrange. Elles se compusent de la somme d’uve mfinit¢

37
de solutions particuliéres d'une méme forme déterminée. Les cas
les plus simples qu'il faut dabord cousidérer, sont ceux ou la
fonction inconnue ne dépend que du temps et d’unc autre variable
indépendante qui fixe la position d'un point quelconque du corps;
alors chaque terme de la série qui représente cette fonction satis-
fait séparément a I'équation a diflérences particlles qui a lieu pour
tous les points du corps et & des équations particulieres qui ont
licu 4 ses limites. Le terme général de la série est le produit de
deux quantités distinctes; la premiére est une exponentielle dont
Vexposant est égal au temps multiplié par un certain parametre
ou bicn clest le sinus ou le cosinus du temps multiplié encorc
par un parametre; la seconde quantité est une fonction de la va-
riable indépendante autre que le temps, et du méme parametre, Ja-
quelle dépend d’une équation différentielle ordinairede forme linéaire;
on obtient cette équation en substituant dans I'équation a différences
particlles, a la place de la fonction inconnue le produit des deux
facteurs dont il s'agit, ct supprimant le premicr qui se trouve
commun i tous les termes de I'équation. Cette seconde fonction qui
ne renfermc pas le temps et qu’on peut multiplier par un coeflicient
constant arbitraire, doit aussi satisfaire aux équations aux limites;
¢t de Ja résulte une équation transcendante déterminée dont Vin-
connuc est le paramétre qui multiplie le temps dans exponentielle,
ou sous le sinus ou le cosinus, et dont les racines en nombre infini
sont toutes les valeurs de ce paramétre, valeurs qu'il faut substituer
successivement dans le terme général de la série. On acheve ensuite la
solution en déterminant par des méthodes connues les coeflicients ar-
bitraires de cette série , de telle sorte qu'a Forigine du temps elle re-
présente 'état initial de la fonction dont on cherche T'état variable.
Ces problémes, méme restreints, comme nous venons de le dire
au cas d’une scule dimension deviennent beaucoup plus difficiles,
quand le corps dont ons’occupe n’est pas homogene dans toutes ses par-
ties, c'est-a-dire quand les qualités spécifiques, telles que la densitc ou
I'épaisscur, la capacité de chaleur, la conduectibilité, I'élasticité, sont
variables d’'un point a un autre suivant des lois quelconques. Les
équations du probleme étant posées, il faut toujours commencer,
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comme précédemment, par chercher des valeurs particulicres de la
fonction inconnue qui satisfassent a loutes ces dquations, a lex-
ception de celle qui exprime Détat initial qu’on suppose arbitraire.
Une quelconque de ces valeurs particuliéres est encore le produit
de deux quantités de méme nature que dans le cas de 'homo-
généité. Mais ici I'on est arrété d'abord par la difficulté d’intégrer
I'équation différentielle linéaire & laquelle doit satisfaire la fonction
de la variable indépendante autre que le temps et du parametre
indéterminé, et ensuite par celle de former et de résoudre 1'é-
quation {iranscendante qui doit donner les valeurs de ce parametre.
Dans les questions méme les plus simples et les plus connues
relatives a des corps homogenes, ol 'on est parvenu 2 intégrer 1é-
quation différentielle dont il s'agit et & écrire I'équation transcen-
dante, sous forme finie ou en séric, on a quelque peine i dé-
montrer que cette équation doit avoir des racines réelles en
nombre infini, et a reconnaitre la marche et les propriétés dis-
tinclives des fonctions qu'on obtient en substituant ces différentes
racines a la place du paraméire indéterminé dans Pexpression ana-
Iytique de la fonction satisfaisant & P'équation différentielle qu’on
a intégrée. On ne voit pas non plus comment les altérations qu'on
peut faire éprouver aux qualités spécifiques du corps influent sur
la grandeur des racines et sur les propriétés des fonctions qui en
dépendent. Ces discussions me semblent indispensables, si 'on veut
bien connaitre les circonstances les plus intéressantes de ces phénome-
nes; elles doivent méme nécessairement précéder la recherche de
I'intégrale génerale.

Le présent mémoire a pour objet les questions nouvelles que je
viens d'indiquer rapidement, Je crois les avoir résolues pour les cas
assez nombreux ol la fonction inconnue dépend dune équation
lindaire a différences partielles contenant cette fonction, sa dif-
férentielle premiere ou scconde par rapport au temps et ses deux
différentielles premiére et seconde par rapport i une autre variable
qui fixe la position d'un point quelconque du corps, la fonction et
ses différentielles étant multiplices par des fonctions connues de la
derniére variable.

Pour plus de précision ct de clarté, jai choisi comme exemple un
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probleme qui a toute la généralité qu’on peut désirer dans le cercle
que je me suis tracé. Je considere la distribution de la chaleur dans
une barre droite ou courbe d'une matiere homogene ou non ho-
mogene et d'un épaisseur constante ou variable, mais assez petite
pour que tous les points d'une section plane perpendiculaire a
I'axe aient sensiblement la méme température au méme instant;
cette barre est placée dans un milien d’une température coustante
quon peut supposer égale a4 zéro M. Poisson a donné dans son
grand ouvrage sur la chaleur les équations de ce probleme et leur
a appliqué scs méthodes générales d’intégration; mais il ne s'est
pas occupé des propriétés de l'équation transcendante et des in-
tégrales particuliéres que j'ai cru devoir étudier. J'ai fait usage dans
mes recherches de la théorie sur les équations différentielles linéaires
du second ordre que jai exposée dans un préee¢dent mémoire public
dans le Journal de M. Liouville. Je vais indiquer sommairement
les principaux résultats auxquels je suis arrivé.

Je cherche d’abord suivant la méthode connue que j'a1 rappeléc
plus haut, des valeurs particulicres de la fonction qui désigne la
température variable d’'un peint quelconque de la barre; je sup-
pose donc cette fonction égale au produit de I'exponentielle e~ par
une fonction V de I'abscisse x et du parametre indéterminé r indépen-
dante du temps z. L’équation transcendante en r a laquelle on arrive n'a
pas de racines imaginaires, ainsi que M. Poisson I'a démontié pour
cette équation et en général pour toutes celles qu'on rencontre dans
les problemes de physique mathématique. Je fais voir en outre que la
méme équation n’a pas de racines égales ct qu'elle n'a pas de racines
négatives. Je prouve ensuile a I'aide de ma théorie sur les équations
différentielles linéaires du second ordre, qu'elle a une infinité de ra-
cines positives dont la plus petite peut étre zéro dans un cas particulier.
En substituant chacune de ces racines 2 la place du parametre indé-
terminé dans la formule Ve—", on a donc une infinité de solutions
particulieres, satisfaisant  'équation a différences partielles et aux
deux équations qui oot lieu aux extrémités dela barre. Si les tempéra~
tures initiales sont exprimées par la fonction V qui correspond a I'une
des racines de I'équation en r, les températures variables de tous les
points seront exprimées par le seul terme Ve~"; elles seront donc a
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chaque instant proportionnelles & leurs valeurs initiales , et pour des
temps croissants en progression arithmélique, ces températures, ahs-
traction faite de leur signe lorsqu’elles seront négatives, décroitront
en progression géométrique d’autant plus rapidement que la racine -
sera plus grande. Les propriétés qui distinguent ces états szmples en
nombre intini o les températures variables sont exprimées par un
seul terme ne sont autres que celles des fonctions V correspondantes aux
différentes racines de P'équation transcendante. Voici les plus vemar-
quables.

Aucune de ces fonctions ne peut s'évanouir sans changer de signe.

La premiére de ces fonctions, celle qui répond a la plus petite
racine conserve constamment le méme signe dans toute I'élendue de
la barre.

La seconde, qui répond a la deuxiéme racine, change de signe une
fois pour un point situé enlre les deux extrémités de la harre.

La troisieme fonction change de signe deux {6is entre les méines
extrémités.

La quatrieme change de signe trois fois, et ainst de suite, jusqua
Pinfini.-

Deux de ces fonctions correspondantes a deux racines consécutives
changent toujours de signe l'une aprés lautre alternativement;
celle qui répond i la plus grande de ces deux racines s'évanouit la
premiére, en partant de l'une des extrémités de la barre. Entre
deux points consécutifs de la barre pour lesquels une- de ces fonc-
tions est nulle, il y a toujours au moins un point pour lequel I'une
quelconque des functions correspondantes & des racines plus grandes
change de signe, et il y a au plus autant de points pour lesquels
cette derniére fonction change de signe qu’il y a d’unités de différence
entre les indices de ces deux fonetions. .

Ainsi ces fonctions données par une méme équation différentielle
linéaire du deuxiéme ordre contenant un parameh'e variable, jouis-
sent de pmpneles amalogues i celles des sinus des nm]trp]ee d’une
variable qui sont les fonctions les plus simples de cette espéece; mars
les intervalles compris entre les points consécutifs pour lesquels cha-
que fonction change de signe ne sont pas égaux; ils ont des rela-
tions déterminées avec les qualités spécifiques de la substance, et
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varient en méme temps que celles-ci suivant certaines lois, ainsi que
les racines r de l'équation transcendante, Par exemple si le pouvoir
émissif augmente a l'une des extrémités de la barre, les points
pour lesquels chaque fonction s'annullera s'éloigneront de cette ex-
trémité, et toutes les racines r de Iéquation transcendante devien-
dront a la fois plus grandes.

Fétablis des propositions analogues velativement aux valeurs
maxima de ces fonctions et & d'autres valeurs plus ou moins re-
marquables.

Apres avoir ainsi discuté les solutions particulieres, je donne
d’apres les méthodes conaues lintégrale générale pour un état initial
arbitraire.

Avant que les températures de la barre soient réduites a zero,
il y aura une €poque ou elles seront exprimées sensiblement par
le premier terme de la séric qui représente Vintégrale genérale;
cet état final des températures se confondra donc avec le premier
des états simples que nous avous considérés précédemment; par con-
séquent aprés un temps plus ou moins long les températures de tous
les points de la barre seront supérieures ou inférieures a la tem-
pérature fixe du milieu, ce qui peut n'avoir pas licu pour les tem-
pératures initiales.

Cette propriété exige cependant que le coeflicient du premier terme
de la séric quon obtient par une intégrale définie, ne soit pas
nul. Sl est nul, et si celui du second terme ne l'est pas, I'état final
des températures sera le second de nos états simples, de sorte que
les températures finales seront supérieures a celle du milieu dans
une portion de la barre et inférieures dans la portion restante.

En assujettissant a de nouvelles conditions la fonction qui représente
les températures initiales, I'état final pourra se réduire a tel état
simple qu'on voudra. Toutefois je pense que ce résultat mathe-
matique ne pourrait guere étre vérifié par 'expérience, parce que
les équations de la chaleur ne sont pas d’'une exactitude absolue.

En général, les variations de signe qui peuvent exister dans les
températures initiales doivent, le temps croissant, disparaitre les
unes apres les autres. .

Jai examiné de quelle maniére cette disparition s'opere et je
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suis arrivé a un théoréme trés complet qui comprend le cas ou
ces variations de signe ne disparaitraient pas toutes. Jen ai dédnit
comme corollaire ces propriéiés nouvelles et curieuses de la fonetion
quon forme en ajoutant ou superposant un nombre quelconque
de solutions particuli¢res, le temps ayant une valeur détermince
quelconque.

En premier licu, cette fonction quine renferme que la seule varia-
ble x , s'évanouit en changeant de signe entre les deux extrémités de
la barre au moins autant de fois que celui de ses termes dont l'indice
est le moindre. Elle peut en outre étre nulle & I'une des extrémités ou
a deux extrémitds de la barre. En second lieu, cette fonction sannulle
au plus autant de fois que celui de ses termes dont Vindice est le plus
grand. Dans cette seconde partie du théoréeme, une valenr de qui
anuulle la fonction dont il agit et quelques-unes de ses différenticlles
successives par rapport & a doit étre considérée comme une racine nul-
tiple et comptée pour autant de racines quil y a d’unités dans P'ordre
de la premicre des différentielles qu’elle n’annulle pas, si cette va-
leur de o est comprise entre celles qui répondent aux deux extrémitis
de la barre. Mais si la fonction et quelques-unes de ses différentielles
successives se trouvent nulles pour la valeur de x qui répond a I'une
des extrémités de la barre, le degré de multiplicité de cette valeur de
x est seulement la moitié de 'ordre de la premiére différenticlle qui
ne s'annulle pas, cet ordre ne pouvant étre alors qu'un nombre pair.

M. Liouville a démontré directement ce théoreme, qui n'était pour
moi qu’un corollaire du précédent, sans s'occuper du cas particulier
ot la fonction serait nulle 2 I'une des exirémités de la barre. Jen ai
aussi trouvé aprés lui une antre démonstration directe que je donne
dans ce mémoire. M. Liouville a fart usage du méme théoréme dans
un tres beau Mémoire qu’il a publié dans le numéro de juillet de son
journal et qui a pour objet le développement d’une fonction arbi-
traire en une séric composée des fonctions V que nous avons consi-
dérées.

Ces résultais s’étendent avec quelques légeres modifications au mou-
vement linéaire de la chaleur dans un globe ou daus un cylindre coni-
posé de couches concentriques infiniment minces, telles que la densitd,
la capacité de chaleur et la conductibilité, sont les mémes pour tous
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les points d’'une méme couche, mais variables d'une couche a une
autre; ce corps est placé dans un milieu d'une température cons-
taute, ou bien sa surface est entretenue a une température fixe.
Les propriétés relatives aux maxima sont plus simples que dans la
barre. Aprés un temps plus ou moins long, les températures de toutes
les couches qui composent le corps deviennent supérieures a la
température fixe du milieu et croissantes depuis la surface extéerieure
jusquau centre, ou bien au contraire ces températures deviennent
inférieures a celle du milieu et décroissantes depuis la surface jus-
quau centre. J'ai énoncé cetle proposition dans le Bulletin des
Sciences de 182g. Comme pour la démontrer on n'a besoin de con-
sidérer que le premier terme de la séric qui exprime intégrale gé-
nérale, J'en avais une démonstration indépendante de ma théorie sur
les équations différentielles linéaires du 2° ordre: je la donne dans le
présentMémoire. Oa peutd’ailleurs détermineravec une approximation
uffisante la fonction a laquelle les températures finales deviennent
proportionnel]es dans la barre, la sphere et le cylindre.

La méme analyse, couvenablement modifiée, donne les lois du
mouvement linéaire de la chaleur dans une barre composée d'un
nombre quelconque de parties hétérogenes, comme aussi dans un
globe et dans un cylindre plein ou creux, composé de couches hétéro-
génes d’épaisseurs quelconques , telles que les qualités spécifiques va-
rient brusquement dans le passage d'une substance a une autre. '

Toute cette théorie sapplique sans aucune difficulté a plusieurs
problemes dynamiques, parmi lesquels je citerai ceux qui ont pour
objet les vibrations d'une corde homogéne ou non homogéne d'une
epaisseur ct d’'unc élasticité variables, les oscillations d’une chaine
pesante de densité variable suspendue par 'un de ses bouts ou par les
deux houts, ct le mouvement vibratoire d’une colonne d’air de densité
ct d'élasticilé variables.
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1.

Cousidérons la distribution de la chaleur dans une barre droite ou
courbe d’une matiére homogéne ou non homogeéne et d’une épaisseur
constante ou variable, mais assez petite pour que tous les points d'une
seclion plane perpendiculaire 4 Ja ligne qu’on prend pour l'axe de la
barre aient sensiblement la méme température au méme instant. Ce
corps est placé dans un milieu dont la température est constante ;
nous la prendrons pour le zéro de I'échelle thermométrique. Le
mouvement de la chaleur dans cette barre, n’ayant lieu que dans le
sens de son axe, est représenté par 'équation suivante:

oo “(4E)

= — (
8 4 e lu (1)

x désigne la portion de V'axe de la harre comprise entre une section
quelconque @ perpendiculaire 4 cet axc et un point fixe pris sar le
méme axe, u est la température de cette section zu boat du temps 7.
g représente le produit de la chaleur spécifique de la barre i I'en-
droit ol est faite la section w par laire de cette section; 4 est lc¢
prodmt de la conductibilité intérieure en cet eandroit par la méme
aire &; enfin ! exprime le produit du contour de la seclion & par
le pouvoir émissif au méme lieu; ! dépend de la matiere de la
barre et du degré de poli de sa surface. Nous regarderons les trois
quantités g, & et / comme des fonctions de x posttives données
pour tous les points de la barre; chacune d’elles peut se réduire i une
constante.

La fonction « doit remplir encore d’autres conditions.

On doit avoir

k% — hu = o pour x = x, (2)
d
k;i‘—;f 4 Hu == o pour x = X, 3)

x et X étant les valeurs de a qui répondent aux deux extrémités de
la barre, % et H des counstantes positives qui mesurent la grandeur du
rayonnement a ces extrémites.

. .. lu
Au lieu de la condition (2) on peut se donner celle qne « ou ffhf»

Novewpre 1§36, 49
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soit nulle pour @ =x, quel que soit ¢; cela revient a supposcy h -
finie ou nulle dans l'équation (2). Si par exemi)]e on doit avoir
u == o pour x=x, on écrira Péquation (2) ainsi:

k du
7 oo — 4 = O pour X = X
puls ony fer‘a;z — o ou % infinie. De méme I'équation {3) deviendra
u = o ou gg: o pour x =X, si T'on fait H infinie ou nulle.
Enfin il faut qu'on ait encore
u == f (x) pour { = © 4)

flax) étant une fonction donnée de x qui représente les temperatures
initiales des points de la barre, et qui prise pour u doit vérifier les
équations (2) et (3); elle est d’ailleurs arbitraire.

On verra facilement que les équations (1), (2), (3), (4) déterminent
complétement la fonction « pour toutes les valeurs de ¢ et pour
celles de x comprises entre x et X, et qu'au contraire il y aurait
indétermination, si en conservant I'égquation (1), on supprimait I'une
quelconque des équations (2), (3), (4)-

I1.

Pour arriver a Uexpression de u en fonction de x et de ¢, on com-
mence par chercher, suivant la méthode connue, des valeurs par-
ticulieres de « qui satisfassent a I'équation (1) et aux équations (2)et (3)
en faisant abstraction de la condition (4), u = f (x) pour ¢ = 0. On
‘suppose

B u = Ve (5) (%
; étant une constante indéterminée indépendante de x et de t,et V
une fonction de x indépendante de ¢. En substituant a la place de u
cette valeur hypothétique (5) dans les trois équations (1), (2),(3), ¢
disparait comme facteur commun, el Yon trouve pour déterminer
V et rles équations suivantes.

*) On peut voir dans les ouvrages de M. Poisson et surtout dans sa Théorie
dela Chaleur, chap.VI, les considérations qui conduisent  chercher desintégrales
particuliéres de la forme (5) et a prendre pour I'intégrale générale la somme de
toutes les intéarales de cette forme.
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On a d’abord

—_— (gr—OHV = o (6)

dVv
d. (ktTI
dr

pour toutes les valeurs de x depuis x jusqua X;
dv
et en outre ko — EV = o, pour x = x {(7)
dv .
k(E -+ HV = o, pour x = X. (8)

s .y, dv . ,
La valeur de I'une des quantités V, 4= » pour x== X reste indéter-

minée et peut étre prise & volonté; celle de 'autre est donnée par

s s . . , . A .
Péquation (7). Cette équation (7) se rédvita —— = o ou a V=o

dx
pourx==x, selon qu’on y suppose % nulle ou infinie. Il faut alors donner
A . ’ dv . - A
4 celle des quantités V, -, qui ne doit pas étre nulle pour x =x,

une valeur arbitraire.
\ dav . .
Désque les valeurs de Vetde - pour ax==x sont fixées, la fonction

V est entierement déterminée par V'équation différentielle (6) pour
toutes les valeurs de x croissantes depuis x jusqu'a X; quoiquon
ne sache intégrer celte équation que dans un tres petit nombre de
cas particuliers, on concoit que la fonction V existe et a pour chaque
valeur de xx une valeur réelle unique qui dépend de celles de x et
de r; on peut toujours la dévclopper en une série convergente,
comme M. LiovviLie 'a fait voir dans son Mémoire mséré au ne de
juillet de son journal (page 255.)

Jusqu'ici la constante r est arbitraire; mais maintenant elle doit étre
déterminée de telle sorte qu'on ait

dav
ko + HV = o pour x = X (8)

Cette équation (8) peut se réduire soit a V = o, soit a 3—} =o,
pour x==X, en faisant H infinie ou nulle.

On aura ainsi une équation en r que nous représenterons par
F(r) = o et qui fournira diftérentes valeurs de cetle inconnue r.

Il est clair quon obtiendrait la méme équation F(r) = o, st
49. .
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. . ’ .. vV

T'on se donnait la valeur de l'une des quantités V,d—, pour r=X,
dz

qu'on iirat celle de lautre de I'équation (8), et qu'on substituit les

valeurs de V et de— que fournirait I'intégration de I'équation dif-

férentielle (0) dans lcquatlon (7) qut doit avoir lieu poor x =x.
[l faut maintenant examiner les propriétés des racines de cette
équation F(r) = o.

HIE

Nous allons démontrer d'abord que cette équation en r, F{r; = o,
ne peut point avotr de racines imaginaires.

Supposons, s'il est possible, que I'équation F(r) = o soit vcrifiée
par une valeur imaginairc de r de cette forme, A 4 « vV o—,
2 et u dtant des quantités réelles. Si l'on substitue cette racine
2= p vV — 1 a la place de r dans V qui est une fonction de a
et de r, V deviendra de la forme P 4- Q V' — (, P etQétant des
fonctions réelles de x, A et . Les trois équations (6), (5, (8) devront
donc étre identiguement satisfaites, si l'on y met P 4 Q vV —1,

a la placc de V et X 4-p vV —1ala place de r. En faisant cette
substitution, puis egalant séparément & zéro la somme des tcrmes reels

et celledes termes qui renfermenty/ — 1 comme facteur, on trouve

d( k=
—(—J;ﬁ}-i—(g)\——l)l’-—qu:o

d(A (9)
+Er —DQ + gu P =
dpP
et kz-—tho, SS — hQ=o0, pour x=x (10}

k% + HP = o, dQ > FTHQ=o, poura=X. /1)

En multipliant la premiere des équations (g) par Q, la seconde par P,
puis retranchant, il vient

Q.d.(k5) — P.d. (kD) = w.g (P + Q) dx (12,

Intégrous les deux membres de cette équation depuis ax = x jusqu’i
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a = X. Enintégrant par parties le terme Q.d. % (g) sans fixer d’a-

bord les limites de l'intégration, on trouve

dp P dP dQ

fQ.d.(kd—r> Q. k% — f/sa = dx

_ dP 7. 4Q ’ 4Q
=Q kg —PrFE+/ P.d.(k%);
- dP dQ\ __ , /pdP dQ
d'ot fQ.d.(kE — /'P.d. (#3) = k(Q% — L)
L’intégrale du premier membre de I'équation (12) prise entre les
limites x et X est donec égale 4 la valeur que prend Vexpression

I

dp di . s
k (QE—PB%!) pour =X, moins celle qu’elle prend pour x = x,
, . dP d0)
Or, en vertu des €quations (10) et (11), k (Q Z-—Pd_% se trouve

nulle, soit pour x=x, soit pour x = X. Ainsi I'intégrale du pre-
micr membre de I'équation (12) prise entre les limites x et X se re-
duit a zére, et par conséquent celle du second membre est aussi
nulle, c’est-a-dire qu'on a

x Y
)w./: g (P* + Q) dr = o. (13)
Mais comme la fonction g est positive pour toutes les valeurs de

X
comprises entre x et X, lintégrale /; g (P* - Q*) dx ne peut pas

étre nulle; car elle est la somme des valeurs de la différentielle
g (P* 4 Q") dx qui est positive, quand P et Q ne sont pas nulles.
Or, P et Q ne peuvent pas étre nulles pour toutes les valeurs de
x depuis x jusqu'a X; en effet leurs valeurs pour & = x sont arbi-
traires, puisqu'on peut se donner a volonté la valeur de V pour = x
{si toutefois on ne doit pas avoir V == 0 pour x =x); et I'on voit de
plus d’apres la forme des équations (10) et{g) qu’elles doivent donner
pour P et Q des valeurs réelles différentes de zéro, quand x croit
a partir de x. Si Uon avait V= o pour x = x, on observerait que
pour les valeurs de x un peu plus grandes que x on n’aurait pas

. dv . A A
V=o, puisque —— ne doit pas étre nulle en méme temps que V pour

x = x. L’équation (15) a laquelle on vient d’arriver est donc ab-
surde, @ moins que u ne soit nulle. Ainsi P'équation F(r) = o ne
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peut point avorr de racines imaginaires de la forme A -4 @ vV — 1.
On remarquera que cette proposifion a lieu, lors méme que la
fonction I ne serait pas constamment positive entre les limites x et X,
et que les constantes h et 1 neseraient pasaussi toutes deux positives,
comme on l'a supposé, n®1; il faut seulement que g et & soient
positives.

Iv.

Cest 2 M. Poisson qu’est due la premiere démonstration générale et
rigoureuse de la réalité des racines de ces équations transcendantes
auxquelles on est conduit dans la résolution des problémes de physique
mathématique. Il I'a donnée d’abord dans le Bulletin de la Sociéte
philomathique pour année 1828, et I'a reproduite dans d’autres me-
moires et dans sa Théorie de la Chaleur, page 178.

Je crois devoir appliquer cette démonstration de M. Poisson a 'équa-
tion F(rj = o dont il est ici question. On verra que celle du numeéro
précédent est au fond la méme, et n'en differe que par la forme. Je
ferai voir en outre que la méme équation F(r)=o n'a pas de racines
égales. Mais auparavant il faut établir les formules qui servent de hase
4 ces démonstrations, et qui ont d’ailleurs un autre usage.

Counsidérons 7 comme variable , en supposant que la fonction V(x, 1)
soit assujettie a vérifier seulement les deux équations (6) ct (7),

d(k‘g

— i + (gr—4)V=o, (6)

Y __pV = '
et dr " — 0 pour x == X. (7)

On n’a point égard ici & Vautre condition (8) qui doit servir a déter-
miner les valeurs de r. Attribuons a r une autre valeur 7/, et désignons
par V’ ce que devient la fonction V par le changement de r en r’, nous

av’
d.(lr 7{5)

L4 (g =)V =o, (6)
dv’
&=

aurons aussi

et k — hV' =o0 pour x =x. (7)

En multipliant I'équation (6) par V', I'équation (6') par V, et re-
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tranchant, on a la suivante
av’ av ,
v.d( k) — v',d.(/{djj = (r—r)gVV'dx

Son premier membre est la différentielle de Vexpression.....
AV ,dV : ,
k (V E_V E), qui est nulle pour x=x en vertu des équa-
tions (7) et ~'). Donc en intégrant les deux membres de cette équa-
tion depuis & =x jusqua xr=X, on aura

r-——r)f gVV’dx::k(V—“ —_ V'd )poul x___X 14,

Si I'on différentie celte équation (14) par rapport a I'indéterminée r
qui entre dans V et non dans V', on aura

X . dv dv’
f gVVidx + (r———l")/ UV' —d _k(d o V' - ) pour x=X.
X

En faisant dans cette derniére équation ¥'==r, V' se change en V,
et 'on obtient cette formule

dv dV ddV ,
f gVrdx = k( 7= = — mr) pour x=X. (15)

On peut encore y arriver de la maniére suivante, sans faire usage

des équations (6') et (7).
En différentiant 'équation (8)

(*%)

A_,_.‘E___—F(crr—l)v-——o 6
par rapport ar,ona
ddV
d
( dzdr) __l)i?r_ +gV=0

« - . / . N - dav .
En multipliant cette équation par V et I'autre (6) par -, puis retran-

chant, on obtient

Ve = .d.(180) — V.d. (Vi)
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Le second membre de cette équation est la différentielle de

k (dV v _ ddV t cette expression se réduit i zéro pour xr=x;

T dr = aar) ol Ce pression ¢ Ero ponr =1
dVv

caron a k?IE — AV = o pour x = x,

d'ou l'on tire en différentiant, par rapport ar,

@:—h‘—iy=op0urx—x
dxdr dr - 7
et de la résulte
dVv dV ddV
k(dx dr ~ d.z:dr = 0 pour ¥ =x,

Er intégrant donc I'équation qui précede entre les himites x et X,
on retrouvera la formule (15).
On en dédutt encore, H étant une constante,

[Tevide = (kG + V)T —V.Z (kG +HY) ponrs=X. (10)

Au surplus, les formules (:4) et (15) sont comprises dans les for-
mules (o) et (4) de notre premier Mémoire (*), n> IV ¢t V, dont elles
se deéduisent en y remplacant Iindéterminée m par r, et prenant X
pour la scconde limite de I'intégration.

Supposons maintenant qu’on prenne pour r et " deux racines dif-
{érentes de I'équation F(r) == o, c'est-a~dire deux valeurs telles
quon ait

av 11\/
/fa; + HV =< o,

~+ HV’' = o0 pour xr =X.

Alors le second membre de l’équation (14) scra nul, et cette équa-
tion deviendra

v =o, o
Mais si l'on prend pour r et ' une seule et méme racine de P'équa-
. “ 3. - g v X ’
tion F(r) = o, lintegrale définie [: gVV'dx n’est plus nulle, car elle
. N P - - .. ’
de\'l(flllj: gV*dx, quantité essentiellement positive. D'apres la for-

mule (16) on a alors

¥y Mémoire sur les Equations différentielles lindaires du second ordre.
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X d. s, dvV '
[lgVidr = — V.5 (k% + HV) pour 2=X, (18)

puisqu’on suppose que la valeur actuelle de r annulle kg ~+ HV pour
x = X.

D'apres M. Poisson, la réalité des racines de I'équation F(r) = o
résulte trés simplement de la formule (17). Supposons que cette
équation F(r) = o ait une racine imaginaire X 4 u vVe—1. Si l'on
prend r== A= \/—1, la fonction V qui vérifie les trois équations
(6), (7) et (8), deviendra P4-Q V—1, P et Q étant des quantités
réelles dépendantesde x, A et 1, qui ne seront pasnulles pour toutes
les valeurs de & depuis x jusqu’a X. En effet, leurs valeurs pour I'une
de ces limites , par exemple pour x==x, sont arbitraires (si toutefois
on ne doit pas avoir V =0 pour x=x); et dailleurs quand on fait
r=A+4pV—1 et V=P+4Q\/—71 dans les équations (6) et (7),
elles se partagent en d’autres (qui sont les équations(g)et (10) dun*1lI),
qui doivent visiblement donner des valeurs de P et de Q différentes
de zéro pour des valeurs de x croissantes & partir de x. Cela serait
encore vrai, lors méme qu’on supposerait V = o pour x = x, attendu
(u’on ne peut pas avoir en méme temps % == 0. Ces remarques ont
déja été faites au n° III.

L’équation F(r)==0 ayant pour racine A —-p v —1, il est aisé de
voir, en changeant dans les formules \/— 1 en — %/— 1, qu’elle aurz
aussi pour racine 7 ——,Lc‘/:—:, et en faisant F'==— \/— 1 dans
I'équation (6') du n° précédent, on aura V'=P — Q \'—.

En mettant ces expressionsde V et de V' dans la {ormule (17), on
trouvera

[P + Q)dx = o

ce qui est impossible, puisque g est unc fonction positive de x, et
que P et Q ne peuvent étre nulles que pour des valeurs e dar particu-
liéres.

L’équation F(r) =o ne peut donc pas avoir des racines imagi-
naires de la forme A 4 g v’ —7.

NOVEMBRE 1836, oo
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Jajouterai qu'elle w’a pas de racines égales, cest- a-dire qu'une
méme valeur de r ne peut pas réduire a zéro en méme temps la fonc-

. av .o, d, dv Y .
tion & — -+ HYV etsa dérivée P (kz; -+ HV), ou l'on fait xr=X;
c’est ce qui résulte immédiatement de la tormule (16). D'ailleurs cette

proposition n’est qu’un cas particulier de celle qui est énoncée a la fin
du n® XX du premier Mémoire.

V.

On peut encore s’assurer que I'équation F(r) = o n’a point de
racines imaginaires ni égales par une démonstration analogue a
celle dont Laplace a fait usage dans le 6¢ chapitre du 2° livre de la
Mécanique céleste pour prouver la réalité des racines d’'une équation
algébrique provenant de lintégration d'un systéme d'équations dif-
ferentielles linéaires.

Soient p et ¢ deux variables fouctions de x et de ¢ qui vérifient
les équations suivantes :

dg

dp_d'(kE /

“as E (9

47 d(/f

g3 = + ip
;P hp = /c;é-—-kq:o,pourx:x (
d > (20)
kp-}-Hp::o k%’-}-Hq_—_o,poura‘:X ‘

On satisfait a ces équations en supposant

p = V. cos. rt

g= V.sin. rt } (21)

les quantités V et r étant les mémes que précédemment.

En effet en substituant ces valeurs de p et de g dans les équations
(19) et (20) on obtient les équations (6), (7) et (8) d’our résulte I'équa-
tion en r, F(r) = o.

bnpposom que cette equatlon pulsse avoir une racine 1magmauc

A4+ u v — (. Pour cette valeur de r, V se changera en



PURES ET APPLIQUEES. 391

P 4 Q \/ — 1, et pour que les valeurs de p et de g ne cessent
pas d’étre réelles, on les modifiera de la maniére suivante.
On a d’apres les formules (21):

p+q V— 1 = V. (cos. rt 4 \V— 1 siu_._rt) = V.entV—1
=(P-Q \/=1 )etsV/ =0V =1 = (P+QV/- 1) (cos. At \ —1sinAL).emt

d'ou P'on tire en séparant les parties réelles d’avec les imaginaires,

p = (P cos. At—Q sin.At).e#, (22)
q == (P sin, A¢~+4-Q cos.Az).ext. g

Cette nouvelle expression de p est la demi-somme des deux valeurs
de V. cos. rt qui répondent a r==A -+ \V —1etar=a—u\ —i,
il en est de méme pour ¢. Qu peut au surplus sassurer par une vérifi-
cation directe que ces valeurs (22) satisfont aux équations (1g)et(20).
Car leur subtitution dans ces équations reproduit les équations (9),
(10) et (11) dans lesquelles se transforment les équations (6), (7) et(8)
quand on fait r==A -+ x V-1

Maintenant je multiplie les équations (19), la premiére par 2 pdax
la seconde par 2qdx, et je trouve en ajoutant

g(z_l’_dli__~;*t""'qfi> dx = 2p.d-( k%} - 2‘1'd'(k§§)'

Intégrant les deux membres de cette équation par rapport a x depuis
x = x jusqu’a x =X, jobtiens

4 g+ e = af [ pd- (k) —q.d. (+8)] 3
Mais l'intégrale de p.d. (k gg) —q.d. (A- -3’;) est k(p% — q%)

expression qui est nulle, soit pour x =x, soit pour = X, a cause
des équations (20). L'équation (23) se réduit donca celle-ci

d X
Z.fxg(p’—i-q‘)dz:o.
qui donne en intégrant par rapport a ¢

[:xg (p* 4 ¢*) dx = constante.
50..
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Je substitue maintenant dans cette équation les valeurs(a2) de p et deg,
et je trouve

X
e—m! [, g (P*4-(}*) dx == constante,

resultat absurde, puisque l'intégrale définie qui multiplie ici 'expo-
nentielle e—2+¢ ne dépend pas de ¢ et qu'elle ne peut pas étre nulle,
attendu que g est unc quantité positive, et que d’ailleurs P et Q ne
peuvent pas étre nulles pour toutes les valeurs de a depuis x jusqu’a X.
On prouveraii d’'une maniére semblable que I'équation F(r) = o ne
peut pas avoir de racines multiples.

VI.

Je vais maintenant faire voir que I'équation F(r)=o0 ne peut pas
étre vérifiée par une valeur de r négative ou nulle, si les fonctions £,
g, [, etles constantes i, H, sont positives, comme on I'a supposé

n* L
En intégrant I'équation (6) par rapport & x depuis x==x jusqua
une valeur quelconque de x, on a

dv x
kS = C+ [(—gr+hVax. (24)

L.a constante C est égale a la valeur de & ‘g pour xr=x.S1 V ne
doit pas étre nulle pour x==x, on peut lui attribuer une valeur arbi-
traire, et supposer cette valeur positive; d’apres 'équation (7) celle de

dVv . . e . g
- pour x==x sera aussi positive ou nulle; et si V était nulle pour

— drait toujours la valeur de av r x==x posili
x= X, on prendra j — pou ==x posilive.

Ainsi C est positive ou nulle dans 'équation (24). 1l résulte de cette

équation que si I'on donne a r une valear négative ou nulle

gy doit étre positive pour toutes les valeurs de x croissantes depuis x
T

jusqu’a X. En effet, supposons, s'il est possible, qu'en faisant croitre x

. av. . . . . .
a partir dex, 77 vienne a changer de signe en s’évanonissant une

premicre fois pour x=£. L’équation (24) doannera
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0 = €+ [ (—gr+iVex (2%)

r

< eogn . dav .-
Or ici € est positive ou nulle, et comme —— est positive pour toutes

les valeurs de x moindres que £, V qui est positive ou nulle pour

x==x, prendra des valeurs croissanles et par conséquent positives,

tandis que x croitra depuis x jusqua £. Donc, si I'on suppose r

négative ou nulle, les fonctions g et [ étant positives, lintégrale

fé(——gr-{-l)de sera une quantité positive, et I'équation (25) sera
X

impossible.
Ainsi, quand oun attribue & r une valeur négative ou nulle,

dr
doit demeurer positive dans tout I'intervalle compris entre x et X.

Conséquemment V est positive et croissante dans cet intervalle, et il

dy

est aussi
- ussi

s’ensuit, d’aprés I'équation (24), que la fonction positive &

. . . av .\- .
croissante. La tonchonk;—;-}-HV est donc encore positive et crois-

sante, et ne peut pas étre nulle, lorsque x atteint la limite X, clest-
a-dire que 'équation F(r) =o0 ne peut pas étre vérifiée par une va-
leur de r négative, ni par r=o.

On peut encore le démontrer de la maniere suivante.

On a, en multipliant Péquation (16) par Vdx, puis intégrant de-

puis xr=x,
f-:v.d.(k g)—}—f:(gr——-l)\“d.r = o.

L’intégration par parties donne

- avy dv dV\s
[y (kG)=Vkg — [k (G)de;
de sorte que I'équation précédente devient
dv x dayv x
Wz =C +fx k(;l;)dx+fx (—gr=+DVedx. (26)
La constante C étant égale a la valeur de ngpour X=1x, est

positive ou nulle, d’apres I'équation (7).
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Sil'on fait r négative ou nulle, on voit que le second membre de
cette équation aura une valeur positive et croissante avec x, de sorte

- . av , . .
qu’il ne pourrapasdevenir nul; donc /ch—I, et conséquemment ni V, ni
dv Ny . . R L
7= e peut sevanouir quand on attribue a r une valeur négative ou

dv .. .
nulle; V et o5 Yestent donc positives, et 'on ne peut pas avorr

dav , ..
k =+ HV =o pour =X, H étant positive.
Si la fonction 7 n'était pas constamment positive entre les limites
x et X, mais que les fonctions £, g et les constantes &, H fussent tou-
jours positives, 1l serait possible que I'équation F(r)=o fut satisfaite
par des valeurs de r négatives ou par r= o. Mais alors les racines né-
gatives de cette équation seraient en nombre limité, et toutes com-
. P 1 , < g
prises entre o et la plus grande valeur négative de z (c'est-a—dire la
plus éloignée de zéro). En effet, si 'on attribue a r une valeur né-
. . , - ! .
gative qui surpasse numeriquement 2 la quantité —gr -1 sera cons-
tamment positive, et I'on reconnaitra, en reprenant les démonstra-
: » les fonctions 4 et V R N
tions precedentes, que les tonctions i et V ne pourront point passer
du positif au négatif pour aucune valeur de x.
La plus petite racine de I'équation F(r)==o serait r—o, si [ était
. . dV
nulle, et si on supposait kli}' =o0 pour xr =x et pour x = X;

alors V serait égale 4 une constante.
On peut encore démontrer les propositions de ce numéro i
Faide de la théorie exposée dans notre premier Mémaire.

VIL

L'équation F (r) = o a une infinité de racines positives.

Cette proposition peut se déduire du n° XL du premier Mémoire.
Mais nous préférons la démontrer directement de la maniére suivante.

Soient & et n des constantes positives telles qu'on ait pour chaque
valeur de & comprise entre x ¢t X
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k<K et gr— 1> Kn.
Posons P'équation différentielle
d ¥ =
G I
qui se réduit &

d-v’
—d.—Z‘T + n‘V’ = 0.

Elle a pour intégrale V' = Csin.nx = ¢)
On peut prendre la constante arbitraire c telle qu'on ait

dv’ av
k dx k dx
T —— T poul' X = X »

ou bien V'= 0, s1 V est nulle pour x = x.

Cela posé, il résulte du théoréme du n® XII du premier Mémoire
que la fonction V doit s’évanouir et changer de signe entre les li-
mites x et X au moins autant de fois que V', et en outre d’apres le
n° XVI deux valeurs de x consécutives qui annullent V' doivent tou-
Jours comprendre au moins une valeur de x qui annulle V. Mais V’
sannulle pour une suite de valeurs de x équidifférentes dont la dif-

, . C . .
férence constante est = Donc V doit s’évanouir entre x et X au moins

aulant de fois que l'intervalle X — x contient :—: ou autant de fois

ﬂ——x) Or on peut rendre ce nom-
L 2

qu’il y a d’'unités entiéres dans
bre plus grand que tout nombre donné, en faisant croitre r indéfini-
meunt ; car on peut prendre n aussi grand qu’on voudra, et remplir
toujours la condition gr— 1> A'n*, en attribuant 4 r des valeurs
positives suffisamment grandes.

Concevons maintenant que 7 croisse par degrés insensibles depuis o

jusqu’a une valeur R; la fonction gr— 1 croitra en méme temps que

r. 8t Uon suppose toujours que, quelle que soit r, on ait

k%—hV:o pour x =x,



396 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

# 4
. . N dx
ce qul revient a —

= b> et si I'on ohserve que, quand r==o0,
V nes’évanouit pas entre les limites x et X, on conclura de la deuxieme
pactie du théor’me du n° XII, en v remplacant le parametre m par r,
que le nombre des valeurs de r comprises entre o et R qui annullent
la fonction V(X r) est égal au nombre ¢ des valeurs de x qui annullent
V( x, R) cntre les limites x et X 1I résulte ensuite du n* XX du
méme mémoire que Je nombre des valeurs de r comprises entrc o et R
qui satisiont 2 I'équation F(r) = o, cest-a-dire qui annullent la fonc-

. av T . . ..
tion k - ~+HV ou l'on fait x =X estégala i ona i+, selon

/c“'._; + TV
vV est positive ou négative pour x=X et

que la fonction
r=R, sa valeur pour x==X et r=o0 étant positive, comme on l'a vu
plus haut n° V.

L équation F(r)==0 a doncune intinité de racines positives, puisque
i augmente jusqu’a linfini, quand on prend la quantité R de plus en

plus grande.
VIII.

Nous désignerons par p,, ., fs, efc. les différentes racines de I'é-
quation F (r) —=o rangces par ordre de grandeur en commencant par
les plus petites. Pour chacune de ces valeurs de r, les trois équations
6}, (7), (8) sont vérifides en méme temps. Nous représenterons géné-
ralement par V, la fonction V correspondante a la racine ¢, : elle ren-
ferme implicitement comme facteur une constante arbitraire.

On a supposé n° I, u=Ve=" pour satis{aire aux trois équations (1),
’2), (3). On a donc maintenant une infinité de solutions particulicres
de cette forme; savoir

w=V,ert, w== Ve, uss Ve, elc,
et eo général,
= V,e—, (27)
Cette valeur (27) de u qui vérifie les équations (1), (2), (5) satisfera
en outre a I'équation (4) i les températures initiales des différents

points de la barre sont exprimées par la fonction V,. Alors la formule
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127) remplit toutes les conditions du probleme : les températures va-
riables de tous les points de la barre sont a chaque instant proportion-
nelles a leurs valeurs initiales ; et si Fon concoit que le temps croisse
par intervalles égaux, les valeurs numériques de ces températures dé-
croissent comme les puissances successives d’'une méme fraction dont
le logarithme pris positivement est proportionnel a p;; de sorte quelles
s'approchent de zéro d’autant plus rapidement que la racine g; est plus
grande. Nous allons faire connaitre les principales propriétés qui dis-
tinguent ces différents états simples représentés par les formules (27)
ou les températures variables sont exprimées par un seul terme. Ces
propriétés ne sont autres que celles des fonctions V, y» Vesou o Voo
et se déduisent de la théorie exposée dans notre premier mémoire.

IX.

En considérant r comme variable, nous supposerons toujours,
comme dans les n” Vet VIL, que la fonction V{x, r) qui satisfait ¢
Vequation

dv
(4
—— + gr—DHV=c
remplit la condition
‘T
::"2—1 — AV — pour x=—x.
v -
PR
- . o, dz . .- ! -
Cela pose, la quantité ——— €fant positive pour x ==X e

r==o0, comme on I'a va n* VI, on conclut du théoreme du n° XX
. . . 5 av T
de premier Mémoire, que les deux fonctions V et 4 - +HV ot Jon

fait x=X doivent s'évanouir et changer de signe alternativement

-

: , av .o
pour des valeurs croissantes de r, et que cest e HV qui séva-
nouit la premiere.

Ainsi, V(X, ) qui est positive quand r==o0, demeure positive
tandis que r croit depuis o jusqu’a p,; elle change de signe une foi-

ct devient négative pour une valeur de » comprice entre p, et 2, ; ell-
Novesmpre 153 5
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s’évaunouit une seconde fois pour redevenir positive quand x croit de-
pris p, jusqu’a py, et ainsi de suite.

De la et du n° XII du premier Mémoire on conclut encore les
propriétés suivantes : V, ne change pas de signe ou demeure positive
entre les limites x et X (comme V(x, r) quand r=0). V, change de
signe une fois pour une valeur de x comprise entre ces limites.
V3 change de signe deux fois entre les mémes limites, et en général
V; change de signe i—1 fois entre x et X.

Si 'on devait avoir V=0 pour x=1X au lieu de KZ—Z -+ HV =0

{ce qui revient a supposer H infinie dans I'équation (8), V, s'éva-
nouirait toujours pour i—r valeurs dex plus grandes que x, en comp-

tant X parmi ces valeurs. Et si I'on avait V=0 pour x=7x, au licu de
av , .. ,
k —~—hV =0, V, s'évancuirait encore pour i — 1 valeurs de x plus

grandes que x; X pouvant élre encore la plus grande de ces valeurs.

X.

Dapres les no* XVI et XVII du premier Mémoire, la valeur de x
unique qui annulle V, est comprise entre les deux valeurs de x qui
annullent V;; chaque valeur de x qui annulle V; tombe seule entre
deux des trois valeurs qui annullent V,; en général , les deux fonctions
Vet V,,, correspondantes 2 deux racines consécutives p,, p,,, de 1é-
quation F(r)=o, s'¢vanouissent I'une aprés l'antre alternativement,
tandis que x croit depuis x jusqu'a X, et c'est V,,, qui sannulle la
premiére. Il en sera de méme si I'on a V=0 pour x=x, pourvu gu'on
ne compte pas x parmi les valeurs de . qui annullent V,et V,,

Si Pon compare les deux fonctions correspondantes 3 deux racines
de rangs quelconques p; et p,, 5, la n** valeur de x & partir de x qui
annulle V,est plus grande que la n** valeur de x qui annulle Vi, ,
et plus petite que la valeur de x qui annulle Vi, dont le rang a
partir de x est marqué par n--A.

D'aprés les n* XVI et XVII du premier Mémoire, deux valeurs
de x consécutives qui annullent V, comprenanent toujours au moins
une valeur de & qui annulle Viy 5. Sil'on considére deux valeurs de
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x quelconques a et b entre x et X (@ pouvant étre égale a x et ba X),
V.t-» ne peut s'évanouir entre les limites a et b qu'une fois de moins
que V,; Vi, s'évanouit entre a et b au plus A fois de plus que V;,
et entre deux valeurs de x consécutives qui annullent V, il ne peut
exister plus de A valeurs de o qui annullent Vi,

A ces propositions il faut ajouter les remarques énoncées ala fin du
n® XVIII, en y remplacant V/ par V,et V' par Vip,.

D’aprés une observation générale que nous avons faite n® XLIU de
notre premier mémoire, on peut encore a laide des théorémes des
n°s X1, XVI, XVII et XVII, comparer les changements de signe
qu'éprouve la fonction V, dans Vintervalle compris entre @ et b, avec
ceux qu'éprouve la méme fonction V;, ou une autre V, correspon-
dante 3 une autre racine p,, dans un second intervalle égal au premier
b — a, et compris entre deux autres valeursde z, @’ et &".

Par exemple, si a et b sont deux valeurs de x consécutives qui an-
nullent V;, et si en superposant les deux intervalles égaux b-a et b'-a’
on trouve que les valeurs de la fonction gp;—7 dans le premier inter-
valle sont plus petites que les valeurs correspondantes de gp;—-Zouce
gf.— I daus le second, et que celles de % sont au contraire plus grandes
dans le premier que dans le second, on sera certain que V; ou V,
change de signe au moins une fois dans ce second intervalle, V; ot
V, pouvant d’ailleurs étre nulle pour xr=a’' on x==b".

XL

Soit p une quantité constante ou une fonction de a telle qu'on ait
pour toutes les valeurs de x depuis x jusqu’a X

(gp— Dk + p — kL > o. (28)
Ou aura aussi @ jfortiort
(Gpis — Dk o p —kZ > 0.

Nous allons comparer les valeurs de x qui annullent les deux fonctions
51..
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dv; , ({Vi—l-A ’ . M —_—
k- + pVi et & 4~ T PYita qu'on obtient en faisant r=r,

et r = (.4, dans Pexpression 4 ‘% + pV.
Quelle que soit la racine de I'équation F(rj==o0 qu'on suhstitue
acal o
a la place de » daps —= v » Cette quantité a toujours une valeur
constante 2 + p pour xx =x, et une autre valeur constante — H - p

pour x=1X, en vertu des équations (7) et (8). SiVon fait croitre r

d’une maniére continue depuis Jusqu’a p; 4.» en supposant toujours
av

av
dx . l‘(Tz-+PV .1 .
v =" pour x=x, la fonction —y— ou Pon fait x=X va-

riera, et comme elle a pour r— f: et pour r=f;1» unc scule et
méme valear —H-p, et conséquemment le méme signe, on en
conclut d’apres le théoreme du n® XX du premier mémoire, que r

croissantdepuis p; jusqu’a piypa, lafonction & %—Z -+ pVoulon fait x==X

doit s’évanouir et change de signe le méme nombre de fois que V(X, r),

c'est-a-dire a fois. 11 sensuit, d’apres le n° XXVI, que la fonction
av - , . .. .
k —jxie-f—pV i+ s Sévanouit entie les limites x et X, A fois de plus que

av, e : . o
k = -+ pV,: dailleurs chacune change toujours de signe en s'éva-

nouissant.

XII.

Cela posé, on peut appliquer 2 ces deux fonctions les propositions
¢énoncées dans le n° XXIX du premier Mémoire, en remplacant dans
ce numero

av’ av; av’ dVi+A

4 . i f -~ L
K = —+pV' par km_——l-pv,, K”z;,;—{—-pV’ par L—J;—-}-])Vi_i_ﬂ
et le nombre ¢ par A.

. , . . dyv;
Ainsi deux valeurs de @ consécutives quiannullent kE -+pV,compren-

. . dv,
nent toujoursau moins une valeur de x qui annulle & ;:A +pVip s
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A+
dv,
i+b
dzr _‘_Pvi""‘
ne peuvent pas comprendre plus dune valeur de x qui annulle

dv; -
KT{? + pV‘-

et deux valeurs de x consécutives qui aunullent £

La n® valeur de x 2 partir de x qui annulle 4 %—l—pV, est plus
. iV,
grande que la 7/ valeur de & qui annulle £ aT‘:i-{—pVg.,__a et plus

3 2 1, o d 3 d-Vi"—A X7 »
petite qu'une autre valeur de x qui annulle ——= =+ pViga dun
rang marqué par 72-A (a partir de x). En faisant en particalier a=,

it que les deux fonctions k o pViy, et &2V
on voit que les deux fonclions 3 -+ i4q et - + Pvi
s'évanouissent l'une apreés Vautre alternativement, tandis que ¢ croit
depuis x jusqua X,.
ay,
i+ 7
_d_A -+ pVo.

X

Si I'on prend entre x et X des valeurs a et b, &
,, . , . . dv;, N )
ne peut s’évanouir qu'une fois de moins que k T —+ pV, entre ces li-

. - . . dv,

mites a et b et s'évanouit au plus A fois de plus que KE;""'PVP

Conséquemment entre deux valeurs de & conséculives a et € qui an-
dv; . . .

nullent 4 —‘—{?—i- pVi, il ne peut exister plus de A valeurs de qui

dViia , .. .
annullent 4 —d—x———l— PV.+a. Il faut joindre a ces propositions tirees

du ne XXIX les remarques qui terminent ce numeéro.
N : dv; .
D'aprés le n° XXXII, la fonction Ist-_\l.pV, doitchanger de si gne

une fois ou un nombre impair de fois dans 'intervalle compris entre
deux valeurs de x consécutives qui annullent V,, elle ne peut pas
gévanouir sans changer de signe si la condition (28) est toujours
remplie.

dv;

De plus si la quantite — est positive pour une certaine

-

dv; . .
valeur de x, % 4=+ pV, changera de signe une fois ou un nombre
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impair de fois dans l'intervalle compris entre cette valeur de x et celle

dv,.
d—r'.-f- pV.ne chan-
gera pas de signe ou en changera un nombre pair de fois dans I'in-
tervalle comnpris cntre la méme valeur de x et celle immédiateme nt
dei

. . . . - dr
inférieure qui annulle V,. L'inverse aura lieu . <i -
q )

immédiatement supérieure qui annulle V,; et £

+pV.
v est ne-

gative pour la valeur de  que l'on considere.
XIII.

Supposons actuellement que p soit une quantité constante ou une
fonction de x qui décroisse continuellement, tandis que x croit depuis
x jusqu’a X et qui remplisse toujours la condition

(gt — Dk + p* — k;—i > o. (28)

i peut se faire que quelques-unes des fonctions gt —1L, gpa—1,. ..
gpi— 1, etc., changent de signe entre les limites x et X. Mais pou:

.- . l
toutes les valeurs de r supérieures i la plus grande valeur de 7 87— {
sera constamment positive entre ces limites. Soit p, ., Pune de ces

- dV! - .
valeurs de r. Alors la fonction % —J;—:——A— +pVipa Jouira des pro-

priétés énoncées dans le n° XXXI du premier Mémoire. Ainsi elle s'-
vanouira entre les limites x et X, autant de fois que V; 1 » ou unefoisde
plus, ou une fois de moins, c’est-a—dire un nombre de fois marqué par
14-A—1 ou i4A ou i4-a—2, selon que les valeurs h4-pet — H4-p de

dv . ,
k -—-l—irid—‘i" PYViya

v pour x —=x et pour x=X seront toutes deux
[ By

de méme signe, ou la premiére positive et la seconde négative;
ou enfin la premiére négative el la seconde positive. En outre,
d’aprées le méme n° XXXI ces deux fonctions doivent sévanouir
'une apres l'autre alternativement quand x croit depuis x jusqu’a X,
et suivant l'ordre indiqué dans ce numéro.
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. . dv; N - .
Considérons maintenant la fonction 4 - + pV,.. Elle s’évanouit

dv,
toujours A fois de moins que /E_d;—i -+ pV.+s entre x et X,
pourvu que la condition (28). soit toujours verifiée. Donc les valeurs
dV;

= TPV o .
de '—————V—;—-—- pour x = X et pour x == X étant les mémes que

dav,

T PVirs |
celles de —== v savoir s 4+ p et — H - p, on voit que

i+ a

cette fonction K‘?j + pV; doit s’évanouir un nombre de fois mar-~
X

qué par i— 1 ou iou i—2, selon que ces valeurs A-4-p et —H+4p
dv;
o Y \
e ———v——— pour x == x et x = X seront toutes deux de méme
signe ou la premiére positive et la seconde négative, ou enfin
la premicre négative et la seconde positive.

) . ) v .
Dans le premier cas, ou les deux fonctions Vietk :Trl ~ pV, seé-

vanouissent le méme nombre de fois i — 1 entre x et X, je dis qu'elles
doivent s'évanouir 'une aprés l'autre alternativement pour des va-

. , dv; .,
leurs de x croissantes, et que cest lde -+ pV, ou V, qui s'annulle

la premiere selon que les valeurs % -+ pet— H - p pour & = x
et x=X sont toutes deux positives ou {outes deux ‘négatives.

Car d’aprés le n° XXXII, K% <+ pV, doit changer de signe au
moins une fois dans lintervalle compris entre deux valeurs de x
consécutives qui annullent V, et de plus & %;—7’+ pVi doit changer de

signe au moins une fois entre x et la plus petite valeur de x qui
avnulle 'V, si &2+ p est positive pour x = x, ou bien une fois
au moins cotre X et la plus grande valeur de x qui anoulle
V, si — H - p est négative pour x = X. Dounc ces deux fonctions
devant S’évanouir le méme nombre de fois i — 1 ne peuvent s'an-
nuller que I'une aprés Vautre alternativement.
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On voit de méme que si & - p est positive pour x=x et —H--p
négative pour x = X, les deux fonctions V,; et A% ~+ pV;

s’évanouiront encere l'une aprés lautre alternativement, et que
L V.
dx
nullela premiére. Enfin si 2 - p pour x =x est négativeet—H4-p
pouwr x = X positive , les deux mémes fonctions s’évanouiront
encore Pune aprés Iautre tour a tour, V, deviendra nulle la premiere

—+ pV, qui doit s'évatouir une fois de plus que V., deviendra

. dv;
et le sera une fois de plus que & — 4 pV..
Ces propriétés ont lieu pourvu qu'on ait constamment depuis
x jusqua X,

d
(gpi—1{) k+p— k>0 (28,

et que p ne croisse pas, tandis que x augmente.
Celte condition (28) sera remplie, si la fonction gp, — [ reste
positive entre les limites x et X; alors on peut ajouter a ce qui

k ﬂ -+ I)V‘-
N dx . . - . .
précede que — décroitra continuellement tandis que x croi-

’

tra depuis une valeur quelconque jusqu’a celle immeédiatement su-
pérteure qui annulle V,. Enfin d’aprés le n° XXXIII, gp,— I étant
toujours positive, si 'on prend successivement pour p des valeurs
constantes croissantes depuis — « jusqu’a 4~ « ou des fonctions de
x de plus en plus grandes qui décroissent tandis que x croit depuis

x jusqu'a X, chaque valeur de x qui annulle & % -+ pV, aug-
mentera en méme temps que p, sans cesser d’étre seule comprise
entre deux valeurs de x consécutives qui anoullent V,; celles-ci ré-
poudent a p==w.

XIV.

. av; ., \
Les valeurs de a° qui annullent — répondent a2 p=o. Quand ou

fait p—=o, la condition (28) se réduita gp, — I > o. Alors, d’apres le
n* XXV ot aussi daprés le n° XXX du 1" mémoire, pour chaque
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dv,
L
annulle = v passe toujours du positif au négatif, et V; devient
maximum , abstraction faite de son signe. V, n’a pas de minimum. En
JAR

dx -
outre, comme —— a une valeur positive -~/ pour x==x et une va-
leur négative — H pour x =X (aucune des constantes %, H n’étant

nulle ou infinie) on conclut du n® XXXI que lorsque & croit depuis

. .~ . dav; 4 . , .
. jusqu’a X, les deux fonctions V, et —‘-1?' doivent s’évanouir en chan-

. R T . dv, .
geant de signe l'une apreés Yautre alternativement; T devient nulle

. . [ .
la premiére et s'évanouil fois, c'est-a-dire, une fois de plus que V,,
ainsi V, passe tour a tour d’un maximuma zéro, puis de zéro a un autre

maximum de signe contraire au précédent, puis change de signe de nou-
i av;

. . . . .. dx
veau, et ainsi de suite, sans avoir de minimum. De plus, v décroit
toujours, quand x croit.
La fonction V.y, jouit de ces propriélés en méme temps que V,.
On peut dailleurs, d’aprces le n° XXIX ou l'on fera p=o0, comparer

. dv, 4V,
les valeurs de x qui annullent —- et d;"f et pour lesquelles V, et

V, +a deviennent des maxima. On voit ainsi qu'entre deux maxima
consécutifs de V, il y a toujours au moins un maximum de V., ei
entre deux maxima consécutifs de V.o, il ne peut exister plus d'un
maximum de V,. Le n™ maximwm de V, tombe toujours entre les
deux maxima de Vig.s dont les rangs sont et n~~ A a partir de x ;
de sorte que si A =1, les deux fonctions V; et V.1 atteignent leurs
maxima 'une apres Paatre tour a tour. Entre deux limites a ct 5,
V,.., ne peut avoir qu'un maximum de moins que V; et au plus A
mazxima de plus que V,: et conséquemment entre deux maxima con-
sécutifs de V; il ne peut exister plus de A maxima de Vi 4. Poyez
la fin du n* AXIX, "’
On peut, dans ce qui précéde, supposer en particalier i=1, 2,
5,... On cn counclut que si la fonction gp,~— 1 est positive pour
toutes les valeurs de . comprises entre x et X, V, qui ne sévanouit
pas entre ces limites a un meaximum unique dans leur intervalie.
Noveusue 3306, 52
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Si gp.—{ est constamment positive entre x et X, V, adeux valeurs
maxima entre lesquelles elle s'annulle. Et si gp,—l est aussi positive
¢n méme temps que gp,— I, le maximum unique de V, se trouvera
entre les deux maxima de 'V,.

Si gps—I est positive entre x et X, V, qui Change deux fois de sngm
entre ces limites aura trois valeurs maxima tour 4 tour posmvcs et
negatwes.

Si gp, — [ est aussi positive entre x et X, chaque maximum de V,
se trouve placé entre deux maxima consécutifs de Vy, etsi gp, — /[ est
ausst positive , le maximum unique de V, tombera entre le premier ct
le troisiéme maximum de V,.

Il en sera de méme des fonctions V,, V;, etc.

Ce qui précede fait connaitre 2 peu pres la forme des courbes qui
représentent ces différentes fonctions V,, V,, V... dans lintervalle
de x a X,

Nous pourrions encore considérer les points d'inflexion de ces

. , Y . ‘
courbes qui sont donnés par I'équation 75 =0 laquelle a cause de

'équation (8) est la méme que la suivante

kJV k(gp,—l)
dx TrdEN
d.r)

Vi=o

Wz 2N
d:r)

tion (28) était satlsfalte on pourralt connaitre le nombre de ces points

En supposant, dans tout ce qui précede, p__.. » s la condi-

d'inflexion sur chaque courbe et les comparer sous le rapport de leurs
positions respectives sur la méme courbe ou sur des courbes différentes,
soit entre eux, soit avec les points d'intersection de ces courbes avec
'axe des x et les points maxima. Mais ces détails deviendraient trop
longs et auraient peu d’intérét. Il vaudra mieux ne s'occuper des points
d’inflexton que dans chaque probleme particulier ou les fonctions g,
k , l auront des expressions connues.
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XV.

Les valeurs des racines de I'équation F(r) = o dépe ndent de celle
des constantes % et H et des fonctions g, /et £ et varient en méme
temps que ces diverses quantités.

Py

En supposant constante la valeur % de ——? pour x = x, si l'on

attribue successivement a2 H des valeurs positives de plus en plus
grandes depuis zéro jusqu’a l'infini, les racines de I'équation F (r)=o,

c'est-a-dire les valeurs de r qui annullent la fonction k‘;——g + HV ou

Yon fait x = X, augmenteront toutes a4 la fois en convergeant vers
celles qui annullent V (X, r), d’apres le n° XXI du premier mémoire.
En méme temps la fonction gp,— ! devenant plus grande, les valeurs
de a qui annullent chaque fonction V; deviendront plus petites, de
sorte que les points de la barre pour lesquels cette fonction V; est
nulle, sélcignent tous de lextrémité de la barre correspondante
a Yahscisse X, ou le pouvoir émissif devient plus grand.

D'aprées le n° XXVI les valeurs de x. qui annullent la fonction

k S_Z_f —+ pV, doivent aussi diminuer, si I'on a

d|
G — Dk 4+ p — kE > o. (28)

On en conclut en faisant p =o que, silon agp,— (> o, les valeurs
de x qui rendent V; maximum deviendront aussi plus petites, de
sorte que les maxima de V, s'éloigneront de extrémité de 'abscisse X.

Si I'on donne a lautre constante % des valeurs positives de plus
en plus grandes, sans faire varier ‘H, les racines de I'équation
F(ry = o comme aussi celles de Téquation V (X, r)=o augmen-
teront toutes a la fois, d’aprés le n° XXII du premier mémoire,
et en méme temps d’apres le n° XXVIII, les valeurs de & qui an-
nullent chaque fouction V, deviendront plus grandes, de méme que

5=z,
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celles qui annullent /i%,- —+ pV,, si la condition (28) est remplie.

En particulier si I'on a gp;—{ > o, les maxima de V, s'¢loigneront
de Vextrémité de I'abscisse x.

Au surplus, le cas ou % augmente ne differe pas réellement de
celui ou H augmente, puisque % et H mesurent la grandeur du
rayonncment aux deux extrémités de la barre; ainsi ce qu'on a dit
pour I'un de ces cas peut s’appliquer a Pautre, par une simple
inversion.

Si H et / prennent ensemble des valeurs plus grandes, les racines
pr de Péquation F(r) = o augmenteront plus que si une seule de
ces quantités H, % augmentait; mais alors on ne peut pas décider
en général si une valeur de x qui annulle V, doit devenir plus
grande ou plus petite, car elle deviendrait plus petite, si H seule
augmentait, et plus grande si  seule augmentait.

Si /2 augmente et si H diminue, on ne peut pas dire en général
si une racine p;, de I'équation F(r) = o doit devenir plus grande
ou plus petite, car ¢, deviendrait plus grande si % seule augmentait
et plus petite si H seule diminuait. Mais ces deux causes réunies feront
croitre les valeurs de x qui annullent V;, comme aussi celles qui an-

nullent k(z—‘; -+ pV;si la condition (28) est remplie, et celles qui

rendent V; maximum si I'on a gp, — { > o.

Ces valeurs de x deviendront au contraire plus petites, si % di-
minue et si H augmeate, sans qu'on puisse décider dans quel sens
variera la racine p,.

XVIL.

En donnant 4 % et 3 H des valeurs constantes, supposons qu'on
remplace la fonction que £ représente par une autre fonction 4’
qui pour chaque valeur de x soit plus petite que la premiere 4 ou
au moins égale a &, et les fonctions g, I par d'autres g', / telles
que g'r — I soit plus grande que gr — [/, ou au moins égale, pour
chaque valeur de r comprise entre certaines limites.

Supposons qu'aprés ces changements de fonctions la racine g, de
I'équation F(r) = o dout le rang est i devienne p', et que la fonc-
tion correspondante V; soit changée en V.
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Il résulte du n° XXIII du premier mémoire que les nouvelles
racines ', seront plus petites que les premieres p;, pourvu qu'elles
satisfassent comme les premiéres a la condition g'r—2' > ou == gr—{(;
mais on ne saura pas si la nouvelle fonction V/ sannullera pour
des valeurs de x plus petites ou plus grandes que celles qui annullent
Vi; car d’apres le théoréme du n° XII, V/ s’annullerait pour des
valeurs plus petites, si la racine p’; n'était pas plus petite que g,
puisquon aurait g'¢', — I' > gp, — [ et kK < k; mais d’un autre
coté, les valeurs de x qui annullent V'; deviennent d’autant plus
grandes, que p'; est plus petite.

Si 'on prend de nouvelles fonctions g', I' et 4 telles qu’on ait

gr—1 2 gr— Let £/ > k on ne peut plus dire si la racine ¢,
qui remplacera p; sera plus petite ou plus grande que p,;; car ¢,
serait < p;, si on avait seulement g'r — l_>_' gr—Llet k' =k, et

P’ serait > p, si k seule était changée en &K' >k et que g’ el
fussent les mémes que g et L.

Si pour chaque valeur de x on a g'p/ — lz gpi—Let i ; k,

les valeurs de x qui annulleront V'; seront plus petites que celles
de méme rang a partir de x qui annullent V;; elles seront au

contraire plus grandes si Von a g'p, — 7' f gp — let k' 7 k.

Pareillement si les deux fonctions gp, — I et g'p; — I’ sont po-
sitives, selon qu'on aura pour chaque valeur de x,

ge — 1 2 gp — Let £ f k
k,

I A

v

. ' 4
on bien g — 1 gp — let k
les valeurs de x correspondantes aux maxima de V’; seront plus petites
ou plus grandes que celles de méme rang a partir de x qui répon-
dent aux maxima de V,.

XVIL

Jusqu’ici nous n’avons considéré que les valeurs particuliéres de
la fonction « données par la formule wu=V,e~t* (29) qui sa-
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tisfait 2 toutes les équations du probleme (1), (2), (3) et (4),
lorsque la fonction f(x) qui représente les températures initiales
des points de la barre est la méme que V,; V, contenant implicitement
comme facteur une constante arbitraire. Si f(x) n’est égale a aucune
des fonctions V,, V,, Vy,... on formera P'expression générale de
u en faisant la somme de toutes les valeurs particulieres (27) apres
les avoir multipliées par des constantes arbitraires C,, C,, C,, C, etc.,
de sorte qu'on aura

u=CV,e—#t 4 CV,e#t 4 .. 4 C Vet 4-etc. (29)

Cette expression de u satisfait aux trois équations (1), (2), (3) puis-
que chacun de ses termes y satisfait séparément. Il reste a remplir
la condition

u = f(x) pour £ = o. (4)

Nl faut donc quen faisant z==o dans I'équation (29) on ait pour
toutes les valeurs de x depuis x jusqu’a X

f(x)y =CV, + CV, + ..+ C;V;, + etc. (30)

c'est-a—dire qu’il sagit d’exprimer dans lintervalle de x a X la
fonction arbitraire f(x) par une série de fonctions assujetties a
vérifier les trois équations (6), (7), (8) et qui difféerent les unes des
autres par les valeurs p, p,..f;.. du paramétre r tirées de I'équation
transcendante F (r) = o. En admettant la possibilité de ce dévelop-
pement , on détermine chaque coefficient C; par le procédé connu que
nous allons rappeler. '

Multiplions les deux membres de I'équation (30) par gV.dx, puis
intégrons-les entre les limites x et X; nous aurons

X X X .
[ gV f(x)dr=C,[ gV, Vidz+ C.f gV, Vdz+ ...
-+ C{f gi,-’ dx - etc. - (31)

Or, d'apres la formule (17) toutes les intégrales qui dans le second
membre de cette équation sont multipliées par les coeflicients
C, C,... autres que C, sont nulles. Celle qui est multipliée par C
est évidemment une quantité positive. Si I'on suppose connue l'ex-
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pression de V c¢n fonction de x et de 7 qui satisfait aux deux
équations (1) et (2), en considérant r comme indéterminée,

cette intégrale f

x

XgV,’dx sera d’apres la formule (18) égale a la valeur

de I'expression — V;—'r( kfg + H V) ou lon fera x=X et r—=y¢,.

En désignant pour abréger, cette quantité par R;, on tirera donc de
Yéquation (31)

. . )
fx gV [f(x) dx (32)
C = -

¢t en mettant cette valeur de C, dans les formules (29) et (50) qu'on
peut écrire ainsi :

u= 2 (Ve flx) = Z.GV,
elles deviendront
== X V‘. )d
u= 3.Ver [ éi—fﬁ(?—f (33)
i==er XgV, f(x)dx
Jf(x) ‘:-.ZVi.f _[ﬁ,-— (34)

On arrive aux mémes résultats par la méthode geénérale dont
M. Poisson a fait usage depuis long-temps dans un grand nombre
de problémes et en particulier dans celui qui nous occupe. (7%hcorie
de la chaleur, pages 261 — 264.)

On n’a point encore démontré, lorsque les fonctions positives g, 4, ¢,
sont quelconques, la possibilité d’exprimer une fonction arbitraire /()
par unesérie convergente de la forme C,V,+4-C,V,+-etc. (30). Fourier et
d’autres géometres semblent avoir méconnu I'importance et la difficulté
de ce probleme qu’ils ont confondu avec celui de déterminer les coeffi-
cients C,. M. Liouville a résolu une partie de la question en démontrant
par une méthode trés ingénieuse (n° de juillet de son journal), que la
somme de la série (34), si cette série est convergente, ne peut qu'étre
égale a f(x), pour toutes les valeurs de x comprises entre x et X. Dans
le numéro suivant, nous admettrons provisoirement l'intégrale (33) qui
est fondée sur la formule (34), pour en déduire quelques conséquences.
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On voit qu’a mesure que le temps £ augmente, tous les termes de
la série (33) lendent vers zéro, avec des vitesses inégales, de sorte
qu'apreés un certain temps, la température variable « de chaque point
de la barre finit par sc réduire sensiblement a zéro, c'est-a-dire a la
température fixe du milieu ot la barre est placée. Mais avant que la
valeur de « soit nulle, il y aura une époque ou la série (33) se réduira
i tres peu pres i son premier terme correspondant i la plus petite ra-
cine p, de 'équation F(r) = o, en sorte qu'on aura sensiblement

w = CV.e—r,
C, désignant la quantite

\
f\ gV, flx)dx

x .. :
j Vidr
X\

En faisant abstraction du coeflicient constant C,, on voit que cet
#tat final des températures ne dépend point de leur distribution ini-
tiale représentée par f(x) qui n’influe que sur la valeur de la cons-
tante C, : il se confond avec le premier des états simples que nous
avons considérés précédemment. Par conséquent, apres un certain
temps plus ou moins long, les températures de tous les points de la
barre, quel que soit leur état initial, seront supérieures a la tempé-
rature fixe da milieu, si la valeur de C, est positive, ou lui seront in-
ferieures, si C, est négative. En outre, si la fonction gp, — / est
positive pour toutes les valeurs de x depuis x jusqu’a X, ces tempéra-
tures finales, ahstraction faite de leur signe quand elles seront
négatives , nc présenteront qu'un seul maximum., c’est-a-dire qu’elles
seront croissantes depuis une extrémité de la barre jusqu'a un certain
point, puis décroissantes depuis ce point jusqu'a lautre extrémité; et

. , . ,q -« du s
si Pune des équations (2), (3) se réduit a - == o pour l'une des ex-

tremités, ces températures finales iront en croissant ou décroissant
depuis cette extrémité jusqu’a I'autre. Ces propriétés n'ont pas lieu
dans l'état initial , puisque la fonction f(x) est arbitraire.

Elles supposent toutefois que la valeur de la constante C, qui dépend
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de cette fonction /() n’est pas nulle. Or C, devient nulle, dans le cas
ou f(x) remplit la condition f XgV, f(x)dx == o. Alors si Ton n'a

pas en méme temps /; gV, f(x)dx =o, les températures finales se-

ront exprimées par le second terme C,V,e~#* de la série (33), la va-

/. TV, fla)dz
leur de C, étant —=—<——— . Dans cet état final, les tempdratures
[ eV :
X
seront positives dans une partie de la barre et négatives dans la par-
tie restante. De plus, si gp, — [ est positive pour toute la barre, il y
aura une valeur maximum de u sur chacune de ces parties ct il n’y en
aura qu’une.
Si P'on avait a la fois

./;ngrf(x)dx ==o0, et f;xgvgf(x) de=o,

I'ctat final serait exprimé par le troisitme terme de la série (33). Si

’ : X , . ’

Pon avait en outref gV f(x)dx = o, I'état final serait donné par
X

le quatriéme terme et ainsi de suite.

XIX.

On vient de voir qu'aprés un temps plus ou moins considérable, la
foncticn « finit par avoir le méme signe dans toute P’étendue de la
harre, si la valeur de C, n’est pas nulle, ou bien par n'avoir qu'un
nombre de changements de signe égal au nombre des coeflicients suc-
cessifs C,, C,, C;... qui se trouvent nuls a la fois. Donc, si 2 une
époque déterminée, u s’évanouit une ou plusieurs fois entre les limites
x et X, il faut que par Vaccroissement du temps, le nombre des va-
leurs nulles de x diminue, jusqua se réduire enfin & zéro ou au
nombre des coefficients C,, C,... qui seront nuls & la fois. Nous al-
lons examiner comment s’opére cette disparition des valeurs nulles
de u. Cette recherche a des applications importantes.

Supposons d'abord que « soit nulle pour =1 et x=%, et que

du . » \
-z 1e soit pas nulle en méme temps. On peut douner & & une valeur

Novemore 1836, 53
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a plus petite que £ et une autre valeur b plus grande que £ telles que

e{ll \ . 3 . ) “ .
(%, T)quin est pas nulle pour x=F¢ ne'sannulle nt pour 2 = a,
axr

ni pour x == b, ni pour aucune valeur de a comprise entre a ct b.

du . . .
Alors — (2, T) ayant constammment le méme signe dans cet m-

tervalle, selon que ce signe est -+ ou —, la fonction u(x, T) doit
croitre ou décroitre continuellement, tandis que x croit depuis a jus-
wh b, elle ne s'évanouit donc que pour x = £ dans cet intervalle,
ctles valeurs de u(a, 7) et u(b, 7) sont différentes de zéro el de signes
contraires. :
Faisons maintenant £ = T - £/, £ étant une quanlité positive qu'on

. . dn
b4 . M —_— ’ >
prendra aussi petite qu'on voudra. Comme — (x, 7) n’est nulle pomn

. du '
aucune valeur de xx comprise entre aet &, — (x, 7 + ') aura, pour

chaque valeur de a entre a et b une valeur différente de ze¢ro et de

N . du ;o .
méme signe que 3;(:1:,1-), pourva que ¢ soit suffisamment. petite.
d ” \ .
Donc d—: (x, T 4 ') aura dans tout Vintervalle de a4 & le signe

du . .
de , (£, 7): donc, selon que ce signe sera -+ ou —, la fonction

u x, T~ ¢') ira en croissant ou en décroissant dans cet intervalle.

Or, aux deux limites a et b cette foneclion a des valeurs de signes
contraires. Car u( @, T) n’étant pas nulle, u{a, T+ t') aura le méme
signe que u(a, vy st Yon prend ¢ sufisamment petite, puisqu'on
peut rendre la- différence entre u (a, 7) el u(a, T -}=¢') plus petite que
w(a, 7) en diminuant ¢': donc u(a, T-¢') a un signe contraire

du

4 cclui de — (£, 7). De méme u(b, 7+ ¢') aura le méme signe que

’ A . du
1 (b, 7) et conséquemment le méme sigue que - (£, 7).

Donc u(x, 7 ~}-t') a deux valeurs de signes contraires pour x=da
et pour x==b; et comme cette fonction croit ou décroit continuelle-
ment dans Vintervalle de a a b, on voit qu'elle s'annulle une seule
fois et qu'elle change de signe pour une valeur de x comprise entre

act b
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En faisant x=7—¢, on verra de méme que la fonction. ..
u(x, T—¢') doit aussi ‘s'évanouir une seule fois en changeant de
signe pour une valeur de x entre a et b.

XX.

S a présent que t‘ﬁsoientnlls'] foi :
upposons a pré que et — ulles a la fois pow

tz=71 el x=£, mais que ne le soit pas, et admettons pour

u
dz*
. gy d'u . ..
fixer les idées que —— soit positive.

On peut donner & x une valeur a plus petite que £ et une valeur 4

plus grande que £ telles que ‘% ait dans tout Vintervalle de @ 4 & le

2
méme signe qu'elle a pour x=£, c'est-a-dire le signe . Alors x
. d . . 5 b du , . .
croissant depuis @ jusqua o0, — (x, T) ira en croissant, et comme
cette fonction est nulle pour x =%, elle sera négative dans l'inter-
valle de @ 4 £ puis positive dans l'intervalle de £ a b.

Donc x croissant depuis a jusqu’a £, la fonction u(x, 7) décroitra
et sera par conséquent positive, puisqu'elle est nulle pour x=¢;
ensuite & croissant depuis £ jusqu'a b, u(a, 7) croitra et par consé-
quent sera encore positive.

. . du

Faisons maintenant t== 1 - ¢ P (x, 7-1t') aura pour chaque

valeur de & entre a et & une valeur différente de zéro et de méme
. d’u , v i y /7
signe que ——, (x, 7) c'est-a-dire positive, pourvu qu'on prenne

suffisamment petite, puisqu'alors ces deux fonctions diffcrent I'une

du

de l'autre aussi peu qu'on veut. Donc wlx, T ~ ¢ croitra conti-

nuellemment dans I'intervalle de @ 4 &; mais cette fonction a une
valeur négative pour & ==a et positive pour x = b, puisque ces va-

e . , du du
leurs différent ausst peu qu'on veut de celles de e, T)et —(b, 1)

. d , ..
qut ne sont pas nulles. Donc d—u (x, T4¢') sannulle entre les limites
X
a et b une seule fois et passe en s'évanouissant du négatif ou positif.

. . . a, - . d
Pour discuter u(x, T ¢'), il faut considérer la fonction d—f (x, T).

53..
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’ 2 . du d'u .
Pour x =% et =7 on a par V’équation (1) g, =k 2, puisque
du du s A
7 ¢t — sont alors nulles. Donc 5 (&, ) n'est pas nulle et ale méme
. d*u , . qe .
signe que T(E’ T), Cest-a-dire le signe <. Or, on peut prendre
) du . .
a et b assez pres de £ pour que — (r, ) reste positive entre ces li-
mites @ et b. Mais en prenant ¢ suffisamment petite, la différence
/ A . du

u(ow, 4 ¢t)~—u(x, v) ale méme signe que 7 (x> 7). Donc pour
toutes les valeurs de x comprises entre @ et &, la fonction. ...
u{x, 7+¢) est plus grande que u(x, 7) et par conséquent positive.

SiTon fait x=T1—1¢, on prouvera, comme tout i Iheure, que
g—';(x, T —t') sannulle entre les limites @ et & une seule fois et passe
du négatif au positif.

Pourchaque valeur de xrcomprise entrea et b, lafonction u(x, r—t')
est plus petite que u(x, 7), puisque la différence u(x, T—#)—u (x, 1)

. _ . di . :
a un signe contraire a celui de F:‘ (o, 1), t' étant suffisamment petite :
donc u(x, T—¢') est négative pour x = £. Mais elle est positive pour
x=a et xr=>,, commeu(x, T), car en prenant ¢ suffisamment petite,
u(a, T —{t)etu(b, r—1¢') different aussi peu qu’on veut de u(a, 7)et
w(b, T)qui ont le signe . Il suit de la que u(x, T—2') change de signe
aumoins deux fois, d'abord pour une valeur de x compriseentre aet £,
puis pour une autre entre Z ct 4. Je dis de plus que cette fonction ne peut
pas s'évanouir plus de deux fois entre les limiles a et &: car si elle s'é-
vanouissait une troisieme fois, en changeant ou ne changeant pas de
. o o . .

signe, d—‘:ﬁ(x, T—1') devrait s'annuller au moins deux fois entre les

mémes limites a et b, ce qui n’arrive pas.

» d’u - . .. ,
Nous avons supposé v (€, T) positive. Si cette quantité est néga-

tive on reconnailra de la méme maniére que u(x, T+ t") doit étre
négative et ne pas s'€vanouir entre les limites a et 4, et que. ..
u(x, T —t') doit changer de signe et s'évanouir deux fois seulement
d’'abord entre a et £, puis entre £ et b. Dailleurs, ce cas se raméne
au précedent, en changeant x en — u.

En supposant que « ne soit pas constamment nulle pour x =x
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quelle que soit ¢, il peut arriver que « s’évanouisse pour & ==x quand

. du .
t atteint une valeur r. Alors - sera nulle en méme temps, a cause
[¢

s 3 O a2
de l'équation k%—hu:o. (2). Si =

dx?

n'est pas nulle aussi, on

verra par le raisonnement précédent quen faisant croitre x depuis x

jusqu’a une valeur 4 un peu plus grande que x, u{x, T4 ¢t) ne sé~

. . du

vanouira pas et aura le méme signe que J;“(x, T), et que u(a, T—t').

changera de signe et s’évanouira une seule fois entre x et b.

du

— sera nulle en

dx

méme temps; a cause de I'équation (3). Alors u(x, t—¢') aura pour

les valeurs & un peu plus petites que X et pour x=1X, le méme signe
plus p q P )

De méme, si « est nulle pour x=Xet¢=r,

& . , .
que ‘—j?:—t;(x, T): et u(x, 7—1¢) changera de signe et s'évanouira
une fois pres de lalimite X,

XXI.
Je suppose actuellement que la fonction u et plusieurs de ses déri-
, . du . w d™'y devi lles 4 la foi
vées successives -, S ,... jusqua ——.— deviennent nulles i la fois

pour x=E£ et t==7, et je vais examiner ce que u deviendra pour des
valeurs de x et de ¢ tres peu différents de £ et de . Pour traiter ce
cas général qui comprend ceux dont je me suis occupé dans les denx
numéros précédents, j'emploierai une autre méthode fondée sur le
développement de z suivant les puissances de " et de ¢, en faisant
x=f4x et t=147¢
1 équation (1) devient
du
- du d ( k c?'?)
dz’

8 J;——- —— — lu,. (I)
On a, d’apres la formule de Taylor,

g+, Tt )=YY Y, L Y, -0+ (*) (35)
1.2 1.2.3.n )

(*) On arrive immédiatement 4 cette formule en intégrant n <4~ 1 fois de suite
d&"*u . . .
E"*_‘.dt”‘"" depuis £ == o jusqu’a t==¢ et introduisant successivement comme
L. d*u d"'u ,
constantes arbitraires les valeurs de s gri=i» eic. pour £ =0, qu’on suppose

données.
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en désignant par Y, Y,, Y,.. .Y., ce que devienneat les fonctions
. du d'u d"u
bger drecdarw

Y, Y,...Y, ne dépendent que de la seule variable x'. Le terme &

quand on fait {'=o0 ou t=r1, de sorte que

a1

¢
- . a , T
remplace l'intégrale multiple /ff . EF'*_H' de+, dou il suit que 8
o

est comprise entre la plus petite et la plus grande des valeurs que

. 1 d*+'u . , . ;
prend la fonction Iy A tandis que ¢ varic depuis o

jusqu'a sa plus grande valeur.

; P d
On a supposé que pour x=F£ et t=r, les fonctions u, Zg’
d’u . N S : dmy
T 0 ClC Jusqua Zors sont toutes nulles et que 7= & une valeur A
différente de zéro. Quand on fait £= 7 ou ¢’ =o, ces fonctions 7,
du du dY d'Y

EI‘ y EE’.-. Sont IES mémes que Y, l;‘_l'—’-’ F’ » etc. Donc » po,ur x' —T0] ,

. dY . yw d™'Y dryY , .
Y, T » ete. jusquia S sont nulles et 7= est égalea A.
Pour des valeurs de x’ sulfisamment petites, soit positives, soit né-

dxX' différera de A aussi peu qu'on voudra. On en conclut

(en intégrant m fois), que pour ces mémes valeurs, on aura

gatives,

xm

Y=(A + 2) 1.2.3...m

2 étant une quantité positive ou négative, fonction de x’, qui s'éva-
nouira avec &', et qu'on pourra rendre plus petite que toute quantité
donnée en prenant x” suffisamment petite.

Pour avoir les expressions de Y,, Y,.. .., il faut dans I'équation (1)

et dans celles qu’on en déduit en la différentiant plusieurs fois par rap-

. . du d'u
: ! e
port a ¢, faire £ == 0. On obtient alors en remplacant «, -, 7= -,

par Y, Y,, Y,.... les équations suivantes :
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gY, = — 20 —
a (’f =)
'th —_— dx - ""ZY”
d. ('f &)
gY, = - — lY,.
etc
+(+ )
La premiere gY, = — — 1Y différentiée p fois par rap-
port a ', donne
arY, dg dr'Y drg
O dx'p +Ptlx dr’ P““+ -+ dx'p Y,
g dY di drt1yY (p+1)p d’k &Y drrik dy
—AW’—“T’ +(P+])d_r'dx'l’*:+ 1.2~_Jx”dx'1"+ +dxi"‘"dr
drY il
ldl'lp e m Y.
. dY dm_]Y ‘ . . de
CommeY, PR R ot sont nulles pour x'—o et que P A

. . , . dY, . -
on voit par les deux derniéres équations que Y, 7 » €t , jusqua

dm—‘}.Y'l

—~—= son! nulles aussi pour ' =0 et gu'on a
dx m—3 q

Y, (k) d=Y (Ic)A oo
e @ = \g) A, pour '=o.
Par conséquent, pour des valeurs de «' suffisamment petites, on aura
’m—n
‘"“()kA_I_ )123 (m—2)
2 ¢tant une fonction de &’ qui doit étre trés petite et nulle en méme

temps que x', et ( ) désignant ici la valeur de - qu1 répond a..

x'=o.
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En différentiant p fois par rapport 2 x' 'équation

a.(k dx)

7
gY, = e — 1Y,
. . dy . , A7,
on verra de la méme maniere que Y,, —=... jusqua ——o-s sont

nulles pour x’ =o et que

_’Y m——AY (é 2 A o ‘x'-———
Az’ ™=+ ()dx"“ g)' » pourx =o,

d'ou l'on conclura

( ) (At e 3'1”"—‘

m—4)
t)n trouvera de méme

/_

Y,=(§)¥ (A+a) ===

xm—zn

et en geneéral,

=) A +a) 5

Toutes les quantités 2, «,, a,....a2, fonctions de x' pourront de-
venir plus petites que toute grandeur donnée, pourvu qu’on attribue
a x’ des valeurs suffisamment petites soit positives, soit négatives.
Supposons maintenant le nombre m pair et = 2n. Nous aurons en
metlant dans la formule (35) les valeurs précédentesde Y, Y,, Y,..

12.3... . .(m—2n)

, am—2 kt
w(E4ax', T4t )= (A+¢)Tz——-—‘ +(A+a 1.2. 3 ..(an—2) gt)
ke ke
, \ 'am—i ?) /b (?)
""'\A"+"an}l 2.3...(2n—4) 1.2 “+(A+-2s) 1.2...(an—=6)"1.2.

/rt n—1 kt
(A, T § )(,,_,>+(A+ ( )

+ thu+l .
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’ \/ kt
X = Z (T 3
Y-

et si Pon représente par Q le polynome

S1 'on fait

Pl zin—2 z”n—i

1.2.3...2n+ 1.2.3...(2n—2) 3< 1 + 1.2.3...(an—4) X x.2+""

znn—G z2

I
+ 1.2.3...(2n—6) > 1.2.3 + 1.2 1.2.3...(n—1) + 1.2.3...n’

ia somme des termes affectés du coefficient A dans le développement

. kEN .
précédent sera A(E—> . Q; la somme des termes qui renferment

. ke'\® 5
a, 2,, &,...a2, aura une valeur absolue plus petite que (é) .6Q,6

étant un nombre qui surpasse toutes les quantités «, «,...e, prises
positivement, et qu'on pourra prendre aussi petit qu'on voudra, cn
donnant & x' des valeurs assez petites, pour que , «,, «,. . .«, soient
encore moindres que €.

En joignant a ces termes la parlie B¢+, on voit que la valeur pré-
cédente de z pourra se mettre sous cette forme

w(f + x, v+ t)= (%)u.A(Q -+ e).

¢ est une quantité positive ou négative, fonction de z et de ¢/, qu'on
rendra aussi petile quon voudra, en prenaut ¢ suflisamment petite et
donnant d’ailleurs & z des valeurs finies, positives et négatives,
qui ne soient pas tellement grandes que les valeurs correspondante:

[kt .. )
de ' oude z V (E) sortent des limites que nous avons assignées -

cette variable ’. On pourra donc donner a z des valeurs d’autant plu-
grandes que ¢’ sera plus petite. Nous désignerons par — a et = 0 le-
limites entre lesquelles 2 devra rester comprise pour que la quantiié
soit moindre qu'une quantité donnée ausst petite qu'on voudra.

Cela posé, pour toutes les valeurs de z, Ie polynome Q est constai-

o . 1 .
ment positif et plus grand que son dernier terme ———, qui est lul
«2.0...11

méme plus grand que ¢, qu'on peut diminuer a volonté. Donc pur toutc .
les valeurs de &’ comprises entre — a et =40, la {onction ¢ [E-c’, w41

Drcryerre 1836, 54
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sera diftérente de zéro et de méme signe que A, la quantité positive ¢/
étant treés pelite.

Supposons maintenant /. impair et = 2n -+ 1. En substituant dans
la série de Taylor (35)les valeursde Y, Y,, Y,...Y,, on aura

+(Ata) 5 (5)

1.2.3

nGx, T+ 1) =(A+ )ml)

e (/f{)

+(A+ “’) (zn—S)

("">

+(A+a)E .,

Si Pon fait encore
o = \/(/.t)
zﬂﬂ"’l ’Jn—
et Q=m+_l)+ . ....(2n-1)>(1+1.2.3 ..(2n—3);<—13+"'

7} z
eer = 1.2,3 X 1.2...(n—1) + 1 X 1.2.3...n

zm—’i

on aura o
u 4+ x, v44¢)= \/(%)m“. AQ—+¢),

fa quantité ¢ sera comme précédemment aussi petite qu’on voudra,
pourvu que x’ reste comprise entre des limites — a et - 4 suffisam-
ment petites.

Cela posé, le polynome Q est nul pour z = o, positif quand = est
positive, et négatif quand z est négative. On voit dailleurs que la
tonction (£ 4+ x’, 7 ¢) ale méme signe que AQ pour toute va-
ieur finie de = qui n’est pas trés petite, puisque alors Q surpasse ¢. Douc,
() changeant de signe pour z=o0, la fonction u(§+x', T4¢)
doit aussi changer de signe au moins une fois, tandis que x’ varie entre
tes limites — @ et 4= b. Je dis de plus qu’elle ne peut s'évanouir quune

. . ;o . du y .
seule fois dans cet intervalle, parce que sa dérivée - ne s'évanouit

pas et conserve constamment le signe de A dans ce méme intervalle.
En effet, on a, d’aprés la formule (35),
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de _ dY _dY, , . dY, dY, t’ Int1
3;'__21;'+3—x—'-t,+dx' +'+ dx’ 1.2.3.. n+d £, (36)

o

On trouve d’ailleurs

D =(A+e)

e ay, __ (k e
1.2.3...(m—1)° dx’ (é)_(A-I—a’) 1.2.3...(m—3)’ ete.,

@', ' ... étant trés petites et nulles en méme temps que x’.
-~ . dY dYy, -
Substituant ces valeurs de Pl R dans la formule précédente,

remplacant m par 2n--.1 , et faisant ensuite

\/(kt’)
== 2 —
g
on trouvera

du /\t' = an—s | ’

' étant comme ¢ une quanlité gu'on rendra aussi petite qu'on voudra
en prenant ¢ et ! suffisamment petites.

. . du .
On voit par cette expression de = que cetle dérivée conserve cous-

tamment le qxgne de A quand x’ varie entre les limites tres petites —a«
et 4-b, et quainsi la fouction u(£ +4x', 7--¢') croit ou déeroit conti-
nuellement dans cet intervalle; de sorte qu'elle s’y évanouit nne seule
fois en changeant de signe.

On peut encore démontrer ces propositions sans employer les déve-

loppements precedents. Loxsque m est palr et —o2n, ona Y ( ) A

pour &' =0, et les autres fonctions Y, Y., Y,,...Y,_, sont nulles
pour x' = o. D’aprés les relations qui existent entre Y, Y,,...Y,, et
leurs différentielles, il est aisé de voir que toutes ces fonctions Y,
Y.....Y, sont différentes de zéro et de méme signe que A pour des
valeurs de 2 suffisamment petites, soit positives, soit négatives ; douc
alors tous les termes de la formule de Taylor (55) qui renferment ces
fonctions sont de méme signe que A et comme le dernier Y, ~l—;f3i—n
surpasse 6£***, on voit que u(f -+ x', T-¢) ne sannulle pas et
conserve le signe de A dans l'intervalle suffisamment petit ou 'on fait
varier x’.

54 .
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Lotsque m=an-+1, Y, Y,...Y, ont toutes le signe de A, quand
" est positive, ct le signe contraire, quand &' est négative; d'ota 'on
conclut d'abord que la fonction ul—4x', v41t) change dc signe
dans le petit intervalle ol I'on fait varier z’. Mais elle ne peut s’éva-

. . . d
nouir qu'une seule fois dans cet intervalle, paree que 31, ne s’y an-
& a

du .
nulle pas. En effet, Z:T’ etant exprimeée par la formule (36), on trouve

dY 4y, dyY, .
que 55, J=s-+--- o ont constamment le signe de A ot que

XXII

Considérons maintenant la fonction u (% = x', T — ¢'). En changeant
dans les formules qui précédent ¢’ en — ¢’ et faisant encore

x =z V/@’

on trouvera, sim est pair et = 2n,
. . keN\"
(b4, T—t)= -g‘-) AP+, (37)
P désignant le polynome (38)

zon z2h—3 zh—4

1.2.3...2n  1.2.3...(2n—2)X1 + 1.2.3...(an—4)><1.2

z? 1

E 212, . (n—1) T 1.2.3...n

Si m est pair et = 2n~~ 1, on obtiendra

wg + o, =0 =\/()".A®+9 ()
en posant (40)

zwl-H zm~t z'n—-;‘

P= 1 .2.3...(2n+13— 1.2.3...(2n—1) X1 -+ r.2.3...(2n—3) X 1.2

z
1X1.2.3...n

la quantité ¢ remplit les mémes conditions que dans le numéro pre-

cédent. N .
Nous allons montrer que le polynome P (39) ou (4o} s'évanouit en
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changeant de signe pour autant de valeurs de z qu’il y a d’unités dans
son degré m qui est 2n ou 272 4= 1.
1l est 2 remarquer d'abord que quel que soit le degvé m pair ou im-

. . ,. , dP 4
pair de ce polynome, ses fonctions dérivées 72 - clc., peuvent se

déduire de P en y remplacant successivement m par m — 1,
m— 2, etc

Si I'on divise P par —, on trouve la partie entiére du quotient égale

.1 . 2 d°P . .
a = zetlereste égal 2 — — . ==, de sorte qu'on a identiquement
m m~ dz

dpP d°P

mP =z -~ — 2 7= (41)

En différentiant cette équation par rapporta z, on en conclura
Y. I J-
(m — 1 & = far 25
AP _dP 4PN (41).
(m— o) e =2 — 3z

Enfin Y'on a
drp
o = -

On peut aussi déduire ces équations de la premiére
dp d'P

) —
dz 2 2

mP = z

sans la différentier , puisque cette équation a lieu, quel que soit le
degré m, et que si dans P'expression de P on change successivement

dP d°P ,
m en m—1,m—2, etc., P se change en -, =—..., comme on I'a

observé tout a 'heure.

dP d°*P d°P damp , <y
y s ey g e g ctant liées entre elles par les
équations (41), deux fonctions consécutives de cette suite ne peuvent
pas s'évanouir pour une méme valeur de z; car ces équations (41)

font voir qu'une valeur de z qui annullerait deux fonctions consé-

Les fonctions P

. rqe s . . . d"P. .
cutives réduirait aussi & zéro toutes les autres jusqua —— inclosive-
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ment, ce qui ne peut étre, puisqueg est égale a 4 1. Il suit de la
que équation P = o n’a pas de racines égales.

De plus, les équations (41) montrent que pour toute valeur de -
qui annulle T'une quelconque des fonctions dérivées Z—f, i—i—?, etc., les
deux tonctions adjacentes ont des valeurs de signes centraires : on en
conclut Qaprés un théoréme connu que I'équation P = o a ses m ra-
cines & la fois réelles et inégales. On peut tirer la méme conclusion du
theoreme de Fourier et aussi de celui que j’ai donné poar la résolution
des equations numériques, en ayant égard, dans leur application,
aux relations (41).

Le polynome P s’évanouit donc et change de signe pour des valeurs
fintes de = en nombre égal i son degré m ; 'une de ces racines est zéro
quand m est impair, les autres racines sont deux a deux égales et dc
signes contraires, quel que soit m. Toutes ces racines sont comprise:
entre — met 4 m, car en faisant 3 = mou > m, on voit que chaque
terme positif de P surpasse le terme négatif qui le suit immeédia-
tement.

Puaisque ¥ change de signe m {ois, on peut donner a z, m <+ 1 va-
leurs (entrc — m el 4 m), pour lesquelles P aura des valeurs alier-
nativement positives et négatives,, qui d’ailleurs surpasseront les valeui-
correspondantes de ¢, attendu qu'on peut rendre ¢ moindre que toutc
quantité donnée, en prenant# et 2’ suffisamment petites.

" 1 résulte de 1a que la fonction u (§ + &', T — ¢) exprimée par 1'unc
des formules (37), (39) change de signe au moins autant de fois que P,
cest-a-dire m fois, tandis que x’ croit depuis — a jusqu’a 4 4.

Je dis de plus que cette fonction ne peut s'évanouir plus de m fois dans
cet intervalle. En effet, sielle s'évanouissait m~-1 fois, sa dérivée pre-

miére;di(i - x', T — t') changerait de signe au moins m fois dans
v

, -, d’u . .
cet intervalle, donc sa dérivée seconde -— changerait de signe au
i

. . . d'u . . . .
moins m—1 fois, puis g7 e changerait au moins m—2 fois, ¢t ainsi

. d™u . .
de suite; de sorte qu'enfin —— (£ -+ «', r— ¢') changerait de signe au
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aomns une fois dans le méme intervalle. Or c'est ce qui ne peut arriver,
si 'on prend cet intervalle suflisamment petit, aussi bien que ¢'; car
d™u

endiminuant #/, == (£ 4 &', 1 - ¢') différe aussi peu quion veut de

d™u N ) N . .
i7= (& -+ ', T) pour une méme valeur de &, et cette derniere fonction
ne s'annulle pas et conserve le signe de A dans P'intervalle dont il sa
git, si on le prend suffisamment petit.

Les m valeurs consécutives de z ou de 2’ qui annulent......

. du . . du

u(¥ 4x', t—t'), en comprennent d’autres qui annulent ~» ANST
doit s’évanouir m — 1 fois, ni plus m moins, tandis que ' croit de-

. . » b 1 du . i
puis — a jusqua -5, on en conclut que —— ne peut pas étre nuile

en méme temps que u, et que « n'a point de valeurs minima dans

cet intervalle.

En résumé, si la fonction u« et plusieurs de ses dérivées suc-

. du du . o d™ 'y o

cessives -, —= jusqua ;o sont uunlles pour £ = 7 et * = £, cu:
prenant la quantité pbsitive £’ assez petite et faisant varier & dans un
intervalle suffisamment petit renfermant la” valeur £, la fonction
©{x, T = ') ne s'évanouira pas dans ce petitintervalle, si m est pair,
et s’y évanouira une scule fois en changeant de signe si mest impair;
mais la fonction 2 (x, T —¢') s’'évanouira et changera de signe préci-
sément m fois dans le méme intervalle, quel que soit m, la dérivée
du
dz’

11 en sera de méme pour chacune des valeurs de x, telles que ¢
comprises entre x et X, qui annulleront la fonction v (x, ).

Les petits intervalles qui renfermeront ces différentes valeurs de -
et qui jouiront des propriétés précédentes seront séparés les uns des
autres, ou de V'une des extrémités de la barre par d’autres intervalles
plus ou moins grands, dans lesquels la fonction #(x, T) ne s'annul-
lera pas; dans ces derniers, les fonctions u(x, T—?) et u(x, 7 ¢')
ue s'annulleront pas non plus, si ¢ est suflisamment petite, puisqu’a-
lors elles different aussi peu qu'on veut de u (x, T), qui n’est pas
nulle.

ne s€vanouira pas en méme temps que u.
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XXIIIL.

Nous avons supposé jusqu’ici que la fonction u (x, 7) n’élait nulle
ni pour X=X ni pour x=1X. Examinons maintenant le cas ou
elle serait nulle 3 'une de ces limites.

. du .
Si w(a; T) est nulle pour x==x, ——(x, 7) est nulle en méme

1ps, & cause de Véquation k %5 — hu = o qui a lie =
temps, & cause de I'équation & — — hu =o qui a lieu pour x =1,

. . d'u . riy .
) e 0
quel que soit £. S1 —— n'est pas nulle aussi, on a déja vu au n° XX\,
qu’en faisant croitre & depuis x jusqu’a une valeur un peu plus grande

que x, la fonction u(x, v+ ¢") ne s'évanouit pas et a le méme signe
Au . .
que o (%, ) et que u(x, T— ') s'évanouil cn changeant de si-
[4
.- - re dur "
gue une seule {ois dans ce petit intervalle, sa dérivée —(x, T7—1"]
ne pouvant pas y étre nulle.
Lais il o lusieurs dérivées Scuth du diu
Mais il peut arriver que plusieurs dérivces consécutives —, ~—,. ...

. dlll—lu .
jusqua ———, soient nulles en méme temps que u pour x == et

. ‘alors | . , - . d"u .
¢t = 7. On va voir qualors la premiére dérivéc 5— qui nest pas
pulle est d’un ordre pair.

Faisons ¢ = 7+ ¢' et x==x -} x', et désignons, comme prece-
du
der
t=—1 ou =o0. On a vu n° XXI que cette fonction Y, est nulle
pour &' =o0, si 2n est < m. En outre, on a en général, quel quc

T M : dnu .
demment par Y, ce que devient la fouction —F ou quand on fait

s0it 12, pourvu que 1 ——2n soit positif,

d m—an‘ "

dl.’n in

N ,
= (é) A pour X = o,

d™: . o
A etaut la valeur de J—r%pour w'==0. qui est par hypothese differente

de zevo



PURES ET APPLIQUEES. 429

Donc, si I'on suppose le nombre m impair et == 2n 4 1, on aura

dY.,

Y, = o0 et I

= (g)u.A pour x' = o.

n

Ainsi Y,= o sera nulle pour x'=o0 et = De le sera pas. Or, au
. o, , . d . : .
contraire, il résulte de 'équation 'I‘Z'; — hu = o qui a lieu pouw

d
x =x, quel que soit ¢, que Y, ne peut pas étre nulle sans que —.
le soit en méme temps. En effet, cette équation revient ala suivante

du
dz’

— ht = o pour x' = o,

k

qui différentiée n fois, par rapport & #/, donne

d d"u)
A h ar o pour x' = o
de d*u T P -
¢ étant quelconque.
En faisant dans cette derniere ¢ = o, on aura donc
day,
li'a—;,— — kY, = o pour x' = o.

: . A dy, k\®
On ne peut donc pas avoir en méme temps Y, =o et —— :(‘}) A,
ce qui résulterait de Phypothése de m== 2n—-1.

Ainst m ne peut étre qu'un nombre pair 2n; alors Y, est égale a

(g)nA pour x’ = o.

Cela posé, on conclut de ce qui a été démontré dans les n®* XXI ¢t
XXII, qu'en prenant la quantité positive ¢’ suffisamment petite et fai-
santcroitre x depuis la limite x jusqu’a une valeur un peu plus grande
que x, la fonction z(x, T+-¢') ne s'évanouira pas et que u (x, T—¢')
s'évanouira 7 fois en changeant de signe. Au-dela de ce petit inter-
valle , ces deux fonctions ne s'évanouiront pas, jusqu’a ce que x en
croissant atteigne un autre petit intervalle comprenant la valeur # 1

“
plus voisine de x qui annulle « (x, ).
Deceusre 1836

[543
o
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O arriveratt a une conclusion semblable, si » et plusieurs de ses
du

.- , . u
dérivées successives ——, —. ...
ceessives -, ——

étaient nulles a la fois pourt—=-r1
et x=X.
XXIV.
De tout ce qui préceéde , résulte I'énoncé suivant :
Concevons que ¢ croisse par degrés insensibles, a partir d’une valeur
q pa »ap
quelconque. Aussi long-temps que pour des valeurs croissantes de ¢,

i . » o, du y . . . .
a fonction u(x, £) ct sa dérivée - De seévanouiront pas simultane-

ment pour quelque valeur de x comprise entre les limites x et X, et
que z(x, t) ne deviendra pas nulle a I'une de ces limites, cette fonc-
tion u(x, t) s'évanouira toujours le méme nombre de fois entre ces
limites, en changeant de signe chaque fois. Quand ¢ dépassera une

valeur 7 telle que u(x, 1) et quelques-unes de ses dérivées succes-
sives %, 3—;,. .. jusqua % deviendront nulles 4 la fois pour
une valeur £ de & comprise entre x et X, la fonction u(a, t) perdra,
st m est pair, un nombre m de changements de signe ou de valeurs
nulles qu'elle possédait avant que ¢ atteignit cette valeur 7 et qui ré-
pondaient & des valeurs de & trés voisines de £; mais si m est impair,

clle en perdra m— 1, de sorte qu'elle ne s'évanouira plus qu’une seule
" . \ du
fois en changeant de signe présde la valeur £, et 7z e sera pas nulle en

méme temps. Il en sera de méme pour toute autre valeur de x com-
prise entre x et X qui annullera i la fois » (x, T) et quelques-unes

de ses dérivées du  du
' dz’ dz+ "'

. . . du
Quand « deviendra nulle pour ¢t =7 a 'une des limites x, X, P
<évanouira en méme temps, et s'il arrive que d’autres dérivées suc~

- d’u  d3 , ) ) . . e

Cessives -, == ,... sannullent aussi, la premiére qui ne s’éva-

nouira pas sera d’'un ordre pair 2n. Alors un peu avant que ¢ atteigne

la valeur 7, u s'évanouit en changeant de signe 7 fois pres de la limite
’ 8 I

pour laquelle u(x, T) est nulle , et quand ¢ croit au-delz de 7, « cesse

de s'évanouir en cet endroit.
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Si ¢ coutinue a croftre, le nombre des valeurs nulles ou des change-
ments de signe de « (xr, t) diminuera toujours de la méme manicre ,
chaque fois que u deviendra nulle & 'une des limites x, X, ou que
et quelques-unes de ses dérivées consécutives s'évanouiront simulia-
nément entre ces limites.

Il est aisé de voir, en modifiant légérement Panalyse précédente,
que la fonction u(x, ¢) jouirait encore des mémes propriétes, lors
méme que g, &k, dans I'équation (1) seraient des fonctions des deux
variables x et £, et que % ¢t H dans les équations (2) et (3) seraient
aussi des fonctions de ¢, toutes ces fonctions étant assujetties a la
condition d’étre constamment positives.

Si I'équation (2) se réduisait 4 z== o pour x==x, on aurait encore
les mémes propositions, en ne tenant compte que des autres valeurs
de x plus grandes que x qui annulleraient la fonction .

De méme, on n’aura pas égard daus I'énoncé i la valeur X
quation (3) se réduit & =0 pour x=X.

Dans tout ce qui précede, la variable ¢ peut étre négative auss
bien que positive, en supposant x égale 2 une fonction arbitraire .
X pour £==0, ou pour une valeur doonée de z.

Ces propositions pourraient ne plus subsister, si quelques-unes des
quantités que nous avons considérées dans notre analyse pouvaient

devenir iufinies pour certaines valeurs de a qui annulleraient la fonc-
tion u (x, t).

, 81 {e-

XXY.
On satisfait aux trois équations (1), (2) et (3), en posant

i~ . - <7 - . .
u = CV,e=st 4 C_ V., e—s+r +.. .+ CV, e, Ve

G, C.,...C, étant des constantes arbitraires.

Cette fonction u (42) jouit donc des propriétés qui viennent d’étre
enoncées, Il est aisé de voir combien de fois elle s'évanouit, quand on
donne a zde tres grandes valeurs positives ou négatives. Si I'on donne
a ¢ une valeur positive trés grande, u devient sensiblement propor-
tionnelle a son premier terme C,V,e— *“, quand V; n'est pas nulle. car
les rapports des autres termes 2 celui-ci sont d’autant plus petits que
la valeur de ¢ est plus grande, comme on le voit en écrivant cette

»~

35..
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fonction de la manieére suivante :
u = e—#[CV, 4 C Vi, e—O—rit 4 GV, e~lrrit],
Or, la fonction V, s’évanouit et change de signe i — 1 fois entre les li-

. . AL s
mites x et X sans que la dérivée ——s'annulle en méme temps. Donc,

¢ ayant une valeur positive trés grande ou infinie, u doit aussi s'éva-
nouir et changer de signe i — 1 fois entre x et X pour des valeurs de

. e s . d »
x tres peu différentes de celles qui anuullent V, et le—l ne s’annul-

lera pas en méme temps que . Cette proposition peut étre établie plus
rigoureusement comme il suit:
Soit £ 'une des valeurs de x entre x et X pour lesquelles V, s'an-

av; , . - 5
nulle. Comme —— n’est jamais nulle en méme temps que V;, on peut

donner a x une valeur a plus petite que £ et une valeur & plus
grande que £ telles que pour toutes les valeurs de x comprises entre

dVi . A . ’
aethb, —- ait constamment le méme signe qu'elle a pour xr=¢.

Alors V, croitra ou décroitra continuellement dans cet intervalle et
n'y deviendra nulle que pour x=%. Or, on a

du _ dv; aVi. . 3
iz = et (C, Az + Cl+l W*_' e—beti—pit o= etc.) ’
dv; A ” .
et le terme €, -~ qui n'est pas nul dans lintervalle de @ a & sur-

passe la somme de tous les termes suivants qui deviennent plus pe-
tits que toute quantité donnée, quand on donne a ¢ une valeur po-
sitive suffisamment grande.
du A . . dv,
Donc, - a dans le méme intervalle le signe constant de C; .
Mais pour x==a comme pour x=>5, u a le méme signe que le
terme C,V, qui n’est pas nul et qui surpasse la somme de tous les termes
suivants, quand la valeur de ¢ est suffisamment grande. Donc u a
comme V, deux valeurs de signes contraires pour r==a et pour x==»5,

i du h de si t t b it
et pu1sque d_.l' nec ange PaS (&] Slgne enire a € 2 on vol que 173

sévanouit et change de signe une seule fois daus cet intervalle.
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De méme « s'évanouit une seule fois dans chacun des petits inter-
valles semblables qui comprennent les autres valeurs de « pour les-
quelles V, est nulle. Hors de ces intervalles, V, n’étant pas nulle, u ne
le sera pas et aura le méme signe que C,V,, pourvu que la valeur de #
soit assez grande pour que ce terme qui n'est pas nul surpasse la
somme de tous les autres.

On verra de méme qu'en donnant a ¢ une valeur négative tres
grande , w s'évanouira et changera de signe p— 1 fois pour des valeurs
de x comprises entre x et X trés peu différentes de celles qui annul-

du
P gr

Si Von fait £ =0, u devient

lent la fonction V ne s'annullera pas en méme temps que .

Y _— CiV| + CI_HV,_H +-..o.+ C’V’.

Cette fonction Y doit changer de signe entre les limites x et X au
moins i— 1 fois. En effet, d’aprés les numéros précédents, lorsque ¢
croit depuis o jusqu'a oo, le nombre des changements de signe de
la fonction u(x, £) entre les limites x et X ne peut que diminuer ou
rester le méme ; donc ce nombre, étant i — 1 quand ¢==-}-cz, doit
étre supérieur ou au moins égal & i—1 quand £=o0. Ainsi Y change
de signe au moins i— 1 fois pour i — 1 valeurs de x différentes com-
prises entre x et X; il peut arriver d’ailleurs que quelqu’une de ces
i— 1 valeurs annulle un nombre pair de dérivées consecutives
a4y
dr ’ dx*
nouir sans changer de signe pour d’autres valeurs de x comprises entre
x et X et aussi étre nulle & ces deux limites ou a4 I'une d’elles. Nous
supposons ici qu'aucune des équations (2), (3) ne se réduita V=o
pour =% ou xr=X.,

y- . en méme temps que Y. En outre Y peut encore s'éva-

On voit de méme que le nombre des valeurs de «, depuis x jus-
qua X, qui annullent la fonction Y, ne peut surpasser p— 1, en comp-
tantx ou X parmi ces valeurs, si Y est nulle & 'une de ces limites.
En effet, quand ¢ == — «© , us’évanouit et change de signe p «- 1 fois
pour p — 1 valeurs de x comprises entre x et X infiniment peu dif—
férentes de celles qui annullent V,: et quand ¢ croit depuis — = jus-
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qua o, le nombre des valeurs nulles de (x, t) correspondantes a des
valeurs de x comprises entre x et X, ou méme égales i ces limites,
ne peut que diminuer ou rester le méme. Donc ce nombre est au plus
P — 1 pour u#(x, o) ou Y.

On peut méme prouver que le nombre des valeurs différentes de a qut
annullent Y doit étre plus petit que p—1, six ou X est I'une de ces va-
leurs oussi parmi cellesqui sont comprises entre x et X il s’en trouve qui

. . dY . .. , .
annullent a la fois Y ¢t &2 ou Y et plusieurs dérivées consécutives =
dr dr
'Y

.
L

En effet, supposons que la valeur £ comprise entre x et X annulle
ala fois Y et les dérivées %, :—:% ... Jusqu’a ;%;,g
Fon donne a ¢ une valeur négative trés petite — ¢/, on vient de voir
que la fonction u(x, — ¢') s'évanouira pour un nombre de valeurs
de x au plus égalap—r1,en comprenant parmi ces valeurs x ou X,
stelle est nulle 2 P'une de ces limites. Or 4 la valeur £ qui annulle Y
ou u(x, o) et ses dérivées, jusqu'a celle de Vordre m—1, correspon—
dent m valeors de x trés peu différentes de £ qui annullent #(x, — '},
comme on Ja prouvé dans les numeéros précédents. Ainsi quand 7
passc de — ¢’ a o, m valeurs qui annullent z(x, — #) deviennent
toutes a la fois égales a la valeur £ qui annulle Y. D’ailleurs a chacune
des autres valeurs de & qui annullent Y correspond toujours au moins
une valeur qui annulle u(x, — ¢') différente des m valeurs trés voi-
sines de £, dont il vient d’étre question. Donc le nombre total des ra-
cines x de I'équation u(x, — ) = o depuis x jusqu’a X, étant au
plusp — 1, on voit que le nombre des racines x de Uéquation Y — o,
depuis x jusqua X, est aussi aw plus p — 1, en comptant chague
valeur de x telle que comprise entre x et X qui annulle a la fois Y et

.., ..o dY d°Y
quelques-unes de ses derivées consécutives o 1

racines égales entre elles qu’il y a d’unités dans Uordre de la premiere
dérivée que cette valeur & n'annulle pas. Quand aux autres valeurs

inclusivement. Si

pour autant de

- A dY
de x qui annullent Y sans annuller en méme temps —— , ce sont lesra-



PURES ET APPLIQUEES. 43

cines simples de I'équation Y = o; chacune d’elles ne doit étre comp-
tée qu’une seule fois.

n

Le degré de multiplicité d’une racine de I'équation Y = o, tel
que nous venons de le définir, a, comme on voit, la méme ex-
pression que dans les équations algébriques ordinaires, puisqu'il

, . .- dY d4d*Y
est égal au nombre des fonctions consécutives Y, o2 e - que
cette racine annulle 4 la fois.
Cette définition des racines égales de I'équation Y = o ne can-

vient toutefois quaux valeurs de x > x et <« X. Ean supposant
que I'équation (2) ne se réduise pas & V== o0 pour x =¥, si I'on

aY == o pour r = x, on a va que cette valeur de x doit a1
R dY - . P dY

nuller en méme temps —- ou un nombre impair de dérivees -
dx dx?

X . lLa premiere de ces dérivées, qui n'est pas nulle pour
dx®*’? ’

x = x étant alors dun ordre pair 2n, je dis que le nombre des
racines x de Uéquation Y = o sera encore au plus égal a p — 1
en comptant la racine x pour n racines égales entre elles; de sorte
que le degré de multiplicité de cette racine x n’est que la moitie
de Yordre 2n de la premiére dérivée qui n'est pas nulle pour x =x.
La raison en est qu'a cette valeur x qui annulle Y ou wix. o
correspondent 7 valeurs un peu plus grandes que x qui aunnullent
u(x, — t); et comme le nombre total des valeurs de qui an-
nullent «(x, — #') est au plus p— 1, il Sensuit que le nombre des
racines x de I'équation Y = o sera toujours au plus égal & p — |
en comptant la valeur x pour n racines égales entre elles.

En supposant que I'équation (3) ne se réduise pas a v =
pour x = X, si l'on a Y = o pour & == X, on estimera de ix
méme maniére le degré de multiplicité de la racine X.

En admettant ces conventions, le nombre des racines x de l'é-
quation Y == o0, x variant depuis x jusqua X, ne surpassera ja-
mais p — 1.

.y . dv T
Si I'équation (2) & i — £V = o0 pour & = x se réduisaita V — .

pour x = x, on aurait aussi Y = o pour x = x et en general
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w(x, t) =0 pour x =x. Il estaisé de voir que, dans ce cas, notre
théoréme subsisterait toujours en ne comptant pas la valeur x parmi
les racines de I'équation Y = o, mais en comptant X pour une
racine simple ou pour plusieurs racines égales, comme on I'a explique
plus haut, si I'on a Y = o pour r = X, et si 'équation (3) ne se
réduit pas & V= o pour x =X.

De méme, si l'équation (3) est V=0 pour x==X, et que I'équation: 2)
ne soit pas V = o pour x= x, le théoréme aura lieu en ne comp-
tant pas la racine X, mais en comptant x quand on aura Y == o
pour X = X.

Enfin, si les deux équations (2) et (3) se réduisent a la fois a
V = o pour x = x et x = X, auquel cas on a aussi Y = o
pour x = x ¢t x = X, le méme théorcme aura lieu en faisant
abstraction des deux racines x et X; parce que V, sannulle en-
core p — 1 fois entre ces limites.

XXVL

M. Liouville a démontré directement le théoréme du numero pré-
cédent (dans le cahier d'aotit de son journal ) sans employer la consi-
dération de la variable auxiliaire ¢ qui entre dans la fonction «(42)
dont j'ai faitusage. Il n'a pas tenu compte toutefois de la racine x ou X
lorsqu'elle existe. Je vais donner ici une autre démonstration directe
du méme théoréme , indépendante de celui du n* XXIV.

Soit
Y = C‘V| + C‘+|V|+. +. . '+CPVP' (45'

Ona
dv;

d———-——'(l‘ﬂ — DV, = o
——— t(gp )V = o,
davi,,
(kg
dr

etc.

+ (gP‘+l —_ Z)VI-H =o,

En multipliant ces équations par C;, Cy,,...G,, ajoutant et posant
Y. _—— (le’i‘,i + C'+IF‘+IVi+I +' . + Cpfr‘rp: 2
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(%)
X

L,

on aura

d
gY, = -

ou

dsY dk  dY \

On voit par I'expression méme de la fonction Y (43) qulelle satisfait
aux deux €équations

dy
ko — kY

I

o pour x = X,
k%-*—HY:opourx:X,

puisque chacun de ses termes satisfait séparément aux deux équations
(2} et (3).

Je vais prouver que si I'équation Y =0 a un certain nombre w de
racines & tant égales qu'inégales, plus grandes que x et plus pe-
tites que X, les racines égales étant définies comme dans le numéro
précédent, 'équation Y,==0 aura au moinsu racines tant égales qu'iné-
gales, comprises entre les mémes limites x et X.

Soit £ une valeurde x> x et <X pour laquelle Y s’annulle et
change de signe. Supposons que cette valeur £ ne soit ni la plus petite
ni la plus grande de celles qui annullent Y. 11 y aura entre Zetla
valeur de x immédiatement inférieure a £ qui annulle Y au moins

. . dY
une valeur a qui rendra Y maximum, et pour laquelle -~ sera nulle,

Q

Y . . . . "
et -— aura une signe contraire a celui de Y ou sera nulle..Lé-

quation (44) fait voir que pour x=a, et pour les valeurs de
x un peu plus grandes que a, la fonction Y, sera différente

. . dY . . .
de z€ro et aura le méme signe que 7z Ou un signe contraire a celui

de la valear maximum de Y dont il s'agit (quand méme la fonction /
serait nulle pour x=a ou nulle identiquement ). De méme entre
£ etla valeur de x immédiatement supérieure 2 £ qui annulleY, il y

aura au moins une valeur b qui rendra Y maximum et pour laquelle
Decevper 1836, 56
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dY a'Y . . . .
~ sera nulle et 47 Aura un signe contraire & celut de Y ou sera

nulle. D’'aprés 'équation (44) Y, aura encore pour x=54 un signe
contraire a celul de cette valeur maximium de Y. Mais les deux
valeurs maxima de Y pour x=a et x=2~5, sont de signes con-
traires, puique par hypothése Y change de signe en s'évanouissant
pour x==£. Donc Y, a deux valeurs de signes contraires pour x=a
et x =0, et par conséquent Y, change de signe au moins une fois,
tandis que x croit depuis @ jusqu’a b.

Cette conclusion subsiste, quand la valeur de x immeédiatement in-
férieure ou supéricure a £ qui annulle Y est x ou A.

Si £ est la plus petite racine de 'équation Y =0, Y n'étant pas alors
nulle pour x =x, il existe entre x et £ au moins une valeur de x qui

. . , . dy . .
rend Y maximum. Car & cause de I'équation ka;-—kY= o qui a lieu

pour xr=x, Y et ‘% ont d’abord le méme signe pour xr=x et

pour les valeurs de  un peu plus grandes que x; donc, x croissant

) . . , . dyY
a partir de x, la fonction Y ne peut pas sévanouir avant que o

change de sigue et preune un signe contraire & celui de Y. Donc Y
doit atteindre une valeur maximum avant de sannuller la premiere
fois pour x = £. Ce maximum pourrait avoir lieu pour x=x, si la
constante % était nulle. Entre la valeur de x correspondante & ce
maximum el celle immédiatement supérieure 2 £ qui répond a un
autre maximum de Y, il y aura au moins une valeur de x pour la-
quelle Y, s'évanouira ct changera de signe, puisque d’aprés I'équation
(44), Y. a toujours un signe contraire a celui de Y, chaque fois que
Y devient maximum, et que les deux maxima dont il vient d’étre
question sont de signes contraires.

On verra de méme que si £ est la plus grande valeur de x qui an-

nulle Y, il y a, & cause de équation 4 g +HY=o0 pour x =X, au
moins une valeur dex comprise entre £ et X qui rend Y maximum; elle
peut étre égale a X, si H est nulle. Pour cette valeur et pour celle im-
médiatement inférieure 3 £, qui donne un autre maximum de Y, Y, a
deux valeurs de signes contraires, de sorte que Y, change de signe au
moins une fois dans cet intervalle.
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Si £ est la seule valeur de xx qui annulle Y, cette fonction a encore
aumoins un maximum dans l'intervalle de x & £ et un autre dans l'in-
tervalle de £ & X, d’ou il suit que Y, change de signe dans I'intervalle
compris entre ces deux maxima.

On peut déja conclure de ce qui précéde que Y, doit changer de
signe au moinsautant de fois que Y entre les limites x et X, Y étant ou
n'étant pas nulle & chacune de ces limites.

Supposons maintenant que la valeur £ toujours comprise entre x
et X soit une racine multiple de Uordre m de I'équation Y =0, cest-

. . . . ;. dY
a-dire qu'elle annulle 2 la fois les m fonctions consécutives Y, To

m-=1Y

e L o
= - En désiguant par A la valeur de — pour x = £ et

. da~Y amy
. —¢ ’ : £ bl
faisant x = £ -+ x’, on aura -z ou ——2

fonction de x' qui deviendra trés petite et nulle en méme temps
q p ) P
que x'. Puis par une suite d'intégrations, il viendra

jusqu’é

= A 4+ a,, 2, étant une

dr-¥ Y At an ), G = (A4 2 D

dx'm—1 dx™ 1.2 °°

 me—1 fm

dY x x
v m=Ate) oy Y=O4 ) -

2.3...m”

les quantités @,,_,... a,, & étant comme a,, trés petites et nulles en
méme temps que x’.

daY _dY vy . , .
En mettant les valeurs de Y, €t dans I'équation (44, on voit
. . Axm—2 . ,
que Y, est égale au produit de T3 e P une fonction de a

hde ? A ’ ) k .
qui approche d’autant plus d’étre égale a 7 que x' est plus pelite.

Par counséquent , si ¥ est une racine double de Y == o0, £ n'est pas ra-
cine de Y, = o, ce qu’on voit d’ailleurs immédiatement a P'inspection
de I'équation (44). Si mest > 2, £ est racine de l'équation Y, = o, et
s’y trouve m—a2 fois; car en supposant quelle s’y trouve un nembre s
¥, 4=,

de fois, Cest-a-dire qu'elle annulle les s fonctions Y, —* ... —=';
T Caa

v

Y, est égale au produit de '—x

—3— par une fonction de a’ qui

56..
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ne devient pas trés petite et nulle en méme temps que x'; s est
donc = m — a.

L’expression de Y, en fonction de x’ fait voir aussi que pour une
valeur £ - x’ un peu plus grande que £, Y, doit avoir le méme

u

. a4<Y , . . .
signe que —— et par conséquent le méme signe que Y attendu que
, . dY  dmY .
pour x = £ ~ x’ toutes les fonctions Y, o0 gom ont le signe de A,
' étant positive etsuffisamment petite. Or x croissant au-dela de £ doit
toujours atteindre une valeur (plus petite que X ou égale 2 X), pour
laquelle Y est maximum etY, a unsigne contraire 4 celui de Y, qui n’a
pas changé de signe en passant de zéro a ce maximum. Donc Y,
change de signe au moins une fois dans le méme intervalle. On verra
de méme que Y, doit changer de signe au moins une fois dans l'inter-
valle compris entre la racine £ et la valeur de & immédiatement infé-
rieure a £ (supérieure ou égale 2 x) qui rend Y maximum.

II est donc prouvé que si 'équation Y = o a m racines égales a 7,
£ étant comprise entre x et X, I'équation Y, = 0 aura m — 2 racines
égales a £, ct en oulre deux autres racines pour lesquelles Y, changera
de signe, I'une comprise entre £ et la valeur de x immédiatement
supérieure a £ qui rend Y maximum, lautre entre £ et la valeur de a
immédiatement inférieure 2 £ qui rend Y maximum.

On conclut de ce qui précéde, que si 'équation Y == 0 a w racines
tant égales qu’inégales comprises entre x et X, I'équation Y, = o aura
aussi au moins « racines tant égales qu'inégales entre les mémes
limites, et renfermées entre les valeurs de a qui répondent a des va-
leurs maxima de Y, alternativement positives et negatives. Ce théo-
reme a lieu, comne on voit, en faisant abstraction de la racine x ou
X que chacunc des équations Y = o, Y, = o pourrait. avoir.

On peut aussi comprendre dans I'énoncé de ce théoréme, la ra-
cine x ou X que peut avoir Y =0, en la comptant pour autant de

racines égales entre elles qu’il y a d’unités dans la moitié du nombre

. , . dY d°Y d=—Y ,
des fonctions consécutives Y, T’ I g qu elle annulle, ce

nombre m étant nécessairement pair.
En effet, si 'on a Y == o pour £ = x, on aura en méme temps
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j—i ==y a cause de I'équation & % — ~Y =0 qui a lieu pour x = x.

Si I n’est pas nulle en méme temps, Y, d’aprés 'équation (44) ne
sera pas nulle pour x == x et aura le signe de Z—;{. Entre x etla valeur

de x immédiatement supérieure 2 x qui rend Y maximum il y en
aura au moins une pour laquelle Y, changera de signe, comme on I'a
vu plus haut. Ainsi en comptant x pour une racine simple de Y = o,

I'équation Y, = o a au moins une racine correspondante plus grande
que X.

. . , . dyY
Si la valeur x annulle les m fonctions consécutives Y, T

dn—y . . .

T le nombre m est pair. En effet, si I'on faitaxr = x 4 £/, la fonc-

tion Y, ou — (Cp.V. 4 G ipiy Vi, +. - .+ G, p,V,) sera, d'aprés ce
qu'on a vu plus haut, divisible par x'™*, c’est-a-dire égale au pro-
duit de x™* multiplié par une fonclion de x’ qui ne sera ui nulle n:
infinie pour x’= o. Pareillement , si I'on multiplie les differents
termes de Y, par p;, fiec, etc., la nouvelle fonction.......
Cit sV, 4. . . 4C,p%,V, sera divisible par x£™#, et en continuant ainsi
on trouvera que la fonction C ¢V, 4 ... 4 C,p;V, est divisible
parx' —*.

Donc, si le nombre m est pair et = 2n, cette derniere fonction Y,
ne s'évanouira pas pour x'== o. Si l'on suppose m impair et =2n ~- 1,
Y, sera divisible par x'. Or on a Péquation & %-—hY,,:o pour x'=o.

n
=
suivrait que Y, serait divisible par une puissance de x’ supérieure a la
premitre; ce qui est contraire & ce que nous venons de trouver. Il est
donc impossible que m soit un nombre impair 2n -4 1.

En supposant m = 2n, Y, est divisible par x*~* et par conséquent

Donc

serait nulle pour ' = o en méme temps que Y,, etil sen-

la racine x annulle i la fois les 272 — 2 fonctions consécutives Y, ek

d Y . . . S, ]
s €t d’ailleurs entre x et la valeur de x immédiatement supérieure
¥

5 .

4 x qui rend Y maximum, il y a au moins une racine de Y, = o.
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Donc si Uon convient de compter la valeur x qui annulle les 2n tonc-

. dY d?n_lyr . I3 9, »
tions Y So " Tew=t pour n racines égales entre elles de I'équation

Y = o, I'équation Y, = o aura, selon la méme convention, n — 1
racines égales 4 x, et de plus une racine comprise entre x et la valeur
de x immédiatement supérieure qui rend Y maximum.

l.es mémes observations s’appliquent a I'autre limite X.

Nous avons donc démontré que si 'équation Y =oou CV,+ ...
+C,V,= oa un certain nombre x de racines x tant égales qu’inégales
depuis x jusqu'a X, sans exclure ces limites mémes, I'équation Y, == o
ounC V.4 ... 4+C,pV, =0 aura aussi au moins p racines tant
égales qu'inégales, depuis x jusqu’a X, les racines égales étant défi-
nies comme nous I'avons dit précédemment.

En conséquence, il y aura aussi a fortiori au moins . racines, soit
inégales, soit égales, dans chacune des équations suivantes qui dé-
rivent les unes des autres comme Y, dérive de Y.

CeVi4....+CpV, = o,
CPV.+....4 CplV, = o,

Cp V4. ...+ G "V, = o.

Ou peut méme ajouter, d’apres ce quon a vu plus haut, que chacune
de ces fouctions change de signe cntre les limites x et X, au moins
autant de fois que la premiére GV, +...4- CV,, en faisant abstrac-
tion de la multiplicité des racines et de celles qui sont égales a x ou
a X,

La derniére équation pouvant s'écrire ainsi

R W . i =
@) VoG () Vit Y, =0

se réduif 3 trés peu prés a V, =0 quand on suppose le nombre 7 tres
grand ou infini, et alors elle a p—1 racines inégales, comprises
entre x et X; ce qu'on peut au surplus établir plus rigoureusement par
le raisonnement déja employé au commencement du n° XXIV.

Donc on a < p— t ou au plus égal a p—1; cc quil fallait
démontrer.
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On peal prouver par la méme méthode que [éyuation. . .
CV.+...4+CV, =0 a au moins i — « racines différentes com-
prises entre x et X et pour lesquelles la fonction CV,+ etc.. —~+CV,
change de signe.
En effet, on a vu tout-a-I'heure que la fouction

CpV.+....4-CrrV,
a au moins autant de changements de signe entre x et X que

CV.+....4CV,.

. C,’ ~ Ci 1
On en conclut, en remplagant C, par P Cier par ==, ete. que

n 2 H

i
CVef... - CY,

a au moins entre x et X autant de changements de signe que la fonc-
tion

C; C
= V... "V,
pi Pp
. . , Ce e . .
qui en a i— 1 lorsqu’on fait » infini, puisqu’alors elle est proportion-
unelle a V,(*).
Les fonctions Y, Y,...Y,, dont je viens de m’occuper ne sont autre
. e, di du .
chose que la fonction u (42) et ses dérivées 71: “es dt—l,fou I'onfait t=o.
Au lieu de Y et Y,, jaurais pu aussi bien considérer 1a fonction

u(x, t) et sa derivée 7;—: définies par les equations (1), (2), (3),
= o,

. . , . , . d
et prouver a laide de ces équations, que Iéquation 711—;

a au moins autant de racines x tant égales qu’inégales depuis x jus-

(*) Tai admis dans ces derniers n* qu'une fonction Y de la forme
CVi+Cy Vigy 4 ...4 CV, ne peut pas étre identiquement nulle pour
toute valeur de x comprise entre x et X, quand les coefficients CCiyp. .. .C, ne
sont pas tous nuls. On reconnait aisément cette propriété en observant qu’on a

/‘X X . X X
J - gvl Ydr = Cl_/; gvl dx + Ci+l,/‘x ng Vi+|d~l"+- . -+C;fx gV, Vpdl"

ou simplement
X X
/; eV Ydr = C, f gVidz,
X

d’ou il résulte que Y ne peut pas étre identiquement nulle.
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qua X que l'équation u (x, t)==o0, d'ou jaurais conclu le théo-
reme relatif a CV,~- ... 4+ CV,=o.

Ce theoréme a lieu, comme on I'a déja vu dans la démonstration
du n° XXIV, quand méme la fonction I ne serait pas constamment
positive entre les limites x et X. Il est aisé d'étendre ace cas ou / est
quelconque, la démonstration que je viens de donner dans ce dernier
numéro , en la modifiant de la maniere suivante.

Ayant désigné par Y la fonction GV, 4C Vi, +... 4 CV,, je
prends

Y| — [Clvi(fl + c) +Cl+|vl+,(fl+x + C)+ e +CPVP(F}1+C)]’

¢ dtant une constante arbitraire. J’ai alors au lieu de I'équation (44),
dk dY

la suivante gY, = kg; + i (gc+ 1) Y.

Au moyen de cette équation, en prenant la coustante ¢ positive et
assez grande pour que la fonction gc -4/ reste positive entre les li-
mites x et X, je prouve comme précédemment, que si I'équation
Y =— 0 a u racines x tant égales quinégales depuis x jusqu’a X, sans
exclure ces limites mémes, P'équation Y, =0 doit avoir aussi au
moins w racines égales ou inégales depuis x jusqu’a X, ce qui suffit
pour établir le théoréme en question.

Il faut ajouter ici les remarques qui terminent le n® XXIV (*).

L’équation (44) fait voir d'ailleurs que si Y était constamment nulle, entre
les limites x et X, la fonction

Y| on = (C,-;iV,» 4 ... F CPeP Vp)
serait unlle aussi, et par conséquent la fonction
Cje,'" V“ + e s +Cp€n" VP’

(’%) (?‘P-)u Vid ... 4V,

le serait encore, tandis qu’au contraire cette derniére fonction se réduit a V, quand

ou celle-ci

on fait n infini.
(*) Le défaut d’espace m’oblige & supprimer quelques détails relatfs & la sphere
¢t au cylindre que j’ai annoncés dans Vintroduction et auxquels le lecteur peut

suppléer ais€ment.



