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MÉMOIRE 

Sur une classe d'Equations à différences partielles ; 

ΡΛΒ C. STURM. 

Les géomètres ont résolu un grand nombre de problèmes relatifs 
à la distribution de la chaleur dans des corps de différentes formes 
et aux petits mouvements vibratoires des corps solides élastiques, des 
corps flexibles et des fluides, en supposant ces corps homogènes et 
identiques dans toutes leurs parties. Dans la théorie de la chaleur 
la fonction inconnue qui représente la température variable d'un 
point quelconque du corps dépend de l'intégration d'une équation 
à différences partielles contenant sous forme linéaire cette fonction, 
sa différentielle ou dérivée première par rapport au temps et ses 
différentielles partielles du premier et du second ordre, quelque-
fois même d'un ordre supérieur au second par rapport aux coor-
données d'un point quelconque, toutes ces différentielles étant mul-
tipliées par des fonctions connues de ces coordonnées. Dans les 
questions dynamiques, les fonctions inconnues qui représentent 
les déplacements d'un point quelconque suivant certaines directions 
dépendent aussi d'équations à différences partielles linéaires qui ren-
ferment les différentielles secondes de ces fonctions par rapport au 
temps et leurs différentielles partielles de différents ordres par rap-
port aux coordonnées, multipliées par des fonctions connues de ces 
coordonnées. 

Les solutions qu'on a données de ces diverses questions sont ana-
logues à celle du problème de la corde vibrante qu'on doit à D. Ber-
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nouilli et h Lagrange. Elles se composent de la somme d'une infinité 
de solutions particulières d'une même forme déterminée. Les cas 
les plus simples qu'il faut d'abord considérer, sont ceux où la 
fonction inconnue ne dépend que du temps et d'une autre variable 
indépendante qui fixe la position d'un point quelconque du corps; 
alors chaque terme de la série qui représente cette fonction satis-
fait séparément à l'équation à différences partielles qui a lieu pour 
tous les points du corps et à des équations particulières qui ont 
lieu à ses limites. Le ternie général de la série est le produit de 
deux quantités distinctes; la première est une exponentielle dont 
l'exposant est égal au temps multiplié par un certain paramètre 
ou bien c'est le sinus ou le cosinus du temps multiplié encore 
par un paramètre; la seconde quantité est une fonction île la va-
riable indépendante autre que le temps, et du même paramètre, la-
quelle dépend d'une équation différentielle ordinaire de forme linéaire; 
on obtient cette équation en substituant dans l'équation à différences 
partielles, à la place de la fonction inconnue le produit des deux 
facteurs dont il s'agit, et supprimant le premier qui se trouve 
commun à tous les termes de l'équation. Cette seconde fonction qui 
ne renferme pas le temps et qu'on peut multiplier par un coefficient 
constant arbitraire, doit aussi satisfaire aux équations aux limites; 
et de là résulte une équation transcendante déterminée dont l'in-
connue est le paramètre qui multiplie le temps dans l'exponentielle, 
ou sous le sinus ou le cosinus, et dont les racines en nombre infini 
sont toutes les valeurs de ce paramètre, valeurs qu'il faut substituer 
successivement dans le terme général de la série. On achève ensuite la 
solution en déterminant par des méthodes connues les coefficients ar-
bitraires de cette série , de telle sorte qu'à l'origine du temps elle re-
présente l'état initial de la fonction dont on cherche l'état variable. 

Ces problèmes, même restreints, comme nous venons de le dire 
au cas d'une seule dimension deviennent beaucoup plus difficiles, 
quand le corps dont on s'occupe n'est pas homogène dans toutes ses par-
ties, c'est-à-dire quand les qualités spécifiques, telles que la densité ou 
l'épaisseur, la capacité de chaleur, la conductibilité, l'élasticité, sont 
variables d'un point à un autre suivant des lois quelconques. Les 
équations du problème étant posées, il faut toujours comruencer, 
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comme précédemment, par chercher des valeurs particulières de la 
fonction inconnue qui satisfassent à toutes ces équations, à l'ex-
ception de celle qui exprime l'état initial qu'on suppose arbitraire. 
Une quelconque de ces valeurs particulières est encore le produit 
de deux quantités de même nature que dans le cas de l'homo-
généité. Mais ici l'on est arrêté d'abord par la difficulté d'intégrer 
l'équation différentielle linéaire à laquelle doit satisfaire la fonction 
de la variable indépendante autre que le temps et du paramètre 
indéterminé, et ensuite par celle de former et de résoudre l'é-
quation transcendante qui doit donner les valeurs de ce paramètre. 
Dans les questions même les plus simples et les plus connues 
relatives à des corps homogènes, où l'on est parvenu à intégrer l'é-
quation différentielle dont il s'agit et à écrire l'équation transcen-
dante, sous forme finie ou en série, on a quelque peine à dé-
montrer que cette équation doit avoir des racines réelles en 
nombre infini, et à reconnaître la marche et les propriétés dis-
tinclives des fonctions qu'on obtient en substituant ces différentes 
racines à la place du paramètre indéterminé dans l'expression ana-
lytique de la fonction satisfaisant à l'équation différentielle qu'on 
a intégrée. On ne voit pas non plus comment les altérations qu'on 
peut faire éprouver aux qualités spécifiques du corps influent sur 
la grandeur des racines et sur les propriétés des fonctions qui en 
dépendent. Ces discussions me semblent indispensables, si l'on veut 
bien connaître les circonstances les plus intéressantes de ces phénomè-
nes; elles doivent même nécessairement précéder la recherche de 
l'intégrale générale. 

Le présent mémoire a pour objet les questions nouvelles que je 
viens d'indiquer rapidement, Je crois les avoir résolues pour les cas 
assez nombreux où la fonction inconnue dépend d'une équation 
linéaire à différences partielles contenant cette fonction, sa dif-
férentielle première ou seconde par rapport au temps et ses deux 
différentielles première et seconde par rapport à une autre variable 
qui fixe la position d'un point quelconque du corps, la fonction et 
ses différentielles étant multipliées par des fonctions connues de la 
dernière variable. 

Pour plus de précision et de clarté, j'ai choisi comme exemple un 
48 · 



57G JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

problème qui a toute la généralité qu'on peut désirer dans le cercle 
que je me suis tracé. Je considère la distribution de la chaleur dans 
une barre droite ou courbe d'une matière homogène ou non ho-
mogène et d'un épaisseur constante ou variable, mais assez petite 
pour que tous les points d'une section plane perpendiculaire à 
l'axe aient sensiblement la même température au même instant; 
cette barre est placée dans un milieu d'une température constante 
qu'on peut supposer égale à zéro M. Poisson a donné dans son 
grand ouvrage sur la chaleur les équations de ce problème et leur 
a appliqué ses méthodes générales d'intégration; mais il ne s'est 
pas occupé des propriétés de l'équation transcendante et des in-
tégrales particulières que j'ai cru devoir étudier. J'ai fait usage dans 
mes recherches de la théorie sur les équations différentielles linéaires 
du second ordre que j'ai exposée dans un précédent mémoire publié 
dans le Journal de M. Liouville. Je vais indiquer sommairement 
les principaux résultats auxquels je suis arrivé. 

Je cherche d'abord suivant la méthode connue que j'ai rappelée 
plus haut, des valeurs particulières de la fonction qui désigne la 
température variable d'un point quelconque de la barre; je sup-
pose donc cette fonction égale au produit de l'exponentielle e~" par 
une fonction V de l'abscisse χ et du paramètre indéterminé r indépen-
dante du temps t. L'équation transcendante en r à laquelle on arrive n'a 
pas de racines imaginaires, ainsi que M. Poisson l'a démontré pour 
cette équation et en général pour toutes celles qu'on rencontre dans 
les problèmes de physique mathématique. Je fais voir en outre que la 
même équation n'a pas de racines égales et qu'elle n'a pas de racines 
négatives. Je prouve ensuite à l'aide de ma théorie sur les équations 
différentielles linéaires du second ordre, qu'elle a une infinité de ra-
cines positives dont la plus petite peut être zéro dans un cas particulier. 
En substituant chacune de ces racines à la place du paramètre indé-
terminé dans la formule \e~", on a donc une infinité de solutions 
particulières, satisfaisant à l'équation à différences partielles et aux 
deux équations qui ont lieu aux extrémités delà barre. Si les tempéra-
tures initiales sont exprimées par la fonction V qui correspond à l'une 
des racines de l'équation en r, les températures variables de tous les 
points seront exprimées par le seul terme Ve~"; elles seront donc à 
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chaque instant proportionnelles à leurs valeurs initiales , et pour des 
temps croissants en progression arithmétique, ces températures, abs-
traction faite de leur signe lorsqu'elles seront négatives, décroîtront 
en progression géométrique d'autant plus rapidement que la racine r 
sera plus grande. Les propriétés qui distinguent ces états simples en 
nombre infini où les températures variables sont exprimées par un 
seul terme ne sont autres que celles des fonctions V correspondantes aux 
différentes racines de l'équation transcendante. Voici les plus remar-
quables. 

Aucune de ces fonctions ne peut s'évanouir sans changer de signe. 
La première de ces fonctions, celle qui répond à la plus petite 

racine conserve constamment le même signe dans toute l'étendue de 
la barre. 

La seconde, qui répond à la deuxième racine, change de signe une 
fois pour un point situé entre les deux extrémités de la barre. 

La troisième fonction change de signe deux fois entre les mêmes 
extrémités. 

La quatrième change de signe trois fois, et ainsi de suite, jusqu'à 
l'infini. 

Deux de ces fonctions correspondantes à deux racines consécutives 
changent toujours de signe l'une après l'autre alternativement; 
celle qui répond à la plus grande de ces deux racines s'évanouit la 
première, en partant de l'une des extrémités de la barre. Entre 
deux points consécutifs de la barre pour lesquels une de ces fonc-
tions est nulle, il y a toujours au moins un point pour lequel l'une 
quelconque des fonctions correspondantes à des racines plus grandes 
change de signe , et il y a au plus autant de points pour lesquels 
cette dernière fonction change de signe qu'il y a d'unités de différence 
entre les indices de ces deux fonctions. 

Ainsi ces fonctions données par une même équation différentielle 
linéaire du deuxième ordre contenant un paramètre variable, jouis-
sent de propriétés analogues à celles des sinus des multiples d'une 
variable qui sont les fonctions les plus simples de cette espèce; mais 
les intervalles compris entre les points consécutifs pour lesquels cha-
que fonction change de signe ne sont pas égaux; ils ont des rela-
tions déterminées avec les qualités spécifiques de la substance , et 
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varient en même temps que celles-ci suivant certaines lois, ainsi que 
les racines r de l'équation transcendante. Par exemple si le pouvoir 
émissif augmente à l'une des extrémités de la barre , les points 
pour lesquels chaque fonction s'annuîlera s'éloigneront de cette ex-
trémité, et toutes les racines r de l'équation transcendante devien-
dront à la fois plus grandes. 

J'établis des propositions analogues relativement aux valeurs 
maxima de ces fonctions et à d'autres valeurs plus ou moins re-
marquables. 

Apres avoir ainsi discuté les solutions particulières, je donne 
d'après les méthodes connues l'intégrale générale pour un état initial 
arbitraire. 

Avant que les températures de la barre soient réduites à zéro, 
il y aura une époque où elles seront exprimées sensiblement par 
le premier terme de la série qui représente l'intégrale générale; 
cet état final des températures se confondra donc avec le premier 
des états simples que nous avons considérés précédemment; par con-
séquent après un temps plus ou moins long les températures de tous 
les points de la barre seront supérieures ou inférieures à la tem-
pérature fixe du milieu, ce qui peut n'avoir pas lieu pour les tem-
pératures initiales. 

Cette propriété exige cependant que le coefficient du premier terme 
de la série qu'on obtient par une intégrale définie, ne soit pas 
nul. S'il est nul, et si celui du second terme ne l'est pas, l'état final 
des températures sera le second de nos états simples, de sorte que 
les températures finales seront supérieures à celle du milieu dans 
une portion de la barre et inférieures dans la portion restante. 

En assujettissant à de nouvelles conditions la fonction qui représente 
les températures initiales, l'état final pourra se réduire à tel état 
simple qu'on voudra. Toutefois je pense que ce résultat mathé-
matique ne pourrait guère être vérifié par l'expérience, parce que 
les équations de la chaleur ne sont pas d'une exactitude absolue. 

En général, les variations de signe qui peuvent exister dans les 
températures initiales doivent, le temps croissant, disparaître les 
unes après les autres. 

J'ai examiné de quelle manière cette disparition s'opère et je 
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suis arrivé à un théorème très complet qui comprend le cas ou 
ces variations de signe ne disparaîtraient pas toutes. J'en ai déduit 
comme corollaire ces propriétés nouvelles et curieuses de la fonction 
qu'on forme en ajoutant ou superposant un nombre quelconque 
de solutions particulières, le temps ayant une valeur déterminée 
quelconque. 

En premier lieu, celte fonction qui ne renferme que la seule varia-
ble oc, s'évanouit en changeant de signe entre les deux extrémités de 
la barre au moins autant de fois que celui de ses termes dont l'indice 
est le moindre. Elle peut en outre être nulle à l'une des extrémités ou 
à deux extrémités de la barre. En second lieu , cette fonction s'annulle 
au plus autant de fois que celui de ses termes dont l'indice est le plus 
grand. Dans cette seconde partie du théorème, une valeur de oc qui 
anuulle la fonction dont il s'agit et quelques-unes de ses différentielles 
successives par rapport à a: doit être considérée comme une racine mul-
tiple et comptée pour autant de racines qu'il y a d'unités dans l'ordre 
de la première des différentielles qu'elle n'annuîle pas, si cette va-
leur de oc est comprise entre celles qui répondent aux deux extrémités 
de la barre. Mais si la fonction et quelques-unes de ses différentielles 
successives se trouvent nulles pour la valeur de oc qui répond à l'une 
des extrémités de la barre, le degré de multiplicité de cette valeur de 
oc est seulement la moitié de l'ordre de la première différentielle qui 
ne s'annulle pas , cet ordre ne pouvant être alors qu'un nombre pair. 

M. Liouville a démontré directement ce théorème, qui n'était pour 
moi qu'un corollaire du précédent, sans s'occuper du cas particulier 
où la fonction serait nulle à l'une des extrémités de la barre. J'en ai 
aussi trouvé après lui une autre démonstration directe que je donne 
dans ce mémoire. M. Liouville a fait usage du même théorème dans 
un très beau Mémoire qu'il a publié dans le numéro de juillet de son 
journal et qui a pour objet le développement d'une fonction arbi-
traire en une série composée des fonctions V que nous avons consi-
dérées. 

Ces résultats s'étendent avec quelques légères modifications au mou 
vement linéaire de la chaleur dans un globe ou dans un cylindre com-
posé de couches concentriques infiniment minces, telles que la densité, 
la capacité de chaleur et la conductibilité, sont les mêmes pour tous 
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Jes points d'une même couche, mais variables d'une couche à une 
autre; ce corps est placé dans tin milieu d'une température cons-
tante , ou bien sa surface est entretenue à une température fixe. 
Les propriétés relatives aux maxima sont plus simples que dans la 
barre. Après un temps plus ou moins long, les températures de toutes 
les couches qui composent le corps deviennent supérieures à la 
température fixe du milieu et croissantes depuis la surface extérieure 
jusqu'au centre, ou bien an contraire ces températures deviennent 
inférieures à celle du milieu et décroissantes depuis la surface jus-
qu'au centre. J'ai énoncé cette proposition dans le Bulletin des 
Sciences de 1829. Comme pour la démontrer on n'a besoin de con-
sidérer que le premier terme de la série qui exprime l'intégrale gé-
nérale, j'en avais une démonstration indépendante de ma théorie sur 
les équations différentielles linéaires du 2e ordre : je la donne dans le 
préscntMémoire. On peut d'ailleurs détermineravec une approximation 
suffisante la fonction à laquelle les températures finales deviennent 
proportionnelles dans la barre, la sphère et le cylindre. 

La même analyse, convenablement modifiée, donne les lois du 
mouvement linéaire de la chaleur dans une barre composée d'un 
nombre quelconque de parties hétérogènes, comme aussi dans un 
globe et dans un cylindre plein ou creux, composé découches hétéro-
gènes d'épaisseurs quelconques, telles que les qualités spécifiques va-
rient brusquement dans le passage d'une substance à une autre. 

Toute cette théorie s'applique sans aucune difficulté à plusieurs 
problèmes dynamiques, parmi lesquels je citerai ceux qui ont pour 
objet les vibrations d'une corde homogène ou non homogène d'une 
épaisseur et d'une élasticité variables, les oscillations d'une chaîne 
pesante de densite' variable suspendue par l'un de ses bouts ou par les 
deux bouts, et le mouvement vibratoire d'une colonne d'air de densité 
et d'élasticité variables. 
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I. 

Considérons la distribution de la chaleur dans une barre droite ou 
courbe d'une matière homogène ou non homogène et d'une épaisseur 
constante ou variable, mais assez petite pour que tous les points d'une 
seclion plane perpendiculaire à la ligne qu'on prend pour l'axe de la 
barre aient sensiblement la même température au même instant. Ce 
corps est placé dans un milieu dont la température est constante ; 
nous la prendrons pour le zéro de l'échelle thermométrique. Le 
mouvement de la chaleur dans cette barre, n'ayant lieu que dans le 
sens de son axe, est représenté par l'équation suivante: 

Du ¡h ■(*£ ti Y lu(I) 

χ désigne la portion de l'axe de la barre comprise entre une section 
quelconque a> perpendiculaire à cet axe et un point fixe pris sur le 
même axe, u est la température de cette section au bout du temps t. 
g représente le produit de la chaleur spécifique de la barre à l'en-
droit où est faite la section ω par l'aire de cette section ; k est le 
produit de la conductibilité intérieure en cet endroit par la même 
aire ω; enfin / exprime le produit du contour de la section ω par 
le pouvoir émissij au même lieu; / dépend de la matière de la 
barre et du degré de poli de sa surface. Nous regarderons les trois 
quantités g, k et / comme des fonctions de χ positives données 
pour tous les points de la barre ; chacune d'elles peut se réduire à une 
constante. 

La fonction u doit remplir encore d'autres conditions. 
On doit avoir 

k ~ — hu = ο pour χ = x, (2) 

k -f· H u = ο pour χ = X, (3) 

χ et X étant les valeurs de χ qui répondent aux deux extrémités de 
la barre, h et H des constantes positives qui mesurent la grandeur du 
rayonnement à ces extrémités. 

Au lieu de la condition (2) on peut se donner celle que u ou -j'' 

NOVEMBRE I836. 49 
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soit nulle pour x = x, quel que soit t, cela revient à supposer h in-
finie ou nulle dans l'équation (2). Si par exemple on doit avoir 
u = ο pour.r = x, on écrira l'équation (2) ainsi : 

k du jr ^ — u — o pour x = χ 

puis on y fera^ = ο ou h infinie. De même l'équation (T>) deviendra 

u = oou £ = 0 pour χ = X, si l'on fait H infinie ou nulle. 

Enfin il faut qu'on ait encore 

u = f (x) pour t = ο (4) 

f\x) étant une fonction donnée de χ qui représente les températures 
initiales des points de la barre, et qui prise pour u doit vérifier les 
équations (2) et (3); elle est d'ailleurs arbitraire. 

On verra facilement que les équations (1), (2), (3), [4) déterminent 
complètement la fonction u pour toutes les valeurs de t et pour 
celles de χ comprises entre χ et X, et qu'au contraire il y aurait 
indétermination, si en conservant l'équation (t), on supprimait l'une 
quelconque des équations (2), (3), (4). 

IT. 

Pour arriver à l'expression de u en fonction de χ et de t, on com-
mence par chercher, suivant la méthode connue, des valeurs par-
ticulières de u qui satisfassent à l'équation(i) et aux équations (2) et (3) 
en faisant abstraction de la condition (4), u =/(x) pour t — o. On 

suppose 
u = \e~n (5) (*) 

r étant une constante indéterminée indépendante de χ et de /, et V 
line fonction de χ indépendante de t. En substituant à la place de u 
cette valeur hypothétique (5) dans les trois équations ( 1 ), (2) ,(3), e~" 
disparaît comme facteur commun, et l'on trouve pour déterminer 
V et r les équations suivantes. 

(*) On peut voir dans les ouvrages de M. Poisson et surtout dans sa Théorie 
delà Chaleur, chap. VI, les considérations qui conduisentà chercher des intégrales 
particulières de la forme (5) et à prendre pour l'intégrale générale la somme de 

toutes les intégrales de cette forme. 
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On a d'abord 
d-(kr) 

+ ^-7)v = ° (β) 
pour toutes les valeurs de χ depuis χ jusqu'à X; 

et en outre k^ — hV = o, pour χ — χ (y) 

+HV = o, pour χ — X. (8) 

La valeur de l'une des quantités V , pour χ— χ reste indéter-

minée et peut être prise à volonté; celle de l'autre est donnée par 
l'équation (7). Cette équation (7) se réduit à - = o on à V = o 

pour.r=x, selon qu'on y suppose h nulle ou infinie. Il faut alors donner 

à celle des quantités V, ̂  , qui ne doit pas être nulle pour χ —χ , 

une valeur arbitraire. 
Dès que les valeurs de Y et de — pour .r = χ sont fixées, la fonction 

V est entièrement déterminée par l'équation différentielle (6) pour 
toutes les valeurs de χ croissantes depuis χ jusqu'à X; quoiqu'on 
ne sache intégrer cette équation que dans un très petit nombre de 
cas particuliers, on conçoit que la fonction V existe et a pour chaque 
valeur de χ une valeur réelle unique qui dépend de celles de χ et 
de r; on peut toujours la développer en une série convergente, 
comme M. LIOUVILLE l'a fait voir dans son Mémoire inséré au n° de 
juillet de son journal (page a55.) 

Jusqu'ici la constante r est arbitraire ; mais maintenant elle doit être 
déterminée de telle sorte qu'on ait 

tent: surte iju un an 

Cette équation (8) peut se réduire soit à V = o, soit à ̂  =0, 

poura:=X, en faisant H infinie ou nulle. 
On aura ainsi une équation en r que nous représenterons par 

F(r) = o et qui fournira différentes valeurs de cette inconnue r. 
Il est clair qu'on obtiendrait la même équation F(r) = o, si 

49· · 
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l'on se donnait la valeur de l'une des quantités V,^, pour χ=Χ, 

qu'on tirât celle de l'autre de l'équation (8), et qu'on substituât les 

valeurs de V et de— que fournirait l'intégration de l'équation dif-

férentielle ((5) dans l'équation (7) qui doit avoir lieu pour x = x. 
Il faut maintenant examiner les propriétés des racines de cette 

équation F(/) = o. 
III. 

Nous allons démontrer d'abord que cette équation en r, F (ri ~ o, 
ne peut point avoir de racines imaginaires. 

Supposons, s'il est possible, que l'équation F(r) = o soit vérifiée 
par une valeur imaginaire de r de cette forme, λ -f- μ \/ — ι, 
Λ et μ étant des quantités réelles. Si l'on substitue cette racine 
Λ + jU y/ — 1 a 'a place de r dans V qui est une fonction de χ 
et de r, V deviendra de la forme Ρ -j- Q y/ — t, Ρ et Q étant des 
fonctions réelles de χ, Λ et μ.. Les trois équations (6), (7), (8) devront 
donc être identiquement satisfaites, si l'on y met Ρ -f- Q y/ — T, 
à la place de V et λ -f- μ y/— ι à la place de r. En faisant cette 
substitution, puis égalant séparément à zéro la somme des termes réels 
et celle des termes qui renferment γ/— 1 comme facteur, on trouve 

Α—ΞΙ
 + {§λ

 _ l
}
 Ρ _ g/A Q

 =
 o 

(9) 

V + (g* - l) Q + δμ Ρ = ο 

et — ΛΡ = ο, k ~ — AQ = ο , pour χ = χ ( ι oj 

+ HP = ο, +HQ=o, pour^ = X. (1,). 

En multipliant la première des équations (g) par Q, la seconde par P, 
puis retranchant, il vient 

Q-d-(*Ê) - ¥-d-(k-i) = + Q') djc (13)· 

Intégrons les deux membres de cette équation depuis x= χ jusqu à 
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x ==. X. En intégrant par parties le ternie Q.d. k sans fixer d'a-

bord les limites de l'intégration, on trouve 

o kdS — Ck ^ d-9 ^ dx I dx dx 

= Q. '£->.**+/,.*.(*2), 
d'où f Q.d. (*£) - f r.d. (*g) = *(q£ - rf). 

L'intégrale du premier membre de l'équation (12) prise entre les 
limites χ et X est donc égale à la valeur que prend l'expression 

^ (Q^—pour .x = X, moins celle qu'elle prend pour .r = x. 

Or, en vertu des équations (10) et (11), k se trouve 

nulle., soit pour χ = χ , soit pour χ — X. Ainsi l'intégrale du pre-
mier membre de l'équation (12) prise entre les limites χ et X se ré-
duit à zéro, et par conséquent celle du second membre est aussi 
nulle, c'est-à-dire qu'on a 

μ. J* g (P* -f- Q°) dx = ο. (i5) 

Mais comme la fonction g est positive pour toutes les valeurs de χ 

comprises entre χ et X, l'intégrale / g (P* -f- Q') dx 11e peut pas 

être nulle; car elle est la somme des valeurs de la différentielle 
g (Ps -+-Q%)dx qui est positive, quand P et Q ne sont pas nulles. 
Or, P et Q ne peuvent pas être nulles pour toutes les valeurs de 
χ depuis χ jusqu'à X; en effet leurs valeurs pour χ = χ sont arbi-
traires, puisqu'on peut se donner à volonté la valeur de V pour χ sss χ 
(si toutefois on ne doit pas avoir V = ο pour χ = χ) ; et l'on voit de 
plus d'après la forme des équations (10) et (9) qu'elles doivent donner 
pour P et Q des valeurs réelles différentes de zéro, quand χ croît 
à partir de x. Si l'on avait Y = ο pour χ = χ, on observerait que 
pour les valeurs de x un peu plus grandes que x on n'aurait pas 

V=o, puisque ̂  ne doit, pas être nulle en même temps que V pour 

χ = x. L'équation (18) à laquelle 011 vient d'arriver est donc ab-
surde, à moins que μ ne soit nulle. Ainsi l'équation F(r) ο ne 
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peut point avoir de racines imaginaires de la forme λ -j- μ \/ — ι. 
On remarquera que cette proposition a lieu , lors même que la 
fonction l ne serait pas constamment positive entre les limites χ et X, 
et que les constantes Λ et H ne seraient pas aussi toutes deux positives, 
comme on l a suppose, η* ι ; il faut seulement que g et k soient 
positives. 

IV. 

C'est à M. Poisson qu'est due la première démonstration générale et 
rigoureuse de la réalité des racines de ces équations transcendantes 
auxquelles on est conduit dans la résolution des problèmes de physique 
mathématique. Il l'a donnée d'abord dans le Bulletin de la Société 
philomathique pour l'année 1828, et l'a reproduite dans d'autres mé-
moires et dans sa Théorie de la Chaleur, page 178. 

Je crois devoir appliquer cette démonstration de M. Poisson à l'équa-
tion F(r) = ο dont il est ici question. On verra que celle du numéro 
précédent est au fond la même, et n'en diffère que par la forme. Je 
ferai voir en outre que la même équation F(r)=:o n'a pas de racines 
égales. Mais auparavant il faut établir les formules qui servent de base 
à ces démonstrations, et qui ont d'ailleurs un autre usage. 

Considérons r comme variable, en supposant que la fonction \(x, r) 
soit assujettie à vérifier seulement les deux équations (6) et (7) , 

ttie à vérifier seulement les de» 3.S ,d\\ 

et — AV = ο pour a? = x. (7) 

On n'a point égard ici à l'autre condition (8) qui doit servir à déter-
miner les valeurs de r. Attribuons à r une autre valeur r1, et désignons 
par V ce que devient la fonction V par le changement de r en r', nous 
aurons aussi 

(*£)“•* / a / / »\ 

et k ̂  — hV' = 0 pour χ = χ. (7') 

En multipliant l'équation (6) par V', l'équation (6'j par V, et re-
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tranchant, on a la suivante 

V d(k^r)- y'-d(ks) = (<—OSVVW* 

Son premier membre est la différentielle de l'expression .... 

^ %îx—est nu^e P°ur = χ en vertu des équa-

tions (7) et η). Donc en intégrant les deux membres de cette équa-
tion depuis x — x jusqu'à x=H, on aura 

(·—r')/*gVVWx = i(V^ -V'gjponr x=X. 44, 

Si l'on différence cette équation Q4) par rapporta l'indéterminée r 
qui entre dans Y et non dans V', on aura 

fjYY'dx + (r-r') JjV ~dx=k^ -V' pour x=X. 

En faisant dans cette dernière équation r'= r, Y' se change en V, 
et l'on obtient cette formule 

f
x
 S™* = k(

IrTr
-Y j£) pour *=X. , 15) 

On peut encore y arriver de la manière suivante, sans faire usage 
des équations (6') et (7'). 

En différentiant l'équation (6) 

Αδ^ + <βΓ-'>ν = ο· <6i 

par rapport à r, on a 

-±^ + (ër-l)~+8V = o 

En multipliant cette équation par V et l'autre (6) par puis retran-

chant , on obtient 

,V*r -£.*<.£) -v.rf.(.£> 
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Le second membre de cette équation est la différentielle de 

kl — j dadr)'
 e cette expression se réduit a zero pour.r = x; 

car on a k— riX — ο pour χ = χ, 

d'où l'on tire en différentiant, par rapport à /·, 

k -—ρ — η — = ο pour .r = χ , 

et de là résulte 

kKdx Jr-ydïdr)=° P°»r* = x, 

En intégrant donc l'équation qui précède entre les limites χ et X , 
on retrouvera la formule (i5). 

On en déduit encore, H étant une constante, 

f^gS'dx = HV)J -\4;(^H-HV)pourx=X.(.(,) 

Au surplus, les formules (:4) et (i5) sont comprises dans les for-
mules (9) et (4) de notre premier Mémoire (*), nos IV et V, dont elles 
se déduisent en y remplaçant l'indéterminée m par r, et prenant X 
pour la seconde limite de l'intégration. 

Supposons maintenant qu'on prenne pour r et /·' deux racines dif-
férentes de l'équation F(r) = o, c'est-à-dire deux valeurs telles 
qu'on ait 

k ~ 4- IIV = Ο, et k~ -4- HV' = ο pour jc = X . 

Alors le second membre de l'équation (1,4) sera nul, et cette equa-
tion deviendra 

£gYY'djr = o; (17) 

Mais si l'on prend pour r et r une seule et même racine de lequa-
tion F(r) = o, l'intégrale définie ^ gW'dx n'est plus nulle, car elle 

devient gVMdx, quantité essentiellement positive. D'après la for-
mule (16) on a alors 

■'*) Mémoire sur les Equations différentielles linéaires du second ordre. 
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fjVdx = - V.~(
k

Z +
 HV

) P
our x = X

- (·<» 

puisqu'on suppose que la valeur actuelle de r annulle k -f- HV pour 

χ = X. 
D'après M. Poisson, la réalité des racines de l'équation F(r) = ο 

résulte très simplement de la formule (17)· Supposons que cette 
équation F(r) = ο alt une racine imaginaire λ -f- μ \/—1. Si l'on 
prend r — λ + μ V7— ι > la fonction V qui vérifie les trois équations 
(6), (7) et (8), deviendra P + Q V7—1, Ρ et Q étant des quantités 
réelles dépendantes de χ, λ et g, qui ne seront pas nulles pour toutes 
les valeurs de χ depuis χ jusqua X. En effet, leurs valeurs pour l'une 
de ces limites, par exemple pour xz=x, sont arbitraires (si toutefois 
on ne doit pas avoir V =0 pour x = x); et d'ailleurs quand on fait 
/"=λ-{-ρ. V—ι et V = P-f-Qv/—1 dans les équations (6) et (7), 
elles se partagent en d'autres (qui sont les équations (g) et (10) dun'lll), 
qui doivent visiblement donner des valeurs de Ρ et de Q différentes 
de zéro pour des valeurs de χ croissantes à partir de x. Cela serait 
encore vrai, lors même qu'on supposerait V = ο pour χ = χ, atlendu 

quon ne peut pas avoir en meme temps ̂  = o. Ces remarques out 

déjà été faites au n° III. 
L'équation F(r)=o ajant pour racine λ-f-p y7—1 , il est aisé de 

voir, en changeant dans les formules V— 1 en— \ — 1. qu'elle au» a 
aussi pour racine 7 —μ f/—1, et en faisant r'= λ — μ \ —1 dans 
l'équation (&) du n° précédent, on aura V' = P — Q V—1. 

En mettant ces expressions de V et de V dans la formule ( 1 7), on 
trouvera 

/Ts(pa + Q'M* = 

ce qui est impossible, puisque g est une fonction positive de χ, et 
que Ρ et Q ne peuvent être nulles que pour des valeurs e àx particu-
lières. 

L'équation F(r) = ο ne peut donc pas avoir des racines imagi-
naires de la forme λ+ΜV— ι. 

INovembru i 830. âo 
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J'ajouterai qu'elle n'a pas de racines égales, c'est-à-dire qu'une 
même valeur de r ne peut pas réduire à zéro en même temps la fonc-

tion k ~ -f-HV et sa dérivée ̂  H" HV^, où l'on fait x=X; 

c'est ce qui résulte immédiatement de la formule (16). D'ailleurs cette 
proposition n'est qu'un cas particulier de celle qui est énoncée à la fin 
du η" XX du premier Mémoire. 

V. 

On peut encore s'assurer que l'équation F (r) = ο n'a point de 
racines imaginaires ni égales par une démonstration analogue à 
celle dont Laplace a fait usage dans le 6e chapitre du 2* livre de la 
Mécanique céleste pour prouver la réalité des racines d'une équation 
algébrique provenant de l'intégration d'un système d'équations dif-
férentielles linéaires. 

Soient ρ et q deux variables fonctions de χ et de t qui vérifient 
les équations suivantes : 

es ; r 

Sdi = —~Tx l(i 
(•9) A.T. 

S'dl= dx + lP 

kd~x ~ hp = ο, ~~ hq = ο, pour χ = χ 

k^~ -f- = 0, k ̂  -f- H q = 0, pour χ =X 
0°J 

On satisfait à ces équations en supposant 

ρ = V. cos. rt 
q = Y. sin. rt 

(21) 

les quantités V et r étant les mêmes que précédemment. 
En effet en substituant ces valeurs de ρ et de q dans les équations 

(19) et (20) on obtient les équations (6), (7) et (8) d'où résulte l'équa-
tion en r, F(r) = o. 

Supposons que cette équation puisse avoir une racine imaginaire 

λ -j- u V — 1 · Pour cette valeur de r, V se changera en 



PURES ET APPLIQUÉES. 39Î 

Ρ -f- Q V — 1 f et pour que les valeurs de p et de q ne cessent 
pas d'être réelles, on les modifiera de la manière suivante. 

On a d'après les formules (21): 

Ρ H~ ? V7— 1 = V. (cos. rt 4- V '— « sin. rt) = Y. ert^~l 

=(P-f-Q \/-1 )βίλ+#Ύ—'1 )lV—'=(P-f-Q\/-i)(cos.λί-f- V-1 siu./Q.e 

d'où l'on tire en séparant les parties réelles d'avec les imaginaires, 

ρ (P cos. ht— Q sin.Ai).e"#t<, , ν 
q = (P sin. λί-f-Q cos.xQ.e-"». 

Cette nouvelle expression de p est la demi-somme des deux valeurs 
de V. cos. rt qui répondent à r = Λ -f- Ρ- V — 1 et à r=r λ —μ V — ι, 
il en est de même pour q. On peut au surplus s'assurer par une vérifi-
cation directe que ces valeurs (22) satisfont aux équations (i9)et(2o). 
Car leur sub titution dans ces équations reproduit les équations (9), 
(10) et (11) dans lesquelles se transforment les équations (6), (7) et(8) 
quand on fait r = Λ + μ V 1 · 

Maintenant je multiplie les équations (19), la première par 2 pdx 
la seconde par 2qdx, et je trouve en ajoutant 

^es équations (ao). L’équation (23) se réduit donc à cel 

Intégrant les deux membres de cette équation par rapport à χ depuis 
χ srs χ jusqu'à x = X, j'obtiens 

Trf*+(k
d
£) -q.d. (kd

£)~]
 (2

ô} 

Mais l'intégrale dep.d. (* ( * ~£)
est k

{P% — 7^) 

expression qui est nulle , soit pour χ = χ, soit pour ·ζ· = X, à cause 
des équations (20). L'équation (23) se réduit, donc à celle-ci 

-jt · / S (P* ■+■ 1') dx — o· 

qui donne en intégrant par rapport à t 

Piï(p'+q')dx— constante. 
5o,. 



392 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
Je substitue maintenant dans cette équation les valeurs(a2) de ρ et dey, 
et je trouve 

e~'lf" f g (É'-J-Q*) dx = constante, 

résultat absurde, puisque l'intégrale définie qui multiplie ici l'expo-
nentielle e~~ne dépend pas de t et qu'elle ne peut pas être nulle, 
attendu que g est une quantité positive, et que d'ailleurs Ρ et Q ne 
peuvent pas être nulles pour toutes les valeurs de χ depuis χ jusqu'à X. 
On prouverait d'une manière semblable que l'équation F (r) s ο ne 
peut pas avoir de racines multiples. 

VI. 

Je vais maintenant faire voir que l'équation F(r) = o ne peut pas 
être vérifiée par une valeur de r négative ou nulle, si les fonctions k, 
g, l, et les constantes h, H, sont positives, comme on l'a supposé 
η* ï. 

En intégrant l'équation (6j par rapport à χ depuis x=x jusqu'à 
une valeur quelconque de x, on a 

kÇ
x
 — C -f- f*(-gr-\-l)Ydx. (24) 

La constante C est égale à la valeur de k — pour x = x. Si V ne 

doit pas être nulle pour x=x, on peut lui attribuer une valeur arbi-
traire, et supposer cette valeur positive; d'après l'équation (7) celle de 

~ pour x — x sera aussi positive ou nulle; et si V était nulle pour 

,r=x
> on prendrait toujours la valeur de pour x~x positive. 

Ainsi C est positive ou nulle dans l'équation (a4)· H résulte de cette 
équation que si l'on donne à r une valeur négative ou nulle 

doit être positive pour toutes les valeurs de χ croissantes depuis χ 
dx 
jusqu'à X. En effet, supposons, s'il est possible, qu'en faisant croître χ 

à partir de x, j- vienne à changer de signe en s'évanouissant une 

première fois pour χ — ξ. L'équation (24) donnera 
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ο = C 4- f[ C —gr+lfîdx. (2") 

Or ici C est positive ou nulle, et comme ̂  est positive pour toutes 

les valeurs de x moindres que £, V qui est positive ou nulle pour 
,r = x, prendra des valeurs croissantes et par conséquent positives, 
tandis que χ croîtra depuis χ jusqu'à ζ. Donc, si l'on suppose r 
négative ou nulle, les fonctions g et Ζ étant positives, l'intégrale 

//(-g' ■~\~l)\dx sera une quantité positive, et l'équation (25) sera 

impossible. 
Ainsi, quand on attribue à r une valeur négative ou nulle, — 

doit demeurer positive dans tout l'intervalle compris entre χ et X. 
Uonséquemment V est positive et croissante dans cet intervalle, et il 

s'ensuit, d'après l'équation (24), que la fonction positive k— est aussi 

croissante. La fonction k — + HV est donc encore positive et crois-

sante, et ne peut pas être nulle, lorsque λ· atteint la limite X, c'est-
à-dire que l'équation F(r)=o ne peut pas être vérifiée par une va-
leur de r négative, ni par r=o. 

On peut encore le démontrer de la manière suivante. 
On a, en multipliant l'équation (16) par \dx, puis intégrant de-

puis χ — χ, 
d(kl£)+ = ο. 

L'intégration par parties donne 

fy-dik%) = "■*£-/*(£)'<!*> 
de sorte que l'équation précédente devient 

AV
S =

 C
 + fl

 k

(£)
dx

+ fl(-S' +l)Vdx. ;,6! 

La constante C étant égale à la valeur de k\ ̂  pour x=.x, est 
positive ou nulle, d'après l'équation (7). 
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Si l'on fait r négative ou nulle, on voit que le second membre de 

cette equation aura une valeur positive et croissante avec χ, de sorte 

qu'ilne pourrapasdevenir nul; doncArV^, et conséquemment ni V, ni 

ne peut s évanouir quand on attribue a r une valeur negative ou 

nulle; V et restent donc positives, et l'on ne peut pas avoir 

k-f· HV = o pour χ—Χ., H étant positive. 

Si la fonction l n'était pas constamment positive entre les limites 
χ et X, mais que les fonctions k , g et les constantes h, H fussent tou-
jours positives, il serait possible que l'équation F(r) = o fût satisfaite 
par des valeurs de r négatives ou par r=o. Mais alors les racines né-
gatives de cette équation seraient en uombre limité, et toutes com-

prises entre ο et la plus grande valeur négative de - (c'est-à-dire la 

plus éloignée de zéro). Eu effet, si l'on attribue à r une valeur né-

gative qui surpasse numériquement -, la quantité —gr-f-/ sera cons 

tamment positive, et l'on reconnaîtra, en reprenant les démonstra-

tions précédentes, que les fonctions^ et V ne pourront point passer 

du positif au négatif pour aucune valeur de x. 
La plus petite racine de l'équation F(r) = υ serait r=o, si / était 

nulle, et si l'on supposait k^ — o pour χ — χ et pour a: = X; 

alors V serait égale à une constante. 
On peut encore démontrer les propositions de ce numéro à 

l'aide de la théorie exposée dans notre premier Mémoire. 

VII. 

L'équation F (r) = ο a une irifînité de racines positives. 
Cette proposition peut se déduire du n° XL du premier Mémoire. 

Mais nous préférons la démontrer directement de la manière suivante. 
Soient k' et η des constantes positives telles qu'on ait pour chaque 

valeur de χ comprise entre χ et X 
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k < k' et gr — / > k'n'. 

Posons l'équation différentielle 

44-) 
-dx- '17 

qui se réduit à 
g; + «-v = o. 

Elle a po*ur intégrale V' = Csin.(/<.x -f- c). 
On peut prendre la constante arbitraire c telle qu'on ait 

R.dX' dV 
-ψ- — -ψ- pour χ = χ , 

ou bien V'= o, si V est nulle pour χ = χ. 
Cela posé, il résulte du théorème du n° XII du premier Mémoire 

nue Ja fonction V doit s'évanouir et changer de signe entre les li-
mites χ et X au moins autant de fois que V', et en outre d'après le 
n° XVI deux valeurs de χ consécutives qui annullent V' doivent tou-
jours comprendre au moins une valeur de χ qui annulle V. Mais V' 
s'annulle pour une suite de valeurs de χ équidifférentes dont la dif-

férence constante est Donc V doit s'évanouir entre χ et X au moins 

autant de fois que l'intervalle X—χ contient ^ ou autant de fois 

qu'il y a d'unités entières dans . Or on peut rendre ce nom-
bre plus grand que tout nombre donné, en faisant croître r indéfini-
ment ; car on peut prendre η aussi grand qu'on voudra, et remplir 
toujours la condition gr— l > k'n*, en attribuant à r des valeurs 
positives suffisamment grandes. 

Concevons maintenant que r croisse par degrés insensibles depuis o 
jusqu'à une valeur R; la fonction gr — l croîtra en même temps que 
r. Si l'on suppose toujours que, quelle que soit r, on ait 

k^—h\ = o pour .r = χ, 
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l ce qui revient à —ψ- = h J et si l'on observe que , quand r=o , 

V ne s évanouit pas entre les limites χ et X, on conclura de la deuxième 
partie du théorème du n° XII, en y remplaçant le paramètre m par r, 
que le nombre des valeurs de r comprises entre ο et R qui annullent 
la fonction V(X, r) est égal au nombre i des valeurs de χ qui annullent 
V( x, R) entre les limites χ et X. Il résulte ensuite du η* XX du 
même mémoire que le nombre des valeurs de r comprises entre ο et R 
qui satisfont à l'équation F (r) = o, c'est-à-dire qui annullent la fonc-

tion k — + HV où l'on fait χ = X est égal à / ou à / —{— ι , selon 

f 
que la fonction ^ est positive ou négative pour x=X et 

; = R, sa valeur pour χ — Xet r=o étant positive, comme on l'a vu 
plus haut n° V. 

L'équation F(r)=o a doncune infinité de racines positives, puisque 
/augmente jusqu'à l'infini, quand on prend la quantité R de plus en 
plus grande. 

VIII. 

Nous désignerons par ρ,, p., p
g

, etc. les différentes racines de l'é-
quation F(r) = ο rangées par ordre de grandeur en commençant par 
les plus petites. Pour chacune de ces valeurs de r, les trois équations 
(6), (7) , (8) sont vérifiées en même temps. Nous représenterons géné-
ralement par V, la fonction V correspondante à la racine ρ, : elle ren-
ferme implicitement comme facteur une constante arbitraire. 

On a supposé n° II, «=Ve- r t pour satisfaire aux trois équations (1), 
2), (3). On a donc maintenant une infinité de solutions particulières 

de cette forme; savoir 
points do la h.inc sont exprimées pai 

et eu général, 
u = Υ,β~('1. (ιη) 

Cette valeur (27) de u qui vérifie les équations (1), (2), (3) satisfera 
en outre à l'équation (,\) si les températures initiales des différents 
points de la barre sont exprimées par la fonction V,. Alors la formule 
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{2j) remplit toutes les conditions du problème : les températures va-
riables de tous les points de la barre sont à chaque instant proportion-
nelles à leurs valeurs initiales ; et si l'on conçoit que le temps croisse 
par intervalles égaux, les valeurs numériques de ces températures dé-
croissent comme les puissances successives d'une même fraction dont 
le logarithme pris positivement est proportionnel à p;; de sorte qu'elles 
s'approchent de zéro d'autant plus rapidement que la racine est plus 
grande. Nous allons faire connaître les principales propriétés qui dis-
tinguent ces différents états simples représentés par les formules (27) 
où les températures variables sont exprimées par un seul terme. Ces 
propriétés ne sont autres que celles des fonctions V,, V,,.. . V,·,. .. 
et se déduisent de la théorie exposée dans notre premier mémoire. 

IX. 

En considérant r comme variable, nous supposerons toujours, 
comme dans les η"' \ I et "VII, que la fonction V(.r, r) qui satisfait ; 
l'équation 

dV \ 
—4- (gr-l)\ =ο 

remplit la condition 

λ — — Λν = ο pour χ—χ. 

-h ( V¿¿ 
Cela posé, la quantité — étant positive pour χ == X e; 

r=o, comme on l'a vu n° VI, on conclut du théorème du n° XX 

du premier Mémoire, que les deux fonctions V et k — -f- H"V oû l'on 

fait ar=X doivent s'évanouir et changer de signe alternativement 

pour des valeurs croissantes de r, et que c'est + HV qui s éva-
nouit la première. 

Ainsi, V(X, r) qui est positive quand r = o, demeure positive 
tandis que r croit depuis ο jusqu'à p,; elle change de signe une fois 
et devient négative pour une valeur de /· comprime entre p, et elle 

Wi.T.Mlir.I- I si' 5) 
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s'évanouit une seconde fois pour redevenir positive quand x croît de-
puis f, jusqu'à f3) et ainsi de suite. 

De là et du n° XII du premier Me'moire on conclut encore les 
propriétés suivantes : V, ne change pas de signe ou demeure positive 
entre les limites χ et X (comme Y(x, r) quand r=o). V, change de 
signe une fois pour une valeur de χ comprise entre ces limites. 
V3

 change de signe deux fois entre les mêmes limites, et en ge'néral 
V, change de signe i—ι fois entre χ et X. 

Si l'on devait avoir V = ο pour x=X au lieu de -f* HV=o 

(ce qui revient à supposer H infinie dans l'équation (8), V; s'éva-
nouirait toujours pour i—ι valeurs de χ plus grandes que x, en comp-
tant X parmi ces valeurs. Et si l'on avait V = o pour x=x, au lieu de 

k — h\ = o, V/ s'évanouirait encore pour i— ι valeurs de χ plus 

grandes que χ ; X pouvant être encore la plus grande de ces valeurs. 

X 

D'après les η05 XVI et XVII du premier Mémoire, la valeur de χ 
unique qui annulle V, est comprise entre les deux valeurs de χ qui 
annullent V

3
 ; chaque valeur de χ qui annulle V3

 tombe seule entre 
deux des trois valeurs qui annullent V^; en général, les deux fonctions 
V/et V

)+I
 correspondantes à deux racines consécutives p,, fi+, de l'é-

quation F(r) = o, s'évanouissent l'une après l'autre alternativement, 
tandis que χ croît depuis χ jusqu'à X, et c'est VJ+I qui s'annulle la 
première. Il en sera de même si l'on a V=opour x=x, pourvu qu'on 
11e compte pas χ parmi les valeurs de χ qui annullent Vj et V,+, 

Si l'on compare les deux fonctions correspondantes à deux racines 
de rangs quelconques f, et p

i+ Λ
, la nUm' valeur de or à partir de χ qui 

annulle Yjest plus grande que la nlm' valeur de χ qui annulle Υί+Δ , 
et plus petite que la valeur de χ qui annulle V;+a dont le rang à 
partir de χ est marqué par n-f-Δ. 

D'après les η·® XVI et XVIII du premier Mémoire, deux valeurs 
de χ consécutives qui annulleut V, comprennent toujours au moins 
une valeur de χ qui annulle Vî+δ. Si l'on considère deux valeurs de 



PURES ET APPLIQUÉES. 3Q9 

x quelconques rt et b entre χ et Χ (a pouvant être égale à χ et b à X), 
ν,+ Δ

 ne peut s'évanouir entre les limites a et b qu'une fois de moins 
que V, ; Vî+δ s'évanouit entre a et b au plus Δ fois de plus que V,·. 
et entre deux valeurs de χ consécutives qui annullent V, il ne peut 
exister plus de Δ valeurs de χ qui annullent V,-+a· 

A ces propositions il faut ajouter les remarques énoncées à la fin du 
η* XVIII, en y remplaçant V' par V/ et Vr/ par V;+a· 

D'après une observation générale que nous avons faite n* XLIII de 
notre premier mémoire, on peut encore à l'aide des théorèmes des 
nos XII, XVI, XVII et XVIII, comparer les changements de signe 
qu'éprouve la fonction V

f
 dans l'intervalle compris entre a et b, avec 

ceux qu'éprouve la même fonction V
;
, ou une autre V„ correspon-

dante à une autre racine dans un second intervalle égal au premier 
b — a, et compris entre deux autres valeurs de χ, a' et b'. 

Par exemple, si a et b sont deux valeurs de χ consécutives qui an-
nullent Vj, et si en superposant les deux intervalles égaux b-a et b'-a' 
on trouve que les valeurs de la fonction gft— l dans le premier inter-
valle sont plus petites que les valeurs correspondantes de g/>

t
— /oude 

gf
a
— l dans le second, et que celles de k sont au contraire plus grandes 

dans le premier que dans le second, on sera certain que V; ou V„ 
change de signe au moins une fois dans ce second intervalle, V; ou 
V

e
 pouvant d'ailleurs être nulle pour x=.a ou x^=b'. 

XI. 

Soit ρ une quantité constante ou une fonction de χ telle qu'on ait 
pour toutes les valeurs de χ depuis χ jusqu'à X 

(gpt — l) k p1 — k ̂  > o. (28) 

On aura aussi à fortiori 

(gPi+i. — l)k + p% — A> o. 

Xous allons comparer les valeurs de χ qui annullent les deux fonctions 
5t.. 
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^ C~Jx 1 et ^ -{-^Vh-δ qu'on obtient en faisant r — p, 

et r = ρ,+Δ
 dans l'expression A ̂  -}· p\. 

Quelle que soit la racine de l'équation F(r) = o qu'on substitue 
V 

à la place de rdans — , cette quantité a toujours une valeur 

constante A -f-ρ pour χ =x, et une autre valeur constante — H + p 
pour x — "\, en vertu des équations (7) et (8). Si l'on fait croître r 
d'une manière continue depuis p, jusqu'à ρ;+Δ

 en supposant toujours 
d.l

 k — +pV 
~ = h pour x — x, la fonction— où l'on fait x= X va-

riera , et comme elle a pour r=zp, et pour Γ=ρ;+Δ une seule et 
même valeur — H-f-/?, et conséquemment le même signe, on en 
conclut d'après le théorème du η* XX du premier mémoire, que r 

croissant depuis j usqu'à ρ
ί+Δ>

 la fonction A ̂  +pVoù l'on fait jt=\ 

doit s'évanouir et change de signe le même nombre de fois que V (X, r), 
c'est-à-dire δ fois. 11 s'ensuit, d'après le η" XXVI, que la fonction 

A —-j-—U ρλ ί+
Λ
 s'évanouit entre les limites χ et Χ, Δ fois de plus que 

A P^i ι '■ d'ailleurs chacune change toujours de signe en seva-
nouissant. 

XII. 

Cela posé, on peut appliquer à ces deux fonctions les propositions 
énoncées dans le η" XXIX du premier Mémoire, en remplaçant dans 
ce numéro 

K's'+pV par K'%, + pV" par . 

et le nombre £ par Δ. 

Ainsi deux valeurs de χ consécutives qui annullent A-^—' compren-

nent toujours au moins une valeur de χ qui annulle A '^Δ -ρ-ρΥ
ι+Δ 
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et deux valeurs de χ consécutives qui aunullent k —-|- pV,
+ Δ 

ne peuvent pas comprendre plus d'une valeur de χ qui annulle 

LA I i VI\4 UHV A V ■ ^ i / 

La nimt valeur de χ à partir de χ qui annulle k -f· pV, est plus 

grande que la valeur de .rqui annulle k—-f-pV.
 + Λ

 et plus 

petite qu'une autre valeur de χ qui annulle k—ρΥ
;+Δ t

}'
nn 

rang marqué par π-(-Δ (à partir de x). En faisant en particulier Δ=ι 

on voit que les deux fonctions k ~i~pYi + i et k 

s'évanouissent l'une après l'autre alternativement, tandis que .r croît 
depuis χ jusqu'à X;. 

Si l'on prend entre χ et X des valeurs a et b, ρ\·+·> 

ne peut s'évanouir qu'une fois de moins que k ̂  -j-pV, entre ces li-

mites a et b et s'évanouit au plus Δ fois de plus que K^-+pV . 

Conséquemment entre deux valeurs de χ consécutives α et C qui an-

nullent k-j^-+-pVn il ne peut exister plus de Δ valeurs de χ qui 

annullent k —^—bpV Il faut joindre à ces propositions tirées 

du n° XXIX les remarques qui terminent ce numéro. 

D'après le n° XXXII, la fonction k~^
p

Y
(
 doit changer de signe 

une fois ou un nombre impair de fois dans l'intervalle compris entre 
deux valeurs de χ consécutives qui annullent V,, elle ne peut pas 
s'évanouir sans changer de signe si la condition (28) est toujours 
remplie. 

T1 font i A 
De plus si la quantité ψ- est positive pour une certaine 

valeur de x, k pV, changera de signe une fois ou un nombre 
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impair de fois dans l'intervalle compris entre cette valeur de χ et celle 

immédiatement supérieure qui annulle V
f
 ; et k pV, ne chan-

gera pas de signe ou en changera un nombre pair de fois dans l'in-
tervalle compris entre la même valeur de χ et celle immédiatement 

ldVi_L. ν 
inférieure qui annulle V

(
. L'inverse aura lieu, si — est né-

gative pour la valeur de χ que l'on considère. 

XIII. 

Supposons actuellement que ρ soit une quantité constante ou une 
fonction de χ qui décroisse continuellement, tandis que χ croit depuis 
χ jusqu'à X et qui remplisse toujours la condition 

(ëfi
 _ l)k + p> - k

d
£ > o. (28) 

11 peut se faire que quelques-unes des fonctions gp
t
— l, gp>

%
— l,... 

g fi — /, etc., changent de signe entre les limites χ et X. Mais poui 

toutes les valeurs de r supérieures à la plus grande valeur de -, gr— 1 
§ 

sera constamment positive entre ces limites. Soit ρ,+Δ l'une de ces 

valeurs de r. Alors la fonction k—— hpVi+Λ jouira des pro-

priétés énoncées dans le n° XXXI du premier Mémoire. Ainsi elle s'é-
vanouira entre les limites χ et X, autant de fois que V; +

Δ
 ou une fois de 

plus, ou une fois de moins, c'est-à-dire un nombre de fois marqué par 
ί+Δ—ι ou /-+-Δ ou λ+Δ·—2, selon que les valeurs h-\-pet — H-f-p de 
k pVi + z 

« pour x = x et pour x=X seront toutes deux 

de même signe, ou la première positive et la seconde négative; 
ou enfin la première négative et la seconde positive. En outre, 
d'après le même n° XXXI ces deux fonctions doivent s'évanouir 
l'une après l'autre alternativement quand χ croit depuis χ jusqu'à X, 
et suivant l'ordre indiqué dans ce numéro. 
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Considérons maintenant la fonction k -f- pV,. Elle s'évanouit 

toujours Δ fois de moins qne k·—^—- + pV,
 + i

 entre χ et X, 

pourvu que la condition (28). soit toujours vérifiée. Donc les valeurs 
Dwi DV¿ 

de pour χ =s χ et pour χ = X étant les mêmes que 

dV; i-4-ù *+• A 

celles de —^ savoir h ρ et — H -}-/>, on voit que 

cette fonction K~ -f- pY
t
 doit s'évanouir un nombre de fois mar-

qué par i— 1 ou i ou i— 2, selon que ces valeurs h-\-p et — H-j-y? 
Z dVi i V te — p\T, 

de — pour χ = χ et χ s= X seront toutes deux de même 
signe ou la première positive et Ja seconde négative, ou enfin 
la première ne'gative et la seconde positive. 

Dans le premier cas, où les deux fonctions V, et k + pY, s'é-

vanouissent le même nombre de fois i — 1 entre χ et X, je dis qu'elles 
doivent s'évanouir l'une après l'autre alternativement pour des va-

leurs de χ croissantes, et que c'est k~ -f- pY, ou V, qui s'annulle 
la première selon que les valeurs h -+· ρ et — H -f· ρ pour χ = χ 
et Λ· = Χ sont toutes deux positives ou toutes deux ^négatives. 

Car d'après le n° XXXII, K-jp ■+■ pY, doit changer de signe au 
moins une fois dans l'intervalle compris entre deux valeurs de χ 
consécutives qui annullent V, et de plus A ^-'-hpV, doit changer de 
signe au moins une fois entre χ et la plus petite valeur de χ qui 
annulle Vj, si h -+· ρ est positive pour χ = χ, ou bien une fois 
au moins entre X et la plus grande valeur de χ qui annulle 
V, si — H -f-ρ est négative pour χ = X. Donc ces deux fonctions 
devant s'évanouir le même nombre de foist'—-me peuvent s'ao-
nuller que l'une après l'autre alternativement. 
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On voit de même que si A -f- ρ est positive pour ar:=x et —H-f-p 

négative pour χ = X , les deux fonctions V, et λ -f- p\t 

s'évanouiront encore l'une après l'autre alternativement, et que 
ti V A -f- p\i qui doit s'évanouir une fois de plus que Vj, deviendra 

nulle la première. Enfin si A -f- ρ pour χ = χ est négative et — H-f-ρ 
pour χ — X positive , les deux mêmes fonctions s'évanouiront 
encore l'une après l'autre tour à tour, V, deviendra nulle la première 

et le sera une fois de plus que k -f- pV,. 

Ces propriétés ont lieu pourvu qu'on ait constamment depuis 
χ jusqu'à X, 

(gfi -OH■ P'~ kdi> ° (ρ·8; 

et que ρ ne croisse pas, tandis que χ augmente. 
Cette condition (28) sera remplie, si la fonction gf

t

—Ζ reste 
positive entre les limites χ et X; alors on peut ajouter à ce qui 

mire les ln r\r 
pi'écèdeque ψ décroîtra continuellement tandis que χ croî-

tra depuis une valeur quelconque jusqu'à celle immédiatement su-
périeure qui annulle \

t
. Enfin d'après le η" XXXIII, gj>

t
—Ζ étant 

toujours positive, si l'on prend successivement pour ρ des valeurs 
constantes croissantes depuis— oc jusqu'à +® ou des fonctions de 
χ de plus en plus grandes qui décroissent tandis que χ croît depuis 
χ jusqu'à X, chaque valeur de χ qui annulle A -f- pV

;
 aug-

mentera en même temps que p, sans cesser d'être seule comprise 
entre deux valeurs de χ consécutives qui annullent V

;
; celles-ci ré-

poudent à ρ = rfc 00 . 
XIV. 

Les valeurs de χ qui annullent ~ répondent à p=o. Quand ou 

fait ρ=ο, la condition (28) se réduit à gf, — Ζ > o. Alors, d'après le 
η* XXV et aussi d'après le n° XXX du 1" mémoire, pour chaque 
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annuité , -y— passe toujours du positif au négatif, et V, devient 

maximum, abstraction faite de son signe. V
(
 n'a pas de minimum. En 

outre, comme a une valeur positive +h pour χ — χ et une va-
» i 

leur négative —H pour = X (aucune des constantes h, H n'étant 
nulle ou infinie) on conclut du n° XXXI que lorsque χ croît depuis 

jusqu'à X , les deux fonctions Vf et doivent s'évanouir en chan-

géant de signe l'une après l'autre alternativement; ' devient nulle 

la première et s'évanouit i fois, c'est-à-dire, une fois de plus que V,, 
ainsi V, passe tour à tour d'un maximum à zéro, puis de zéro à un autre 
maximum de signe contraire au précédent, puis change de signe de nou-

,dV
t 

veau, et ainsi de suite, sans avoir de minimum. De plus, —— décroît 
toujours, quand χ croît. 

La fonction V;+A jouit de ces propriétés en même temps que V,. 
On peut d'ailleurs, d'après le n° XXIX où l'on fera p = o, comparer 

les valeurs de χ qui annullent et —~ et pour lesquelles V, et 

V, +λ deviennent des maxima. On voit ainsi qu'entre deux maxima 
consécutifs de Vf il y a toujours au moins un maximum de V,+i Ci 
entre deux maxima consécutifs de V, +

 Δ
 il ne peut exister plus d'un 

maximum de Vf. Le ri""' maximum de Vf tombe toujours entre les 
deux maxima de ν,+

Δ
 dont les rangs sont π et H -f- Δ à partir de χ ; 

de sorte que si Δ ■== ι, les deux fonctions Vf et V,
+i

 atteignent leurs 
maxima l'une après l'antre tour à tour. Entre deux limites a et b, 
V, + a ne peut avoir qu'un maximum de moins que V, et au plus Δ 
maxima de plus que V, : et conséquemment entre deux maxima con-
sécutifs de Vf il ne peut exister plus de Δ maxima de ν,·+

Δ
. Voyez 

la fin du η* XAIX. 
On peut, dans ce oui précède, supposer en particulier i~. ι , a 

S,... On en conclut que si la fonction gf, — l est positive pour 
toutes les valeurs de χ comprises entre χ etX, V, qui ne s'évanouit 
pas entre ces limites a un maximum unique dans leur intervalle. 

iSoïEMIUF. l83(i. 52 
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Si g p.—i est constamment positive entre χ et A, V, a deux valeurs 
maxima entre lesquelles elle s'annulle. Et si gp,— l est aussi positive 
en même temps que gp

a
— l, le maximum unique de V, se trouvera 

entre les deux maxima de V,. 
Si gpj—l est positive entre χ et Χ, V, qui change deux fois de signe 

entre ces limites aura trois valeurs maxima tour à tour positives et 
negatives. 

Si gp, — l est aussi positive entre χ et X, chaque maximum de V, 
se trouve placé entre deux maxima consécutifs de Vs, et si gp, — l est 
aussi positive , le maximum unique de V, tombera entre le premier et 
le troisième maximum de Vs. 

Il en sera de même des fonctions V4, Vs , etc. 
Ce qui précède fait connaître à peu près la forme des courbes qui 

représentent ces différentes fonctions V„ V„V3. . . dans l'intervalle 
de χ à X. 

Nous pourrions encore considérer les points d'inflexion de ces 

courbes qui sont donnés par l'équation laquelle à cause de 

l'équation (8) est la même que la suivante 

hd\t k (gft —l) ΛΤ 

Vi . *frn-l 

En supposant, dans tout ce qui précède, p — > si la condi-

tion (28) était satisfaite, on pourrait connaître le nombre de ces points 
d'inflexion sur chaque courbe et les comparer sous le rapport de leurs 
positions respectives sur la même courbe ou sur des courbes différentes, 
soit entre eux, soit avec les points d'intersection de ces courbes avec 
l axe des χ et les points maxima. Mais ces détails deviendraient trop 
longs et auraient peu d'intérêt. Il vaudra mieux ne s'occuper des points 
d'inflexion que dans chaque problème particulier ou les fonctions g, 
k , l auront des expressions connues. 
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XV. 

Les valeurs des racines de l'équation F(r) = 0 dépe ndent de celle 
des constantes A et H et des fonctions g, l et k et varient en même 
temps que ces diverses quantités. 

En supposant constante la valeur h de —ψ- pour x = x, si l'on 

attribue successivement à H des valeurs positives de plus en plus 
grandes depuis zéro jusqu'à l'infini, les racines de l'équation F (r)=o, 

c'est-à-dire les valeurs de r qui annullent la fonction k^ -f- HV ou 

l'on fait χ — X, augmenteront toutes à la fois en convergeant vers 
celles qui annullent V (X, r), d'après le n° XXI du premier mémoire. 
En même temps la fonction gp,— l devenant plus grande, les valeurs 
de χ qui annullent chaque fonction V

;
 deviendront plus petites, de 

sorte que les points de la barre pour lesquels cette fonction V, est 
nulle, s'éloignent tous de l'extrémité de la barre correspondante 
à l'abscisse X, où le pouvoir émissif devient plus grand. 

D'après le n° XXVI les valeurs de .r qui annullent la fonction 

k, + nVj doivent aussi diminuer , si l'on a 

(gr> —l)k + p% — * % > o. (28) 

On en conclut en faisant ρ = 0 que, si l'on a gf>
t
— / > o, les valeurs 

de χ qui rendent V
f
 maximum deviendront aussi plus petites, de 

sorte que les maxima de V
(
 s'éloigneront de l'extrémité de l'abscisse X. 

Si l'on donne à l'autre constante h des valeurs positives de plus 
en plus grandes, sans faire varier H, les racines de l'équation 
F(r) — ο comme aussi celles de l'équation V (X, r) = ο augmen-
teront toutes à la fois, d'après le ηβ XXII du premier mémoire, 
et en même temps d'après le η" XXVIII, les valeurs de χ qui an-
nullent chaque fonction V/ deviendront plus grandes, de même que 

5 z. 
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celles qui annullent ks' condition (28) est remplie. 

En particulier si l'on a gf
t
— l > et, les maxima de V, s'éloigneront 

de l'extrémité de l'abscisse x. 
Au surplus, le cas où A augmente ne diffère pas réellement de 

celui où H augmente, puisque A et H mesurent la grandeur du 
rayonnement aux deux extrémités de la barre; ainsi ce qu'on a dit 
pour l'un de ces cas peut s'appliquer à l'autre, par une simple 
inversion. 

Si H et h prennent ensemble des valeurs plus grandes, les racines 
f>, de l'équation F (r) = ο augmenteront plus que si une seule de 
ces quantités H, A augmentait; mais alors on ne peut pas décider 
en général si une valeur de χ qui annulle V, doit devenir plus 
grande ou plus petite, car elle deviendrait plus petite, si H seule 
augmentait, et plus grande si A seule augmentait. 

Si A augmente et si H diminue, on ne peut pas dire en général 
si une racine de l'équation F(r) = ο doit devenir plus grande 
ou plus petite, car p, deviendrait plus grande si A seule augmentait 
et plus petite si H seule diminuait. Mais ces deux causes réunies feront 
croître les valeurs de χ qui annullent V

f
, comme aussi celles qui an-

nullent k -f- pV, si la condition (28) est remplie, et celles qui 

rendent V, maximum si l'on a gp, — / > o. 
Ces valeurs de χ deviendront au contraire plus petites, si A di-

minue et si H augmente, sans qu'on puisse décider dans quel sens 
variera la racine p(. 

XVI. 

En donnant à A et à H des valeurs constantes, supposons qu'on 
remplace la fonction que k représente par une autre fonction k' 
qui pour chaque valeur de χ soit plus petite que la première k ou 
au moins égale à A, et les fonctions g, l par d'autres g', l' telles 
que g'r — /' soit plus grande que gr — l, ou au moins égale, pour 
chaque valeur de r comprise entre certaines limites. 

Supposons qu'après ces changements de fonctions la racine p, de 
l'équation F(r) = ο dont le rang est i devienne p'( et que la fonc-
tion correspondante V

;
 soit changée en V,'. 
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Il résulte du n° XXIII du premier mémoire que les nouvelles 
racines c'

t
 seront plus petites que les premières p,, pourvu qu'elles 

satisfassent comme les premières à la condition g'r—ΐ > ou — gr—/ ; 
mais on ne saura pas si la nouvelle fonction V,' s'annullera pour 
des valeurs de χ plus petites ou plus grandes que celles qui annullent 
V,; car d'après le théorème du n° XII, V/ s'annullerait pour des 
valeurs plus petites, si la racine p', n'était pas plus petite que p,, 
puisqu'on aurait g'p', — l' > gp

t
 — l et k' < k; mais d'un autre 

côté, les valeurs de χ qui annullent V', deviennent d'autant plus 
grandes, que p'f est plus petite. 

Si l'on prend de nouvelles fonctions g', V et k' telles qu'on ait 

g'r — ï^ gr — / et k' > k on ne peut plus dire si la racine p', 

qui remplacera p, sera plus petite ou plus grande que p,; car p, 

serait < pi, si l'on avait seulement g'r — gr— l et k' ~ k, et 

f'i serait >· p, si k seule était changée en k' > k et que g' el V 
fussent les mêmes que g et l. 

Si pour chaque valeur de χ on a g' p,' — l ̂  gp
;
 — 1 et k' ̂  k , 

les valeurs de χ qui annulleront V', seront plus petites que celles 
de même rang à partir de χ qui annullent Y,; elles seront au 

contraire plus grandes si l'on a g'p', — l' ̂  gf, — / et k' ^ k. 

Pareillement si les deux fonctions gf, — Ζ et g'p', — l' sont po-
sitives, selon qu'on aura pour chaque valeur de χ, 

g'f'i ~ l'= ëf> - l et k'<k. 

on bien g'p', — /' gp, — l et k' A , 

les valeurs de χ correspondantes aux maxima de V', seront plus petites 
ou plus grandes que celles de même rang à partir de χ qui répon-
dent aux maxima de V,. 

XVII. 

Jusqu'ici nous n'avons considéré que les valeurs particulières de 
la fonction u données par la formule u = V, e~fa (27) qui sa-
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tisfait à toutes les équations du problème (i), (a), (3) et (4), 
lorsque la fonction f(x) qui représente les températures initiales 
des points de la barre est la même que V,·; V, contenant implicitement 
comme facteur une constante arbitraire. Si f(x) n'est égale à aucune 
des fonctions V,, V,, Y

a
,.. . on formera l'expression générale de 

u en faisant la somme de toutes les valeurs particulières (27) après 
les avoir multipliées par des constantes arbitraires C,, C,, C

3
, C„ etc., 

de sorte qu'on aura 

u = C.V.e t"1 -h C,V
a
e f'1 -f- .. -f- Q V

f
e + etc. (29) 

Cette expression de u satisfait aux trois équations (1), (2), (3) puis-
que chacun de ses termes y satisfait séparément. II reste à remplir 
la condition 

u = f(x) pour 1 = 0. (4) 
Il faut donc qu'en faisant t— ο dans l'équation (29) on ait pour 
toutes les valeurs de χ depuis χ jusqu'à X 

J(x) = ' ~f~ C» V, -f- . . + C, V; -f- etc. (3o) 

c'est-à-dire qu'il s'agit d'exprimer dans l'intervalle de χ à X la 
fonction arbitraire f{pc) par une série de fonctions assujetties à 
vérifier les trois équations (6), (7), (8) et qui diffèrent les unes des 
autres par les valeurs ρ, p.. .ρ

(
.. du paramètre r tirées de l'équation 

transcendante F (r) = o. En admettant la possibilité de ce dévelop-
pement , on détermine chaque coefficient C, par le procédé connu que 
nous allons rappeler. 

Multiplions les deux membres de l'équation (3o) par gY fix, puis 
intégrons-les entre les limites χ etX; nous aurons 

f gVi f (-r) =C,gY, Vidx-+- C
t

J^ gY> Y fix ■+■... 

-f- gYj* dx -f- etc. (3i) 

Or, d'après la formule (17) toutes les intégrales qui dans le second 
membre de cette équation sont multipliées par les coefficients 
C, C,... autres que C, sont nulles. Celle qui est multipliée par Cj 
est évidemment une quantité positive. Si l'on suppose connue l'ex-
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pression de V en fonction de χ et de r qui satisfait aux deux 
equations (1) et (2) ,

m

 en considérant r comme indéterminée, 

cette intégrale g\'doc sera d'après la formule ( 18) égale à la valeur 

de l'expression — ^ H V ^ où l'on fera .r = X et r — fi-

En désignant pour abréger, cette quantité par R
£
, 011 tirera donc de 

l'équation (3i) 

0
 /1 gVi f {*) dx (52) 
_ R. 

et en mettant cette valeur de C, dans les formules (29) et (3o) qu'on 
peut écrire ainsi : 

t=CO 
u — Q Vje-'1' f{x) ■ = Σ. QV, 

elles deviendront 

u = Σ . J
 %

 R; (33) 

Ö i=oc 

On arrive aux mêmes résultats par la méthode générale dont 
M. Poisson a fait usage depuis long-temps dans un grand nombre 
de problèmes et en particulier dans celui qui nous occupe. ( Théorie 
de la chaleur, pages 261 —264. ) 

On n'a point encore démontré, lorsque les fonctions positives g, k, t, 
sont quelconques, la possibilité d'exprimer une fonction arbitraire/\x) 
par une série convergente de la forme C^V.+C.V.-f-etc. (3o). Fourier et 
d'autres géomètres semblent avoir méconnu l'importance et la difficulté 
de ce problème qu'ils ont confondu avec celui de déterminer les coeffi-
cients Q. M. Liouville a résolu une partie de la question en démontrant 
par une méthode très ingénieuse (n° de juillet de son journal) , que la 
somme de la série (34), si cette série est convergente, ne peut qu'être 
égale à fix), pour toutes les valeurs àeoc comprises entre χ et X. Dans 
le numéro suivant, nous admettrons provisoirement l'intégrale (33) qui 
est fondée sur la formule (34), pour en déduire quelques conséquences. 
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XVIII. 

On voit qu'à mesure que le temps t augmente, tous les termes de 
la série (53) tendent vers zéro, avec des vitesses inégales, de sorte 
qu'après un certain temps, la température variable u de chaque point 
de la barre finit par se réduire sensiblement à zéro, c'est-à-dire à la 
température fixe du milieu où la barre est placée. Mais avant que la 
valeur de u soit nulle , il y aura une époque où la série (53) se réduira 
à très peu près à son premier terme correspondant à la plus petite ra-
cine p, de l'équation F(r) = o, en sorte qu'on aura sensiblement 

g\J 
C, désignant la quantité 

/"
χ

 ëVif^x)dx 

j ήΛ',(Ιχ 

En faisant abstraction du coefficient constant C,, on voit que cet 
rtat final des températures ne dépend point de leur distribution ini-
tiale représentée pai' f{x) qui n'influe que sur la valeur de la cons-
tante U, : il se confond avec le premier des états simples que nous 
avons considérés précédemment. Par conséquent, après un certain 
temps plus ou moins long, les températures de tous les points de la 
barre, quel que soit leur état initial, seront supérieures à la tempé-
rature fixe du milieu, si la valeur de C, est positive, ou lui seront in-
férieures, si C, est négative. En outre, si la fonction <,q>,— l est 
positive pour toutes les valeurs de χ depuis χ jusqu'à X , ces tempéra-
tures finales, abstraction faite de leur signe quand elles seront 
négatives , ne présenteront qu'un seul maximum, c'est-à-dire qu'elles 
seront croissantes depuis une extrémité de la barre jusqu'à un certain 
point, puis décroissantes depuis ce point jusqu'à l'autre extrémité; et 

si l'une des équations (2), (3) se réduit à ^ = ο pour l'une des ex-

trémités, ces températures finales iront en croissant ou décroissant 
depuis cette extrémité jusqu'à l'autre. Ces propriétés n'ont pas lieu 
dans l'état initial, puisque la fonction f{x) est arbitraire. 

Elles supposent toutefois que la valeur de la constante C, qui dépend 
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de cette fonction f(x) n'est pas nulle. Or C, devient nulle, dans le cas 

où f(x) remplit la condition J* g\
t
f(x)dx = o. Alors si l'on n'a 

pas en même temps J" gV
a

f(x)dxz=zo, les températures finales se-

ront exprimées par le second terme C,V
s
e~P'' de la série (35), la va-

t étant 
leur de C,étant x

 χ . Dans cet état final, les températures 
gy\dx X 

seront positives dans une partie de la barre et négatives dans la par-
tie restante. De plus, si g?

a
 — l est positive pour toute la barre, il y 

aura une valeur maximum de u sur chacune de ces parties et il n'y en 
aura qu'une. 

Si l'on avait à la fois 

f*g\r,f(x)dx = ο, et (
x

) dx — ο
 5 

l'état final serait exprimé par le troisième terme de la série (33). Si 

l'on avait en outre J* gY
3
f(x)dx = o, l'état final serait donné par 

le quatrième terme et ainsi de suite. 

XIX. 

On vient de voir qu'après un temps plus ou moins considérable, la 
fonction u finit par avoir le même signe dans toute l'étendue de la 
barre, si la valeur de C, n'est pas nulle, ou bien par n'avoir qu'un 
nombre de changements de signe égal au nombre des coefficients suc-
cessifs C

t
, C,, C3. .. qui se trouvent nuls à la fois. Donc, si à une 

époque déterminée, «s'évanouit une ou plusieurs fois entre les limites 
χ etX, il faut que par l'accroissement du temps, le nombre des va-
leurs nulles de « diminue, jusqu'à se réduire enfin à zéro ou au 
nombre des coefficients C,, C,... qui seront nuls à la fois. Nous al-
lons examiner comment s'opère cette disparition des valeurs nulles 
de «. Cette recherche a des applications importantes. 

Supposons d'abord que «soit nulle pour t= τ et χ = ξ, et que 

^ ne soit pas nulle en même temps. On peut donner à χ une valeur 
.NOVEMBRE I836. 53 
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a plus petite que ξ et une autre valeur b plus grande que 0.telles que 

~ (χ, τ) qui n'est pas nulle pour χ — ζ ne s'anoulle ni pour χ = a, 

ni pour χ — b, ni pour aucune valeur de ar comprise entre a et b. 

Alors ^ (χ, τ) ayant constammment le même signe dans cet in-

tervalle, selon que ce signe est + ou —, la fonction u(x, r) doit 
croître ou décroître continuellement, tandis que χ croît depuis a jus-
qu'à b, elle ne s'évanouit donc que pour χ = 0 dans cet intervalle, 
et les valeurs de u(a, r) et u(b

f
 r) sont différentes de zéro et de signes 

contraires. 
Faisons maintenant t — r -f- t', t' étant une quantité positive qu'on 

prendra aussi petite qu'on voudra. Comme > τ) n'est nulle pour 

aucune valeur de χ comprise entre aet b, ^ (χ, r + t') aura, pour 

chaque valeur de χ entre a et b "une valeur différente de zéro et de 

même signe que χ,τ), pourvu que t' soit suffisamment petite. 

Donc ^ (χ, τ aura dans tout l'intervalle de « à b le signe 

de T) ■ donc, selon que ce signe sera -f- ou —, la fonction 

u χ , τ + t') ira en croissant ou en décroissant dans cet intervalle. 
Or, aux deux limites a et b cette fonction a des valeurs de signes 

contraires. Car «(α, τ) n'étant pas nulle, u(a, r-f-1') aura le même 
signe que u(a, r) si l'on prend t' suffisamment petite, puisqu'on 
peut rendre la· différence entre u(a, r) et u{a, r-f-ί') plus petite que 
u(a, r) en diminuant t' : donc u(a, τ-f-i'j a un signe contraire 

à celui de T)· De même u{b, r + t') aura le même signe que 

u (b, r) et conséquemment le même signe que ̂  (ξ, τ). 

Donc u{x, τ +f') a deux valeurs de signes contraires pour x = a 
et pour x = b; et comme cette fonction croît ou décroît continuelle-
ment dans l'intervalle de α a i, on voit qu'elle s'annulle une seule 
fois et qu'elle change de signe pour une valeur de χ comprise entre 

a et b. 
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En faisant χ = τ— t', on verra de même que la fonction... 

u(x, τ — t') doit aussi "s'évanouir une seule fois en changeant de 
signe pour une valeur de χ entre a et b. 

XX. 

Supposons à présent que u et ^ soient nulles à la fois pour 

t— τ et mais que ne le soit pas, et admettons pour 

fixer les idées que soit positive. 

On peut donner à χ une valeur a plus petite que 0 et une valeur b 

plus grande que 0 telles que ait dans tout l'intervalle de a à b le 

même signe qu'elle a pour .χ·=0, c'est-à-dire le signe-f-. Alors χ 

croissant depuis a jusqu'à b, ^(x , τ) ira en croissant, et comme 

cette fonction est nulle pour χ = 0 , elle sera négative dans l'inter-
valle de α à 0 puis positive dans l'intervalle de 0 à b. 

Donc χ croissant depuis α jusqu'à 0 , la fonction u[x, r) décroîtra 
et sera par conséquent positive, puisqu'elle est nulle pour χ = ξ ; 
ensuite χ croissant depuis 0 jusqu'à b, u(x, r) croîtra et par consé-
quent sera encore positive. 

Faisons maintenant τ -f- t' : (x, f + t') aura pour chaque 

valeur de χ entre a et b une valeur différente de zéro et de même 

signe que (.r, r) c'est-à-dire positive, pourvu qu'on prenne /' 

suffisamment petite, puisqu'alors ces deux fonctions diffèrent l'une 

de l'autre aussi peu qu'on veut. Donc ^(x, r-f-1') croîtra conti-

nuellemment dans l'intervalle de a a b -, mais cette fonction a une 
valeur négative pour x~a et positive pour χ = b, puisque ces va-

leurs diffèrent aussi peu qu'on veut de celles de ^(<2, τ) et τ) 

qui ne sont pas nulles. Donc ̂  (χ, τ+ϊ') s'annulle entre les limites 

η et b une seule fois et passe en s'évanouissant du négatif ou positif. 

Pour discuter u{pc, τ-f-1'), il faut considérer la fonction ̂  (χ, τ). 
53.. 
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Pour χ = ξ et t = r on a par l'équation (i) g^ = k^:, puisque 

u et ̂  sont alors nulles. Donc ^ (ξ, τ) n'est pas nulle et a le même 

signe que — (ξ, τ) , c'est-à-dire le signe+. Or, on peut prendre 

a et b assez près de 0 pour que ̂  (χ, τ) reste positive entre ces li-

mites a et b. Mais en prenant t' suffisamment petite, la différence 

u (χ, r + i')-u(x , r) a le même signe que Ό· Donc pour 

toutes les valeurs de χ comprises entre rt et b, la fonction.... 
u (χ, τ est plus grande que u{x, τ) et par conséquent positive. 

Si l'on fait χ=τ—t', on prouvera, comme tout à l'heure, que 

τ — t') s'annulle entre les limites a et b une seule fois et passe 

du négatif au positif. 
Pourchaque valeur de .r comprise entre α et b, la fonction u (χ, τ—t') 

est plus petite que «(λ?, τ), puisque la différence u (a?, τ—t')—u(x, τ) 

a un signe contraire à celui de ̂  (χ, τ), t' étant suffisamment petite : 

donc«(x, τ — t') est négative pour χ = ζ· Mais elle est positive pour 
xs= a et x=bf comme u (x, r), car en prenant t' suffisamment petite, 
u{a, τ — t') et u(b, τ — t') diffèrent aussi peu qu'on veut de u{a, r) et 
u(b, τ) qui ont le signe-f-. Il suit de là que u(x, τ—t') change de signe 
au moins deux fois, d'abord pour une valeur de χ comprise entre a et ξ, 
puis pour une autre entre ξ et b. Je dis de plus que cette fonction ne peut 
pas s'évanouir plus de deux fois entre les limites α et b : car si elle s'é-
vanouissait une troisième fois, en changeant ou ne changeant pas de 

signe, , τ — t') devrait s'annuller au moins deux fois entre les 

mêmes limites a et b, ce qui n'arrive pas. 

Nous avons supposé T) positive. Si cette quantité est néga-

tive on reconnaîtra de la même manière que u(x, τ-f-t') doit être 
négative et ne pas s'évanouir entre les limites a et b, et que... 
ιι(χ, τ — t') doit changer de signe et s'évanouir deux fois seulement, 
d'abord entre a et ξ, puis entre ξ et b. D'ailleurs, ce cas se ramène 
au précédent, eu changeant « en — u. 

En supposant que u ne soit pas constamment nulle pour x = x 
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quelle que soit t, il peut arriver que u s'évanouisse pour ac = χ quand 

t atteint une valeur r. Alors ^ sera nulle en même temps, à cause 

de l'équation —hu = o. (2). Si d~^ n'est pas nulle aussi, on 

verra par le raisonnement précédent qu'en faisant croître χ depuis χ 
jusqu'à une valeur b un peu plus grande que x, u(x, τ + £') ne s'é-

vanouira pas et aura le même signe que T)> et <ïue u(x, τ—t.')· 
changera de signe et s'évanouira une seule fois entre χ et b. 

De même, si u est nulle pour x = ~K et t — r, ^ sera nulle en 
même temps; à cause de 1 equation (3). Alors u(x, τ + 0 aura pour 
les valeurs χ un peu plus petites que X et pour ar=X, le même signe 
que T)'· et u(pcj τ — t') changera de signe et s'évanouira 
une fois près de la limite X. 

XXI. 

Je suppose actuellement que la fonction u et plusieurs de ses déri-
vées successives ^ . jusqu'à deviennent nulles à la fois 
pour x=% et t=z r, et je vais examiner ce que u deviendra pour des 
valeurs de χ et de t très peu différents de ξ et de r. Pour traiter ce 
cas général qui comprend ceux dont je me suis occupé dans les deux 
numéros précédents, j'emploierai une autre méthode fondée sur le 
développement de u suivant les puissances de x' et de t', en faisant 
χ—ξ-f-x' et i = r-i- 1? 

L'équation (1) devient 

bs la formule de Taylor] 

On a, d'après la formule de Taylor, 

ιι{ζ+χ',
 τ-Κ)=Υ+Υ/+Υα~ + ■ · .+Υ„ C

55
) 

(*) On arrive immédiatement à cette formule en inte'grant η -f- χ fois de suite 

3 On arrive immédiatement à cette formule en intégrant n 4- i fois de süïtï} 

constantes arbitraires les valeurs de ^7— , etc. pour /' = 0 , qu'on suppose 
données. 
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en désignant par Y, Y,, Υ,.,.Υ,, ce que deviennent les fonctions 

IF'' ' ' 'IF*' quand on fait ί'ε= ο ou t=z τ, de sorte que 

Y, Y,. . . Y» ne dépendent que de la seule variable x'. Le ternie 

remplace l'intégrale multiple , d'où sult
 ® 

est comprise entre la plus petite et la plus grande des valeurs que 

prend la fonction ^-^-3 (n-H)' dF*^'
 tan(

^'
s
 Φ

16 var
'
c depuis ο 

jusqu'à sa plus grande valeur. 

On a supposé que pour oc — ξ et t= τ, les fonctions u, ^, 

, etc. jusqu'à £pr-
x
 sont toutes nulles et que a une valeur A 

différente de zéro. Quand on fait t~ τ ou t'= o, ces fonctions u, 

Jx ' 5P'" so memes que 1, ̂ , etc. Donc , pour oc =0, 

Y, ^7, etc. jusqu'à sont nulles et ̂  est égale à A. 

Pour des valeurs de x' suffisamment petites, soit positives, soit né-

gatives, différera de A aussi peu qu'on voudra. On en conclut 

(en intégrant m fois), que pour ces mêmes valeurs, on aura 

Y = (A + a) ç . 

a, étant une quantité positive ou négative, fonction de x', qui s'éva-
nouira avec x', et qu'on pourra rendre plus petite que toute quantité 
donnée en prenant x' suffisamment petite. 

Pour avoir les expressions de Y,, Y
m
.. .., il faut dans l'équation (1) 

et dans celles qu'on en déduit en la différentiant plusieurs fois par rap-

port à t', faire i' = o. Ou obtient alors en remplaçant u , .., 

par Y, Y,, Y,.... les équations suivantes .* 
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„v - I'D - /y, 

*γ. = Λ?- -
ζγ

" 

V \ o nere _ g\ , = —ry_ 

etc. 

La première gY, = ———/Y diflerentiée ρ fois par rap-
port à x\ donne 

^ + £Τΐθ....
+

 ** Y. 

dx'+ -r- V dx’ ,1x'r+' v 1.2 dx1 dx* 1 dx’r*-' dx 

! dPY_ dH 
dx'f ' ' ' dx'P 

Comme Y, ,. .. sont nulles pour x'—o et que A 

on voit par les deux dernières équations que Y, ^~r , etc. , jusqu'à 

jj-Tï=r sont nulles aussi pour χ' — ο et qu'on a 

nulles aussi pour x — c> et quon â 

Par conséquent, pour des valeurs de x' suffisamment petites, on aura 

γ. = φ (A3*;·~ _
Tl

. 

α étant une fonction de x' qui doit être très petite et nulle en même 

temps que x', et désignant ici la valeur de k- qui répond à... 
x' = o. 
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En différentiant ρ fois par rapport â x' l'équation 

¿Y,N 

«V = —gg Λ.. 

on verra de la même manière que Y,, pp · · · jusqua sont 

nulles pour χ' = ο et que 

5?=Τ = (ϊ)ώ^·. = (ϊ)·Α· 

d'où l'on conclura 

Yl = (^) -(A + a"\.
2
.3^.(m-4)· 

On trouvera de même 

Y' = ©'(A+«'),T^Î('s=F,· 
et eu general, 

n— © '(Α +«») ,
 3

.3...(m—απ)-

Toutes les quantités α, a
M
 a

%
... .a, fonctions de a:' pourront de-

venir plus petites que toute grandeur donnée, pourvu qu'on attribue 
h χ des valeurs suffisamment petites soit positives, soit négatives. 

Supposons maintenant le nombre m pair et = m. Nous aurons eu 
mettant dans la formule (35) les valeurs précédentes de Y, Y,, Y,.. . 

η(ξ+χ', r-K) = (A+.),
 2

*
3 3n

 + (A-M.)
 1-2

.3©(2„_
2)
 (y) 

f-Y (—) 
"KA + <>7^7T(T^·—~ΗΑ+"3) i.2. .. (an—6)" ïTTTs 

r*c\ /i—i 15 

4- ÔÎ'"4-·. 
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Si ion fait 

'*' = V(y)· 

?t si l'on représente par Q le polynome 

}- 7 ?.n i. 2. : 

,oi»~G 

la somme des termes affectés du coefficient A dans le développement 

précédent sera A.^—^ . Q; la somme des termes qui renferment. 

a., et,, α,. . .a. aura une valeur absolue plus petite que J . £Q, β 

étant un nombre qui surpasse toutes les quantités a, a,. . ,a„ prises 
positivement, et qu'on pourra prendre aussi petit qu'on voudra, en 
donnant à x' des valeurs assez petites, pour que α, a,, a

s
.. soient 

encore moindres que ë. 
En joignant à ces termes la partie fk'n+1, on voit que la valeur pré-

cédente de u pourra se mettre sous cette forme 

u (ξ + χ', τ + t') — (—\ . A (Q 4- g). 

est une quantité positive ou négative, fonction de 2 et de t. , qu'on 
rendra aussi petite qu'on voudra, en prenant t'suffisamment petite et 
donnant d'ailleurs à s des valeurs finies, positives et négatives, 
qui ne soient pas tellement grandes que les valeurs correspondante> 

de x' ou de ζ sortent des limites que nous avons assiguées ;· 

cette variable χ'. On pourra donc donner à ζ des valeurs d'autant plu.-
grandes que t' sera plus petite. Nous désignerons par — a et -f- b les 
limites entre lesquelles x' devra rester comprise pour que la quantité

 r 

soit moindre qu'une quantité donnée aussi petite qu'on voudra. 
Cela posé, pour toutes les valeurs de ζ , le polynome Q est constam-

ment positif et plus grand que son dernier terme ^ ^ -, qui est lui 

même plus grand que é,qu'on peut diminuer à volonté. Doncpour toute , 
le»valeurs de x'comprises entre — a et-\-b, la fonction η(ξ-τ-χ', r-f-t , 

DI/fmbrf. ISJO. 54 
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sera différente de zero et de même signe que A , la quantité positive t' 
étant très petite. 

Supposons maintenant m impair et = in -j- i. En substituant dans 
la série de Taylor (35) les valeurs de Y, Y,, Y,... Y„, on aura 

u(£+x·, τ + 0=(Α+«)
 Ι.2.3...(2„-Η)

+

(

Α+α

') ,.2.3...(2«-I) (?) 

f-Y 
+(A+a3)—. . . 

—f— (A “I" & 

Si l'on fait encore 

·*' = V© 
^ 1.2.3... (2/1+1) 1.2... .(2η—ι) χ 1 1.2.3 . .(2η—3) Xi .2~^"-

3J 2 
I .2.3 χ I .2. . .(« 1) ι Χ I .2.3. . .ZI 

on aura 

ιι(ξ + χ', τ + t') — sj(y)
 +

 . A(Q +- g), 

(a (juantité g sera comme précédemment aussi petite qu'on voudra, 
pourvu que a?'reste comprise entre des limites—a et +- b suffisam-
ment petites. 

Cela posé , le polynome Q est nul pour ζ = o, positif quand ζ est 
positive, et négatif quand ζ est négative. On voit d'ailleurs que la 
fonction η(ξ -f- χ', τ + t') a le même signe que AQ pour toute va-
leur finie de ζ qui n'est pas très petite, puisque alors Q surpasse g. Donc, 
Q changeant de signe pour z = o, la fonction ιι(ξ-(-χ', r-f-(') 
doit aussi changer de signe au moins une fois, tandis que jc' varie entre 
les limites — a et + b. Je dis de plus qu'elle ne peut s'évanouir qu'une 

seule fois dans cet intervalle, parce que sa dérivée ^ ne s'évanouit 

pas et conserve constamment le signe de A dans ce même intervalle. 
En effet, on a , d'après la formule (35), 
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p, = + £.' t' H- J^7 —+...+ ^7- ^ i'-·
4

-', (36) 

On trouve d'ailleurs 

rfx — (A+<* )
1
.
2
.3...

(to
_,")> — V^XA"*"a') 1.2.3...(n»~3)' ' 

a!, a'
r

 , . étant très petites et nulles en même temps que x'. 

Substituant ces valeurs de ^—7 · . ■ dans la formule précédente, 

remplaçant m par 2«—f—.1, et faisant ensuite 

■*' =z ν/(τ) 
on trouvera 

nt tf et xl sui] 

c étant comme ε une quantité qu'on rendra aussi petite qu'on voudra 
en prenant t' et a:' suffisamment petites. 

On voit par cette expression de que cette dérivée conserve cons-

tamment le signe de A quand x' varie entre les limites très petites —a 
et -4-/;, et qu'ainsi la fonction η(ζ-]-χ', τ-f-t') croît ou décroît conti-
nuellement dans cet intervalle; de sorte qu'elle s'y évanouit une seule 
ibis en changeant de signe. 

On peut encore démontrer ces propositions sans employer les déve-

loppements précédents. Lorsque m est pair et — an, 011 a Υ
π

==^^. A 

pour x' = o , et les autres fonctions Y, Y,, Y
a
,.. . Y„_

t
 sont nulles 

pour x' = o. D'après les relations qui existent entre Y, Y,,. . . Y , et 
leurs différentielles, il est aisé de voir que toutes ces fonctions Y, 
Y,,. . .Y„ sont différentes de zéro et de même signe que A pour des 
valeurs de x' suffisamment petites, soit positives, soit négatives ; donc-
alors tous les termes de la formule de Taylor (55) qui renferment ces 
fonctions sont de même signe que A et comme le dernier Y„ ' 

surpasse θί'""4"', on voit que ιι(ξ-\-χ', τ +t') ne s'annulle pas et 
conserve le signe de A dans l'intervalle suffisamment petit où l'on fait 
varier xf. 

54 . 
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Lorsque m = 2/1-f- r , Y, Y,. . .Y„ ont toutes le signe de A, quand 

.r'est positive, et le signe contraire, quand x' est négative; d'où l'on 
conclut d abord que la fonction ufé-{-χ', τ-j-£') change de signe 
dans le petit intervalle où l'on fait varier χ'. Mais elle ne peut s'éva-
nouir qu'une seule fois dans cet intervalle, parce que ~ ne s'y an-

nulle pas. En effet, étant exprimée par la formule(36), on trouve 

^ue dP" dp ' dp ont constarr"nent le signe de A cl que 

pp = (g) A Pour Λ =°-

XXII. 

Considérons maintenant la fonction ιι[ζ-\-χ', τ — t'). En changeant 
dans les formules qui précèdent t' en — t'et faisant encore 

= · v7©. 
on trouvera, si m est pair et = 2η, 

«(? + *', r- 0 = (j)".A.(P + 6), (57) 

Ρ désignant le polynome (38) 
z'·" z*-+ 

1.2.3...2/1 1.2.3...(an—s)Xi 1.2.3...(an—4)X'·2 

,{2n—2)Xi i .2.3.» «(an— 

Si m est pair et = 2«+ 1, on obtiendra 

«(£ + χ', τ — t') = \J(j)^' · A (Ρ + «) (3
9

) 

en posant (4°) 
Zi»+1 Z2n~^ . Ζ "~J 

i.2.3...(2n+i) 1.2.3...(2η—ι) Xi 1.2.3... (2n—3) XI. 2 

-t- z 

IX 1.2.3...« 

la quantité e remplit les mêmes conditions que dans le numéro pré-

cédent. 
Nous allons montrer que le polynome Ρ (3g) ou (40) s évanouit en 
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changeant de signe pour autant de valeurs de z qu'il y a d'unités dans 
son degré m qui est m ou m + 1. 

Il est à remarque*' d'abord que quelque soit le degré m pair ou im-

pair de ce polynôme, ses tonctions denvees — , , etc., peuvent se 

déduire de Ρ en y remplaçant successivement m par m — 1, 
m — 2 , etc. 

Si l'on divise Ρ par ̂  , 011 trouve la partie entière du quotien t égale 

à — ζ et le reste égal à — ^ . ^7, de sorte qu'on a identiquement 

mV = z Tz - 2 dF' (40 

En différentiant cette équation par l'apport à ζ , on en conclura 

(?η - Οι = zdF~2dF 

(m - a
)_

 = z
^

r
_

a
_-r| 

(40-
etc. 

Enfin l'on a 
dmP 
Λ= = + '■ 

On peut aussi déduire ces équations de la première 

ml = Z Tz~2dF 

sans la différentiel', puisque cette équation a lieu, quel que soit le 

degré m, et que si dans l'expression de Ρ on change successivement 

m en m—1, m—2, etc., Ρ se change en , ^7·.. ., comme on 1 a 

observé tout à l'heure. 

Les fonctions Ρ, ̂ ^, ... étant liées entre elles par les 

équations (41) > deux fonctions consécutives de cette suite ne peuvent 
pas s'évanouir pour une même valeur de z; car ces équations («ji) 
font voir qu'une valeur de z qui annullerait deux fonctions consé-

cutives réduirait aussi à zéro toutes les autres jusqu'à ^ inclusive-
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meut, ce qui ne peut être, puisqueest égale à -j- ι. Il suit de là 

que l'équation Ρ = ο n'a pas de racines égales. 
De plus, les équations (40 montrent que pour toute valeur de r 

qui annulle l'une quelconque des fonctions dérivées etc., les 

deux fonctions adjacentes ont des valeurs de signes centraires : on en 
conclut d'après un théorème connu que l'équation P=oa ses m ra-
cines h la fois réelles et inégales. On peut tirer la même conclusion du 
théorème de Fourier et aussi de celui que j'ai donné pour la résolution 
des equations numériques, en ayant égard, dans leur application, 
aux relations (4')· 

Le polynôme Ρ s'évanouit donc et change de signe pour des valeurs 
Unies de r en nombre égal à son degré m ; l'une de ces racines est zéro 
quand m est impair, les autres racines sont deux à deux égales et de 
signes contraires, quel que soit m. Toutes ces racines sont comprise.' 
entre —■ met m, car en faisant ;=raou>m,on voit que chaque 
terme positif de Ρ surpasse le terme négatif qui le suit immédia-
tement · 

Puisque F change de signe m fois, on peut donner à z, m -j- ι va-
leurs (entre — m el -j- m), pour lesquelles Ρ aura des Valeurs alter-
nativement positives et négatives,, qui d'ailleurs surpasseront les valeur-
correspondantes de ί, attendu qu'on peut rendre s moindre que toute 
quantité donnée, en prenant t et a'suffisamment petites. 

11 résulte de là que la fonction u (ξ -\-x', τ — t') exprimée par l'une 
des formules (07), (5g) change de signe au moins autant de fois que P, 
c'est-à-dire m fois, tandis que x' croît depuis — a jusqu'à -J- b. 

Je dis de plus que cette fonction ne peut s'évanouir plus de m fois dans 
cet intervalle. En effet, si elle s'évanouissait m-f-i fois, sa dérivée pre-

mière ̂ 7 (ξ + x', τ — t') changerait de signe au moins m fois dans 

cet intervalle, donc sa dérivée seconde ̂  changerait de signe au 

moins m—1 fois, puis eu changerait au moins m—1 fois, et ainsi 

de suite; de sorte qu'enfin (ζ -+- r— t') changerait de signe au 
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moins une fois dans le même intervalle. Or c'est ce qui ne peut arriver, 
si l'on prend cet intervalle suffisamment petit, aussi bien que t'; car 

en diminuant t', (ξ -(- χ', τ — t') diffère aussi peu qu'on veut de 
dmU 

(ζ ~b x'■> T) pour une même valeur de x\ et cette dernière fonction 

ne s'annulle pas et conserve le signe de A dans l'intervalle dont il s a 
git, si on le prend suffisamment petit. 

Les m valeurs consécutives de z ou de x' qui annulent 

ιι(ζ -+-x', t—t'), en comprennent d'autres qui annulent ainsi 

doit s évanouir m — ι fois, ni plus ni moins, tandis que x' croit de-

puis — a jusqu'à -j- b, on en conclut que ne peut pas être nulle 

en même temps que u, et que u n'a point de valeurs minima dans 
cet intervalle. 

En résumé, si la fonction u et plusieurs de ses dérivées suc-

cessives j- jusqua sont nulles pour t = r et x en 

prenant la quantité positive t' assez petite et faisant varier x dans un 
intervalle suffisamment petit renfermant la valeur £, la fonction 
u(x, τ + t') ne s'évanouira pas dans ce petit intervalle, si m est pair, 
et s'y évanouira une seule fois en changeant de signe si »2 est impair ; 
mais la fonction u(pc, τ — t') s'évanouira et changera de signe préci-
sément m fois dans le même intervalle, quel que soit m, la dérivée 

ne s'évanouira pas en même temps que u. 
dx 

11 en sera de même pour chacune des valeurs de x, telles que £ 
comprises entre x et X, qui annullerônt la fonction u (χ, r). 

Les petits intervalles qui renfermeront ces différentes valeurs de x 
et qui jouiront des propriétés précédentes seront séparés les uns des 
autres, ou de l'une des extrémités de la barre par d'autres intervalles 
plus ou moins grands, dans lesquels la fonction u (χ, r) ne s'annul-
lera pas; dans ces derniers, les fonctions u(x, τ—t') et w(,r,T-f-£') 
ne s'annulleront pas non plus, si t' est suffisamment petite, puisqu'a-
lors elles diffèrent aussi peu qu'on veut de«(.r, -r), qui n'est pas 
nulle. 
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XXIII. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction u(x, τ) n'était nulle 
ni pour ,r=x ni pour ,r = X. Examinons maintenant le cas ou 
elle serait nulle à l'une de ces limites. 

Si «(.r; τ) est nulle pourn?=x, τ) est nulle en même 

temps, à cause de l'équation A — — hu=o qui a lieu pour x = \ , 

quel que soit t. Si ̂  n'est pas nulle aussi, on a déjà vu au n° XX, 

qu'en faisant croître χ depuis χ jusqu'à une valeur un peu plus grande 
que x, la fonction u(x, τ 1') ne s'évanouit pas et a le même signe 

que ^(x> τ) et que u{x, τ—t') s'évanouit en changeant de si-

gne une seule fois dans ce petit intervalle, sa dérivée T — Ο 

ne pouvant pas y être nulle. 

Mais il peut arriver que plusieurs dérivées consécutives ̂ .... 

jusqu'à ^ soient nulles en même temps que u pour x= \ et 

t = t. On va voir qu'alors la première dérivée qui n'est pas 

nulle est d'un ordre pair. 
Faisons t = τ-j- t' et ,x = x-f-.r', et désignons, comme précé-

demment par Y. ce que devient la fonction ou ̂  quand on fait 

t = T ou t' = o. On a vu n° XXI que cette fonction Y„ est nulle 
pour χ' = o , si m est < m. En outre , on a en général, quel que 
soit 11, pourvu que m —2τι soit positif, 

3f.n-*»y wy r-- = y A P»“'-

A etaut la r âleur de -^pour.r'=o. qui est par hypothèse différente 

de zero 
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Donc , si l'on suppose le nombre m impair et = m -f- ι , on aura 

Y» = ° et
 S? = Φ ·Α Pour x' — °-

Ainsi Y„=o sera nulle pour χ' = ο et — ne le sera pas. Or, au 

contraire, il résulte de l'équation k^ — hu = ο qui a lieu pour 

d 
χ = χ, quel que soit t, que Y» ne peut pas etre nulle sans que —, 

le soit en même temps. En effet, cette équation revient à la suivante 

k pp — hu — ο pour χ' — o, 

qui différentiée η fois, par rapport à t', donne 

F i— * 1| I. An 

t' étant quelconque. 
En faisant dans cette dernière t' — o, on aura donc 

k — h\
m
 = o pour x' — o. 

On ne peut donc pas avoir en même temps Y„ = o et ̂  A, 

ce qui résulterait de l'hypothèse de m=. an + i. 
Ainsi m ne peut être qu'un nombre pair m ; alors Y. est égale à 

A pour x' = o. 

Cela posé, on conclut de ce qui a été démontré dans les η" XXI et 
XXII, qu'en prenant la quantité positive t' suffisamment petite et tai-
sant croître x depuis la limite x jusqu'à une valeur un peu plus grande 
que x, la fonction u{x, τ-j-t') ne s'évanouira pas et que «(Λ:, T—t') 
s'évanouira η fois en changeant de signe. Au-delà de ce petit inter-
valle, ces deux fonctions ne s'évanouiront pas, jusqu'à ce que x eu 
croissant atteigne un autre petit intervalle comprenant la valeur ξ la 
plus voisine de x qui annulle u{x, τ). 

DÉCEMBRE I83G 55 
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On arriverait à une conclusion semblable, si u et plusieurs de ses 

dérivées successives ~ ,.. étaient nulles à la fois pour t — τ 

et χ = X., 

XXIV. 
De tout ce qui précède , résulte l'énoncé suivant : 
Concevons que t croisse par degrés insensibles, à partir d'une valeur 

quelconque. Aussi long-temps que pour des valeurs croissantes de t, 

la fonction u(x, t) et sa dérivée — ne s'évanouiront pas simultané-

ment pour quelque valeur de χ comprise entre les limites τ et X, et 
que u(x, t) ne deviendra pas nulle à l'une de ces limites , cette fonc-
tion u(x, t) s'évanouira toujours le même nombre de fois entre ces 
limites, en changeant de signe chaque fois. Quand t dépassera une 
valeur τ telle que u(x, r) et quelques-unes de ses dérivées succes-
s'ves

 Sï ' 1^' ' ' ' ' j
118^11d

dx
m

~' deviendront nulles à la fois pour 

une valeur £ de χ comprise entre χ et X, la fonction u{x, t) perdra, 
si m est pair, un nombre m de changements de signe ou de valeurs 
nulles qu'elle possédait avant que t atteignit cette valeur τ et qm ré-
pondaient à des valeurs de χ très voisines de ξ; mais si m est impair, 
elle en perdra m— ι, de sorte qu'elle ne s'évanouira plus qu'une seule 

fois en changeant de signe près de la valeur ξ, et^ ne sera pas nulle en 

même temps. Il en sera de même pour toute autre valeur de χ com-
prise entre χ et X qui annullera à la fois u (χ, r) et quelques-unes 

. , , . , du d'u de ses derivees -r-, -—. ... 

Quand u deviendra nulle pour t =r à l'une des limites χ , X , 

s'évanouira en même temps, et s'il arrive que d'autres dérivées suc-

cessives ,... sannullent aussi, la premiere qui ne s éva-

nouira pas sera d'un ordre pair 2n. Alors un peu avant que t atteigne 
la valeur τ, u s'évanouit en changeant de signe η fois près de la limite 
pour laquelle u(x, τ) est nulle , et quand t croît au-delà de τ, u cesse 
de s'évanouir en cet endroit. 
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Si t coulinue à croître, le nombre des valeurs nulles ou des change-
ments de signe de u (x, t) diminuera toujours de la même manière, 
chaque fois que u deviendra nulle à l'une des limites χ, X, ou que u 
et quelques-unes de ses dérivées consécutives s'évanouiront simulta-
nément entre ces limites. 

Il est aisé de voir, en modifiant légèrement l'analyse précédente, 
que la fonction u(x, t) jouirait encore des mêmes propriétés, lors 
même que g, k, l dans l'équation (i) seraient des fonctions des deux 
variables χ et t, et que h et H dans Jes équations (2) et (3) seraient 
aussi des fonctions de t, toutes ces fonctions étant assujetties à la 
condition d'être constamment positives. 

Si l'équation (2) se réduisait à ο pour xz=x, on aurait encore 
les mêmes propositions , en ne tenant compte que des autres valeurs 
de χ plus grandes que χ qui annulleraient la fonction u. 

De même, on n'aura pas égard dans l'énoncé à la valeur X, si l'e-
quation (3) se réduit au — ο pour χ — X. 

Dans tout ce qui précède, la variable t peut être négative aussi 
bien que positive, en supposant u égale à une fonction arbitraire de 
χ pour t — o, ou pour une valeur donnée de t. 

Ces propositions pourraient ne plus subsister, si quelques-unes des 
quantités que nous avons considérées dans notre analyse pouvaient 
devenir infinies pour certaines valeurs de χ qui annulleraient la fonc-
tion u (x, t). 

XXV. 

On satisfait aux trois équations (1), (2) et (3), en posant 

« — e C
f+

,V
I+1

 e η-·-.' 4- . . .-f- C
p
V

p
e—u·'. ,'4Ό 

Q, C
t+
,,. . . Cp étant des constantes arbitraires. 

Cette fonction u (42) jouit donc des propriétés qui viennent d'être 
énoncées. Il est aisé de voir combien de fois elle s'évanouit, quand 011 
donne à t de très grandes valeurs positives ou négatives. Si l'on donne 
à t une valeur positive très grande, u devient sensiblement propor-
tionnelle à son premier terme CV,e~.»·■', quand V n'est pas nulle, cai 
les rapports des autres termes h celui-ci sont d'autant plus petits que 
la valeur de t est plus grande, comme on le voit en écrivant cette 

55.. 
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fonction de la manière suivante : 

u = e~+ Q+IVi+I
 e-(f'+'— p-ï' . .Cp\Fe~'?r~f; ']. 

Or, la fonction V
(
 sevanouit et change de signe i— ι fois entre les li-

mites χ et X sans que la dérivée ^-'s'annulle en même temps. Donc, 

t ayant une valeur positive très grande ou infinie, u doit aussi s'éva-
nouir et changer de signe i— ι fois entre χ et X pour des valeurs de 

x très peu différentes de celles qui annullent V
(
 et ̂  ne s'annul-

lera pas en même temps que u. Cette proposition peut être établie plus 
rigoureusement comme il suit: 

Soit ζ l'une des valeurs de χ entre χ et X pour lesquelles V, s'an-

nulle. Comme n'est jamais nulle en même temps que V,, on peut 

donner à χ une valeur a plus petite que ξ et une valeur b plus 
grande que ξ telles que pour toutes les valeurs de x comprises entre 

a et b, ait constamment le même signe qu'elle a pour χ=ξ. 

Alors V, croîtra ou décroîtra continuellement dans cet intervalle et 
n'y deviendra nulle que pour χ=ξ. Or, on a 

% = (C< S + C'+> + ^c.), 

et le terme C, qui n'est pas nul dans l'intervalle de a à b sur-

passe la somme de tous les termes suivants qui deviennent plus pe-
tits que toute quantité donnée, quand on donne à t une valeur po-
sitive suffisamment grande. 

Donc , ^ a dans le même intervalle le signe constant de C; 

Mais pour χ = a comme pour χ = b , u a le même signe que le 
terme C/Vj qui n'est pas nul et qui surpasse la somme de tous les termes 
suivants, quand la valeur de t est suffisamment grande. Donc u a 
comme V/ deux valeurs de signes contraires pour xz=.a et pour x— b, 

et puisque ^ ne change pas de signe entre a et b, on voit que u 

s'évanouit et change de signe une seule fois dans cet intervalle. 
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De même u s'évanouit une seule fois dans chacun des petits inter-
valles semblables qui comprennent les autres valeurs de χ pour les-
quelles Y, est nulle. Hors de ces intervalles, Y

t
 n'étant pas nulle, u ne 

le sera pas et aura le même signe que C/V,, pourvu que la valeur de t 
soit assez grande pour que ce terme qui n'est pas nul surpasse la 
somme de tous les autres. 

On verra de même qu'en donnant à t une valeur négative très 
grande, u s'évanouira et changera de signe ρ—ι fois pour des valeurs 
de χ comprises entre χ et X très peu différentes de celles qui annul-

lent la fonction Y
p

, ^ ne s'annullera pas en même temps que u. 

Si l'on fait t =0, u devient 

Y = ÇV, + -+-· . · ·+ C,V,. 

Cette fonction Y doit changer de signe entre les limites χ et X au 
moins i— ι fois. En effet, d'après les numéros précédents, lorsque t 
croît depuis ο jusqu'à -f-cc , le nombre des changements de signe de 
la fonction u[x, t) entre les limites χ et X ne peut que diminuer ou 
rester le même; donc ce nombre, étant i— ι quand i = doit 
être supérieur ou au moins égal à i—ι quand t = o. Ainsi Y change 
de signe au moins i— ι fois pour i— ι valeurs de χ différentes com-
prises entre χ et X ; il peut arriver d'ailleurs que quelqu'une de ces 
i— ι valeurs annulle un nombre pair de dérivées consécutives 

lx 7 5? ' ' ' ' en m®me temps que Y. En outre Y peut encore s'éva-

nouir sans changer de signe pour d'autres valeurs de χ comprises entre 
x et X et aussi être nulle à ces deux limites ou à l'une d'elles. Nous 
supposons ici qu'aucune des équations (2), (3) ne se réduit à Υ=υ 
pour 27= χ ou x = X. 

On voit de même que le nombre des valeurs de χ, depuis χ jus-
qu'à X, qui annullent la fonction Y, ne peut surpasser/?— 1 , en comp-
tant χ ou X parmi ces valeurs, si Y est nulle à l'une de ces limites. 
En effet, quand t = — 50 , « s'évanouit et change de signe ρ -- ι fois 
pour ρ — ι valeurs de χ comprises entre χ et X infiniment peu dif-
férentes de celles qui annullent Y

p
 : et quand t croît depuis— oo jus-
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qu'à ο, le nombre des valeurs nulles de u (χ, t) correspondantes à des 
valeurs de χ comprises entre χ et X, ou même égales à ces limites, 
ne peut que diminuer ou rester le même. Donc ce nombre est au plus 
ρ — ι pour u{x, o) ou Y. 

On peut même prouver que le nombre des valeurs différentes de χ qui 
annullent Y doit être plus petit que ρ— ι, si χ ou X est l'une de ces va-
leurs ou si parmi cellesqui sont comprises entre χ et X il s'en trouve qui 

annullent à la fois Y et — ou Y et plusieurs dérivées consécutives ̂  

. ix-' 

En effet, supposons que la valeur ξ comprise entre χ et X annulie 

a la fois Y et les dérivées ̂  „ · · · iusqu'à -, — inclusivement. Si 

I on doune à t une valeur négative très petite — t', on vient de voir 
que la fonction u(x, — t') s'évanouira pour un nombre de valeurs 
de χ au plus égal à ρ — ι, en comprenant parmi ces valeurs χ ou X, 
si elle est nulle à l'une de ces limites. Or à la valeur ξ qui annulie Y 
ou u(x, o)et ses dérivées, jusqu'à celle de l'ordre m—ι, correspon-
dent m valeurs de χ très peu différentes de ζ qui annullent u (*, - * )> 
comme on l'a prouvé dans les numéros précédents. Ainsi quand t 
passe de — i'i o, m valeurs qui annullent a(x, — t') deviennent 
toutes à la fois égales à la valeur ξ qui annulie Y. D'ailleurs à chacune 
des autres valeurs de χ qui annullent Y correspond toujours au moins 
une valeur qui annulie u(x, — t') différente des m valeurs très voi-
sines de ζ, dont il vient d'être question. Donc le nombre total des ra-
cines χ de l'équation u(x, — t') — o depuis χ jusqu'à X, étant au 
plus ρ — ι, on voit que le nombre des racines χ de l'équation Y = ο, 
depuis χ jusqu'à X, est aussi au plus ρ — ι , en comptant chaque 
valeur de χ telle que ξ comprise entre xetlL qui annulie à la fois Y et 

quelques-unes de ses dérivées consécutives ̂ , ,... pour autant de 

racines égales entre elles qu'il y a d'unités dans l'ordre de la première 
dérivée que cette valeur ξ n'annulle pas. Quand aux autres valeurs 

de χ qui annullent Y sans annuller en même temps ce sont lesra-
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cines simples de l'équation Y = o; chacune d'elles ne doit être comp-
tée qu'une seule fois. 

Le degré de multiplicité d'une racine de l'équation Y = o, tel 
que nous venons de le définir, a, comme on voit, la même ex-
pression que dans les équations algébriques ordinaires, puisqu'il 

est égal au nombre des fonctions consécutives Y, · · que 

cette racine annulle à la fois. 

Cette définition des racines égales de l'équation Y = ο ne con-
vient toutefois qu'aux valeurs de χ > x et < X. En supposant 
que l'équation (2) ne se réduise pas à V = ο pour χ = χ, si l'on 
a Y = ο pour χ — χ , on a vu que cette valeur de χ doit au-

nuller en même temps — ou un nombre impair de dérivées , 

™,. . . La première de ces dérivées, qui n'est pas nulle pour 

χ — χ étant alors d'un ordre pair m, je dis que le nombre des 
racines χ de l'équation Y = ο sera encore au plus égal à ρ — j . 
en comptant la racine χ pour η racines égales entre elles; de sorte 
que le degré de multiplicité de cette racine χ n'est que la moitié 
de l'ordre 2η de la première dérivée qui n'est pas nulle pour χ = χ. 
La raison en est qu'à cette valeur χ qui annulle Y ou u(x. a, 
correspondent η valeurs un peu plus grandes que χ qui annullent 
u(x, — t'); et comme le nombre total des valeurs de χ qui an-
nullent u(x, ■— t') est au plus ρ— ι, il s'ensuit que le nombre des 
racines χ de l'équation Y = ο sera toujours au plus égal à ρ — . 
en comptant la valeur χ pour η racines égales entre elles. 

En supposant que l'équation (5) ne se réduise pas à \ _i <, 
pour χ — X, si l'on a Y == ο pour χ = X, on estimera de la 
même manière le degré de multiplicité de la racine X. 

En admettant ces conventions, le nombre des racines χ de l'é-
quation Y = ο, χ variant depuis χ jusqu'à X, ne surpassera ja-
mais ρ— ι. 

Si l'équation (2) k ̂  — h\ = ο pour x=xse réduisait à V = ο 
pour χ = x, on aurait aussi Y = ο pour χ — χ et en general 
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u(x, L) = o pour χ= χ. Il est aisé de voir que, dans ce cas, notre 
théorème subsisterait toujours en ne comptant pas la valeur χ parmi 
les racines de l'équation Y = o, mais en comptant X pour une 
racine simple ou pour plusieurs racines égales, comme on l'a expliqué 
plus haut, si l'on a Y = o pour χ = X, et si l'équation (3) ne se 
réduit pas à V == ο pour χ = X. 

De même, si l'équation (3) est V=o pour x=\, et que l'équation ; 2) 

ne soit pas Y — o pour χ = χ, le théorème aura lieu en ne comp-
tant pas la racine X, mais en comptant χ quand on aura Y = ο 
pour χ = x. 

Enfin , si les deux équations (2) et (3) se réduisent à la fois à 
V = ο pour χ = χ et χ = X, auquel cas on a aussi Y = ο 
pour x= χ et χ = X, le même théorème aura lieu en faisant 
abstraction des deux racines χ et X; parce que V, s'annulle en-
core ρ — ι fois entre ces limites. 

XXVI 

M. Liouville a démontré directement le théorème du numéro pré-
cédent (dans le cahier d'août de son journal ) sans employer la consi-
dération de la variable auxiliaire t qui entre dans la fonction κ(42) 
dont j'ai fait usage. Il n'a pas tenu compte toutefois de la racine χ ou X 
lorsqu'elle existe. Je vais donner ici une autre démonstration directe 
du même théorème, indépendante de celui du η* XXIV. 

Soit 
Y = CjV, + C

<+1
V,^, +.. .-f-C,V

p
. (45; 

Ο11 a 

= I ‘ 

Dx ï/.rfV^A 

etc. 

En multipliant ces équations par Cj, C
l+I

. . . C,, ajoutant et posant 

Y. = — (QpjVj -f-C^.p^.V^, +·. -f- 0>ρΛρ 
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on aura 

<*t) 
g*. 

ou 

S*. = *3?+S-S- /Y" «4) 

On voit par l'expression même de la fonction Y (43) qu'elle satisfait 
aux deux équations 

k ̂  — A Y = ο pour χ — χ , 

A ̂  -f- HY = ο pour χ = X, 

puisque chacun de ses termes satisfait séparément aux deux équations 
(a) et (3). 

Je vais prouver que si l'équation Y = ο a un certain nombre μ de 
racines χ tant égales qu'inégales, plus grandes que χ et plus pe-
tites que X, les racines égales étant définies comme dans le numéro 
précédent, l'équation Y,=o aura au moins/A racines tant égales qu'iné-
gales, comprises entre les mêmes limites χ et X. 

Soit ξ une valeur de x>x et < X pour laquelle Y s'annulle et 
change de signe. Supposons que cette valeur £ ne soit ni la plus petite 
ni la plus grande de celles qui annullent Y. Il y aura entre ξ et la 
valeur de χ immédiatement inférieure à ξ qui annulle Y au moins 

une valeur a qui rendra Y maximum, et pour laquelle ~ sera nulle , 

et — aura une signe contraire à celui de Y ou sera nulle. «Le-
quation (44) fait voir que pour x = a, et pour les valeurs de 
χ un peu plus grandes que a, la fonction Y, sera différente 

de zéro et aura le même signe que ou un signe contraire a celui 

de la valeur maximum de Y dont il s'agit (quand même la fonction / 
serait nulle pour x — a ou nulle identiquement). De même entre 
ξ et la valeur de χ immédiatement supérieure à ξ qui annulle Y, il y 
aura au inoins une valeur b qui rendra Y maximum et pour laquelle 

Decemlri: I83G. 56 
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sera nulle et aura un siene contraire à celui de Y ou sera 

nulle. D'après l'équation (44) aura encore pour x—b un signe 
contraire à celui de cette valeur maximum de Y. Mais les deux 
valeurs maxima de Y pour x=.a et x=b, sont de signes con-
traires, puique par hypothèse Y change de signe en s'évanouissant 
pour χ — £. Donc Y, a deux valeurs de signes contraires pour χ = a 
et χ — b , et par conséquent Y, change de signe au inoins une lois, 
tandis que χ croît depuis a jusqu'à b. 

Cette conclusion subsiste, quand la valeur de χ immédiatement in-
térieure ou supérieure à £ qui anuulle Y est χ ou X. 

Si ζ est la plus petite racine de l'équation Y = o, Y n'étant pas alors 
nulle pour χ = χ, il existe entre χ et ξ au moins une valeur de χ qui 

rend Y maximum. Car à cause de l'équation k— hS — ο qui a lieu 

pour χ = χ, Y et — ont d'abord le même signe pour ,r = x et 

pour les valeurs de χ un peu plus grandes que x; donc, χ croissant 
à partir de x, la fonction Y ne peut pas s'évanouir avant que — 

change de signe et prenne un signe contraire à celui de Y. Donc Y 
doit atteindre une valeur maximum avant de s'annuller la première 
fois pour x = 0. Ce maximum pourrait avoir lieu pour ·τ = χ, si la 
constante h était nulle. Entre la valeur de x correspondante à ce 
maximum et celle immédiatement supérieure à ξ qui répond à un 
autre maximum de Y, il y aura au moins une valeur de x pour la-
quelle Y, s'évanouira et changera de signe, puisque d'après l'équation 
(44)» Y. a toujours un signe contraire à celui de Y, chaque fois que 
Y devient maximum, et que les deux maxima dont il vient d'être 
question sont de signes contraires. 

Un verra de même que si ξ est la plus grande valeur de x qui an-

nulle Y , il y a , à cause de l'équation k +HY=o pour x = X, au 

moins une valeur de.r comprise entre 0 et X qui rend Y maximum ; elle 
peut être égale à X, si H est nulle. Pour cette valeur et pour celle im-
médiatement inférieure à Ç, qui donne un autre maximum de Y, Y, a 
deux valeurs de signes contraires, de sorte que Y, change de signe au 
moins une fois dans cet intervalle. 
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Si ξ est la seule valeur de x qui annulle Y, cette fonction a encore 
au moins un maximum dans l'intervalle de χ à ξ et un autre dans l'in-
tervalle de 'ζ à X , d'où il suit que Y, chauge de signe dans l'intervalle 
compris entre ces deux maxima. 

On peut déjà conclure de ce qui précède que Y, doit changer de 
signe au moins autant de fois que Y entre les limites x et X , Y étant ou 
n'étant pas nulle à chacune de ces limites. 

Supposons maintenant que la valeur £ toujours comprise entre χ 
et X soit une racine multiple de l'ordre m de l'équation Y = o, c'est-

à-dire qu'elle annulle à la fois les. m fonctions consécutives Y» ~£~· · · 

jusqu'à · Eii désignant par A la valeur de ̂  pour χ = ξ et 

faisant .r = £-f- x', on aura ^-ou = A + a
m

, ct
m
 étant une 

fonction de x' qui deviendra très petite et nulle en même temps 
que x'. Puis par une suite d'intégrations, il viendra 

d
x

'm~ ou
 dx

m

~· ~~ (
 Λ

—0
Χ

 » dx"'— — (
 +

 "»-»·^ i. 2 

ême temps que æ II»"»« * * - - * FÂn Imi ÿTÂ V 

les quantités α étant comme a
m
 très petites et nulles en 

même temps que x'. 
Eu mettant les valeurs de Y, ̂  et -^r - dans l'équation (44 , on voit 

que Y, est égale au produit de —(m^i) P
ai une

 ^
onct

'
on de a 

qui approche d'autant plus d'être égale à -que x' est plus petite. 

Par conséquent, si ζ est une racine double de Y = ο, ζ n'est pas ra-
cine deY

/
—o

)
 ce qu'on voit d'ailleurs immédiatement à l'inspection 

de l'équation (44)· Si /» est > 2 , ξ est racine de l'équation Y, = ο , et 
s'y trouve m—2 fois; car en supposant qu'elle s'y trouve un nombre 

de fois, c'est-à-dire qu'elle annuHe les s fonctions Y. 1 -

Y
;
 est égale au produit de ; Par une fonction de x' qui 

56.. 
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ne devient pas très petite et nulle en même temps que x'·, s est 
donc = m — 2. 

L'expression de Y
/
 en fonction de x' fait voir aussi que pour une 

valeur ζ -f- x' un peu plus grande que ξ, Y, doit avoir le même 

signe que ̂  et par conséquent le même signe que Y attendu que 

pour χ = ξ -f- x' toutes les fonctions Y, ont le signe de A, 

x étant positive et suffisamment petite. Or χ croissant au-delà de ? doit 
toujours atteindre une valeur (plus petite que X ou égale à X), pour 
laquelle Yest maximum et Y, a un signe contraire à celui de Y, qui n'a 
pas changé de signe en passant de zéro à ce maximum. Donc Y, 
change de signe au moins une fois dans le même intervalle. On verra 
de même que Y

;
 doit changer de signe au moins une fois dans l'inter-

valle compris entre la racine ξ et la valeur de x immédiatement infé-
rieure à ζ (supérieure ou égale à x) qui rend Y maximum. 

II est donc prouvé que si l'équation Y = ο a m racines égales à ξ, 
ξ étant comprise entre x et X, l'équation Y, = ο aura m— 2 racines 
égales à ζ, et en outre deux autres racines pour lesquelles Y, changera 
de signe, l'une comprise entre ξ et la valeur de x immédiatement 
supérieure à ξ qui rend Y maximum, l'autre entre ξ et la valeur de x 
immédiatement inférieure à £ qui rend Y maximum. 

On conclut de ce qui précède, que si l'équation Y = ο a μ racines 
tant égales qu'inégales comprises entre x et X, l'équation Y, = ο aura 
aussi au moins μ racines tant égales qu'inégales entre les mêmes 
limites, et renfermées entre les valeurs de x qui répondent à des va-
leurs maxima de Y, alternativement positives et négatives. Ce théo-
rème a lieu, comme on voit, en faisant abstraction de la racine x ou 
X que chacune des équations Y = ο, Y, = ο pourrait avoir. 

On peut aussi comprendre dans l'énoncé de ce théorème, la ra-
cine x ou X que peut avoir Y'= 0, en la comptant pour autant de 
racines égales entre elles qu'il y a d'unités dans la moitié du nombre 

des fonctions consécutives Y, gr , . . . dxm-i qu'elle annulle, ce 

nombre m étant nécessairement pair. 

En effet, si l'on a Y = 0 pour χ = χ, on aura en même temps 
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^ —ο à cause de l'équation k ^ — AY = o qui a lieu pour χ — x. 

Si -j— n'est pas nulle en même temps, Y, d'après l'équation (44) ne 

sera pas nulle pour χ — x et aura le signe de Entre χ et la valeur 

de χ immédiatement supérieure à χ qui rend Y maximum il y en 
aura au moins une pour laquelle Y

/ changera de signe , comme on l'a 
vu plus haut. Ainsi en comptant χ pour une racine simple de Y = o, 
l'équation Y

/
 = ο a au moins une racine correspondante plus grande 

que x. 

Si la valeur χ annulle les m fonctions consécutives Y, -7-.... 

τ> Ie nombre m est pair. En effet, si l'on fait χ = χ -f- ξ', la fonc-

tion Y
/
 ou — (Cjf/V, -4- C,^,p

i+1
Y

i+I
 + . . .4- C,p,V,) sera, d'après ce 

qu'on a vu plus haut, divisible par x'm~', c'est-à-dire égale au pro-
duit de xlm~' multiplié par une fonction de x' qui ne sera ni nulle ni 
infinie pour x' = o. Pareillement , si l'on multiplie les différents 
termes de Y, par f>it pJ+I , etc. , la nouvelle fonction 
Qfi'Yi -f-. · .H-CpP'pV,, sera divisible par x'm~*, et en continuant ainsi 
on trouvera que la fonction C

; t
 -f- . . . -f- CpppV, est divisible 

para:' — 

Donc, si le nombre m est pair et = m, cette dernière fonction Y. 
ne s'évanouira pas pour x'zxz o. Si l'on suppose m impair et =in + 1, 

Y„ sera divisible par x'. Or on a l'équation k —AY„=opour.r'=o. 

Donc serait nulle pour χ' = o en même temps que Y., et il s'en-

suivrait que Y» serait divisible par une puissance de x' supérieure a la 
première; ce qui est contraire à ce que nous venons de trouver. Il est 
donc impossible que m soit un nombre impair 2/1+1. 

En supposant m = in, Y, est divisible par x'"~* et par conséquent 

la racine x annulle à la fois les nn — 2 fonctions consécutives Y, -j—'... 

j^-ïï=r» et d'ailleurs entre x et la valeur de x immédiatement supérieure 

à x qui rend Y maximum, il y a au moins une racine de Y, = o. 
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Donc si l'on convient de compter la valeur χ qui annulie les in tonc-

fions Y ^-... dv,
n
_~ pour η racines égales entre elles de l'équation 

Y = o, l'équation Y, = ο aura, selon la même convention, η — ι 
racines égales à χ, et de plus une racine comprise entre χ et la valeur 
de χ immédiatement supérieure qui rend Y maximum. 

Les mêmes observations s'appliquent à l'autre limite X. 
Nous avons donc démontré que si l'équation Y = ο ou C,V, + . . . 

-f- CpV, = ο a un certain nombre μ de racines χ tant égales qu'inégales 
depuis χ jusquà X, saris exclure ces limites mêmes, l'équation Y, =o 
ou C, f, V, -f- . .. -f-C,,p?V, = ο aura aussi au moins μ racines tant 
égales qu'inégales, depuis χ jusqu'à X, les racines égales étant défi-
nies comme nous l'avons dit précédemment. 

En conséquence, il y aura aussi à fortiori au moins μ racines , soit 
inégales, soit égales, dans chacune des équations suivantes qui dé-
rivent les unes des autres comme Y, dérive de Y. 

Ujp'Vi + · · · *+ ^jpfpV? = °
 t 

fc.P. v. + 

Q/,"Vi + ·.. Cpfflρ — ο. 

Ou peut même ajouter, d'après ce qu'on a vu plus haut, que chacune 
de ces fonctions change de signe entre les limites χ et X, au moins 
autant de fois que la première QVi-j-...+ C

P
Y

?
, en faisant abstrac-

tion de la multiplicité des racines et de celles qui sont égales à χ ou 
à X. 

La dernière équation pouvant s'écrire ainsi 

(ς)©*ν·+(,¥)(9'ν-+···+ν' = ° 

se réduit à très peu près à V, = ο quand on suppose le nombre η très 
grand ou infini, et alors elle a ρ—ι racines inégales, comprises 
entre χ et X ; ce qu'on peut au surplus établir plus rigoureusement par 
le raisonnement déjà employé au commencement du n° XXIV. 

Donc on a μ < ρ— ι Ou au plus égal à ρ— ι ; re qu'il fallait 
démontrer. 
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On peut prouver - par la même méthode que l'équation... 

c.v.-f-.-.+cyv^o a au moins i — ι racines différentes com-
prises entre χ et X et pour lesquelles la fonction C/V. + etc.. 
change de signe. 

En effet, on a vu tout-à-l'heure que la fonction 

Qfi'V; C,c;V„ 

a au moins autant de changements de signe entre χ et X que 

C,V, +... . + C,V„· 

On en conclut, en remplaçant C, par , C.+, par ~ , etc. que 

QV+....+ C^V, 

a au moins entre χ etX autant de changements de signe que la fonc-
tion 

et Y,, j’aurais pu i i > * t ^ * / /» * 

qui en a i— ι lorsqu'on fait «infini, puisqu'alors elle est proportion-
nelle à Y,(*)· 

Les fonctions Y, Y,. . .Y,, dont je viens de m'occuper ne sont autre 

chose que la fonction « (42) et ses dérivées ~jt · ■ ■ ^où l'onfait fc=o. 

Au lieu de Y et Y,, j'aurais pu aussi bien considérer la fonction 

u(x, t) et sa dérivée ^ définies· par les équations (1), (2), (3), 

et prouver à l'aide de ces équations , que l'équation ^ = ο , 

a au moins autant de racines χ tant égales qu'inégales depuis χ jus-

(*) J ai admis dans ces derniers n°a qu'une fonction Y de la forme 
C; Vi 4- C

i+I
 Vi

+T
 -f- ■ ■ · + CpV

p
 ne peut pas être identiquement nulle pour 

toute valeur de χ comprise entre χ et X , quand les coefficients .. ,Cp ne 
sont pas tous nuls. On reconnaît aise'ment cette propriété' en observant tju'on a 

ê'Vi Yî/x—-f- §Υί Vi
+

iiêx- -p. . .4- C
p Ç gYjV

p
dx

> 

ou simplement 

J ^ gVtYdx =Cj/ gYfdx, 

d'où il résulte que Y ne peut pas être identiquement nulle. 
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qu'à X que l'équation u (χ, t) = o, d'où j'aurais conclu le théo-
rème relatif à C|V, -4- .. . + C^V, = 0. 

Ce théorème a lieu, comme on l'a déjà vu dans la démonstration 
du n° XXIV, quand même la fonction l ne serait pas constamment 
positive entre les limites χ et X. Il est aisé d'étendre à ce cas où / est 
quelconque, la démonstration que je viens de donner dans ce dernier 
numéro , en la modifiant de la manière suivante. 

Ayant désigné par Y la fonction CjVi +C,
+1

V,
+1

 -f-. . . -f- C,V, , je 
prends 

Y. — — [C|V,(p, -+-<?) + C
(+

.V, (p
(+1

 -f· c)4- ... 4- C,V
p
(p, 4- c)], 

c étant une constante arbitraire. J'ai alors au lieu de l'équation (44) > 

la suivante gY, = k ̂  4- ~ ~ — (gc -f- l) Y. 

Au moyen de cette équation, en prenant la constante c positive et 
assez grande pour que la fonction gc -{Ί reste positive entre les li-
mites χ et X, je prouve comme précédemment, que si l'équation 
Y = ο a μ racines χ tant égales qu'inégales depuis χ jusqu'à X, sans 
exclure ces limites mêmes, l'équation Y, = ο doit avoir aussi au 
moins μ racines égales ou inégales depuis χ jusqu'à X, ce qui suffit 
pour établir le théorème en question. 

Il faut ajouter ici les remarques qui terminent le η* XXIV (*). 

L'équation (44) fait voir d'ailleurs que si Y était constamment nulle, entre 
li s limites χ et X, la fonction 

Y, OU (CjÇi V; -f- .. .. -}- Cpi? Vp) 
serait nulle aussi, et par conséquent la fonction 

Cifi" V, 4- .. . -f- C
p
ç
p

* \ ρ, 
ou celle-ci 

Gv)a)^ -· 
le serait encore, tandis qu'au contraire cette dernière fonction se réduit à Y, quand 

on fait η infini. 
(*) Le défaut d'espace m'oblige à supprimer quelques détails relatifs à la sphère 

et au cylindre que j'ai annoncés dans l'introduction et auxquels le lecteur peut 

suppléer aisément. 


