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Autres démonstrations du même Théorème ; 

PAR C. STURM. 

Les nouvelles démonstrations que je vais donner du théorème de 
M. Cauchy, s'éloignent moins que la précédente de la méthode que cet 
illustre géomètre a suivie dans son mémoire ; elles sont fondées sur la 
décomposition en facteurs de la fonction qu'on égale à zéro. Je vais 
d'abord démontrer ce théorème pour une équation algébrique de degré 
quelconque en admettant comme déjà connu ce principe que toute 
équation algébrique a toujours une racine soit réelle soit imaginaire 
de la forme a-\-h \J— ι , d'où l'on conclut immédiatement qu'une 
équation du m1"*' degré a m racines. 

Soit F (s) — ο l'équation proposée, F(z) étant une fonction entière 
de ζ dont le degré est m, et dans laquelle les coefficients des puissances 
de ζ sont des quantités réelles ou imaginaires de la forme 
λ-{-£ \/—ι. Soient a + b V^—Γ, α'+ύ'γ/—ι, a"-j- h" v'-~i,.... 
les m racines de cette équation parmi lesquelles il peut s'en trouver 
d'égales. On a d'abord 

F(z)=(z—a—h \/—i)(z—a'—b' V^i)(z—a"—b" \J—i), etc.. . (i) 

Si l'on remplace ζ par x+jV—ι» x et y étant des quantités 
réelles indéterminées , F(z) prendra la forme P+ Q \/— ι , Ρ et Q 
étant des fonctions entières et réelles de χ et γ , et l'équation précé-
dente deviendra 

P+Q ν7— I = {x—a'Mr—V) V— I j) 
ipdetermmees^ et y c 

On peut regarder les indéterminées χ et y comme les coordonnées 
d'un point quelconque M rapporté à un système d'axes rectangulaires 
tracés sur un plan, et alors la recherche des racines de l'équation 
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F(z) — ο qui est devenue P + Q\/—1 = 0, revient à déterminer 
sur ce plan tous les points dont les coordonnées satisfont à la fois aux 
deux équations réelles Ρ=o, Q = o. 

Désignons ces points par Κ, Κ', K", etc. Leurs coordonnées sont 
a et b pour le point K, a' et b' pour le point Κ', λ" et b' pour K", etc. 

Posons 

x — α + ( r — b) V— ι = r(cos t -f- \/— ι sin t) , 
χ — a' -f- (y — b') \/— ι = /(cos i + V"— 1 siQ 

χ — a"(y — b") γ/— ι = /'(cos t"-f- \/— ι sin t"), 
etc. 

Le produit de tous ces facteurs sera, d'après la formule connue, 

rr'r11.. .[cos (ί + t' «f· t"..) -f- γ/— ι sin +1' + t" +· · ·)]· 

En vertu de l'équation (2), ce produit doit être égal à Ρ -f- Q V— 1, 
on a donc 

Ρ = rr'r"... cos(ί + t' -(- t" +· · ■)> 
Q = rr'r".. . sin(i + t' + t" ...), 

et q = cot ( t -f- l! -f- t" -f-. ·. ), 

La cotangente signifie ici le quotient du cosinus divisé par le sinus. 

Puisqu'on a fait χ—n-f- (j—b) \/— 1 = r( cos t -j- γ/~~ 1 sini), 
on a x — α = r cos t, γ — b — r sin t. 

On voit que χ — a et y — b sont les projections sur les deux axes 
rectangulaires de la droite qui joint le point fixe Κ au point quelcon-
que M dont les coordonnées sont χ et γ. Par conséquent, r repré-
sente la longueur de cette droite, et t l'angle ou plutôt l'arc de cercle 
compris entre sa direction et celle d'une parallèle K.X menée par le 
point Κ à l'axe Ox dans le sens des χ positives, cet arc étant mesuré 
sur un cercle qui a pour centre le point K. L'arc t est nul lorsque la 
droite KM coïncide avec la parallèle KX à l'axe des x, et il peut pren-
dre des valeurs quelconques soit positives, soit négatives, même au-delà 
d'une circonférence, si l'on fait tourner autour du point K cette droite 
KM supposée indéfinie. De même t', t"... seront les angles ou arcs de 
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cercle compris entre les droites K'M, K"M, et des parallèles à l'axe 
des χ menées par les points Κ', K". 

Il s'agit maintenant de déterminer combien parmi ces points Κ, K'. 
K",. .. pour lesquels on a P = o , Q = o, il s'en trouve dans l'in-
térieur d'un contour fermé ABC tracé à volonté sur le plan xOj·. 

Concevons que le point M soil un point mobile qui parcoure le con-
tour ABC en partant d'un point A de ce contour et allant toujours 
dans le même sens sans rétrograder, jusqu'à ce qu'il revienne au point 
de départ A. Lorsque le point M est en A , l'angle ou l'arc t a une va-
leur déterminée que nous désignerons parce; c'est la valeur de l'angle 
AKX. Supposons que le point fixe K soit dans l'intérieur du contour 
ABC. Lorsque le point M parcourra ce contour, l'arc t variera par de-
grés insensibles et pourra tantôt croître, tantôt décroître, même au-
delà d'une circonférence, selon la forme du contour ABC. Mais quand 
le point M sera revenu en A, l are t se trouvera égal à sa valeur primi-
tive et augmentée d'une circonférence. Ainsi l'on a t — a, au moment 
où le point M part de A, et i=ct-j-27r quand il revient en A après 
avoir parcouru le contour entier. 

Mais si le point K est hors du contour ABC, l'arc t après avoir alter-
nativement augmenté et diminué par degrés insensibles, finira par re-
prendre sa valeur primitive CL, au moment où le point M reviendra 
en A. 

On dira la même chose des autres arcs t', t",... qui ont pour centres 
les points K', K".. .. 

Supposons que parmi les points Κ, K', K",.. . les uns soient situés 
hors du contour ABC, et les autres au dedans. Soit μ le nombre 
des points intérieurs. Désignons par ζ la somme des valeurs α, a', a",... 
des arcs t, t', t",.... au moment où le point M part du point A. 
Pendant que le point M parcourra le contour ABC, cette somme. . . 
t -f- t' -f- t"-\-, . . variera par degrés insensibles, et lorsque le point M 
reviendra en A, on aura t ·+■ t' -J-1" -j-. . . =6 -^-ιμττ, puisque cha-
cun des arcs t, t', t' , qui a pour centre un point intérieur doit être 
augmenté de ιw, quand le point M revient en A, tandis que les arcs 
qui ont pour centres des points extérieurs reprennent leurs valeurs 
primitives. Pour une position quelconque du point mobile, on a 

-, — cot(< + t' + t" +...), 
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Je dis maintenant que cot+ £"+...) doit s'e'vanouir pour diffé-
rents points du contour ABC en passant du positif au négatif ο.μ fois 
de plus que du négatif au positif. 

La cotangente d'un arc variable s'évanouit en même temps que 

son cosinus , quand cet arc devient égal à un multiple impair de En 

s'évanouissant, la cotangente passe du positif au négatif ou du négatif 
au positif, selon que l'arc croît ou décroît en devenant égal à ce mul-
tiple ; mais elle r.e change pas de signe si l'arc atteint ce multiple sans 
l'outrepasser. L'arc t -+> z'-f-t" -f-. ... variant par degrés insensibles 
pendant le mouvement du point M, deviendra égal une ou plusieurs 

fois à chacun des 2u multiples impairs de ^ compris entre ζ et. . . 

ζ -f- 2pfjTT. Si l'on considère l'un quelconque de ces multiples, l'arc 
t -f- t' + z" -f-.. . doit lui devenir égal en croissant une fois de plus 
qu'en décroissant, puisque Ζ -f- t' + Z"-|-. . . commence par avoir au 
point de départ A une valeur ζ plus petite que ce multiple , et finit 
par avoir une valeur plus grande €-{-·?.μ7Γ, quand on revient au point 
A : alors cot (Ζ -f-1' -f-1"-f-.. .) en s'évanouissant pour ce rnultiple-la, 
passe du positif au négatif une fois de plus que du négatif au positif. 
S'il arrive que la somme variable z + z'-f-z". . devienne égale à un 

multiple impair de ^ qui ne soit pas compris entre ζ et £-f-2W.7r, elle 

l'atteindra autant de fois en augmentant qu'en diminuant: et par con-
séquent cot (Z-f- t'-f-1"-f-. . .), en s'évanouissant pour ce multiple-la 
passera du positif au négatif autant de fois que du négatif au positif. 

Puisque les multiples impairs de ^ compris entre ζ et £-f-uuvr sont 

au nombre de ιμ, que cot(Z-f-z'-f-z"-f-. . . ) en s'évanouissant pour 
chacun de ces multiples, passe du positif au négatif une fois de plus que 
du négatif au positif, et qu'en s'évanouissant pour un multiple impair 

de * non compris entre ζ et ζ-\~2μττ, elle passe autant de fois du po-

sitif au négatif que du négatif au positif ; on en conclut que 

cot (i + i'-f-i'-f- ) ou la quantité q qui lui est égale, en s'éva-

nouissant pour différents points du contour ABC, passera du positif au 
Λ '>' T I S3·''* - S8 
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négatif a/z fois de plus que du négatif au positif. Ce qui est ie théo-
rème de M. Cauchy. 

On peut en donner encore une démonstration analogue à la précé-
dente, mais dans laquelle on ne suppose pas déjà connu le principe 
de l'existence des racines , qui deviendra au contraire une conséquence 
du théorème en question. On verra même par cette nouvelle démons-
tration qu'il s'étend à des équations non algébriques. Elle est fondée 
sur les propositions suivantes : 

ire Proposition. Soient ρ et q des fonctions réelles de deux variables 
réelles χ etj-. Considérons χ et γ comme les coordonnées d'un point 
quelconque M rapporté à un système d'axes rectangulaires Ox, Oy; 
et supposons que chacune des fonctions p, q, ait une valeur finie 
unique et déterminée pour tout point situé sur un contour ABC tracé 
dans le plan χΟχ (elles peuvent devenir infinies pour des points situés 
au dehors ou au dedans de ce contour). Admettons aussi que ρ et q 
ne soient nulles en même temps pour aucun point situé sur ce con-
tour même. Si l'on conçoit que le point M dont les coordonnées sunt 
χ, j, parcoure le contour ABC (dans le sens ABC), la quantité 

^ pourra s'évanouir en changeant de signe pour différents points de ce 

contour. Soit «f l'excès du nombre de fois où ̂  en s'évanouissant passe 

du positif au négatif sur le nombre de fois où ^ en s'évanouissant passe 

du négatif au positif (cet excès peut être un nombre positif, ou né-
gatif , ou zéro). Si l'on fait ρ -f- q \/—i = r(cos£+\/—ι sin t), 
je dis que lorsque le point M partant du point A aura parcouru le con-
tour entier ABC et sera revenu en A , l'arc t après avoir varié par de-
grés insensibles sera égal à la valeur primitive α qu'il avait au point de 
départ A plus Jhr. 

En effet, au moment où le point mobile M part du point A, ρ et q 
ont des valeurs déterminées , et quand le point M revient en A , ρ et 
q reprennent ces mêmes valeurs; donc cos ί et sin ί reprennent 
aussi leurs valeurs primitives; donc α étant la valeur de l'arc t, 
au moment où le point M part de la position A ; quand il y reviendra 
t sera égal à cette valeur primitive χ ou bien à cette même valeur α 
plus ou moins un multiple de la circonférence, de sorte qu'en revenant 
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au point A, on aura t.—a^z2k7T, k étant un nombre entier ou zéro. 

Si l'on a t— t en variant par degrés insensibles pendant 
le mouvement du point M sur le contour ABC, deviendra égal une ou 

plusieurs fois à chacun des 2k multiples impairs de * compris entre 

a et et-\-2k7r, et il atteindra chacun de ces multiples une fois de plus 
en croissant qu'en décroissant , puisque cet arc t a d'abord au point de 

départ A une valeur α plus petite que le multiple de ^ que l'on con-

sidère et finit par avoir une valeur plus grande quand le point M revient 
en A. Donc cot t en s'évanouissant pour ce multiple-là passera dii posi-
tif au négatif une fois de plus que du négatif au positif. Si l'arc t devient 

égal à un multiple impair de ^ non compris entre α et &~\-2hrr, il 

l'atteindra autant de fois en augmentant qu'en diminuant ; et alors 
cot ί, en s'évanouissant pour ce multiple passera du -f- au — autant 

de fois que du — au +. On conclut de là que cot.t ou ^ en s'éva-

nouissant pour différents points du contour ABC passera du positif au 
négatif 2k fois de plus que du négatif au positif. Ainsi le nombre 
que nous avons appelé tf est égal à 2k, et l'on a t = α -f- eTvr , 
quand le point M revient en A. 

Si après avoir parcouru le contour entier, on a t — Λ — 2ktf, on 

prouvera de la même manière que cot. t ou ^ devra s'évanouir en pas-

sant du positif au négatif 2k fois de moins que du négatif au positif, 
on aura donc <P=—2k; et en revenant au point A, t = <t-f-JV , 
(puisqu'on a t = α — 2kir). 

Si le point M revenant en A, t reprenait sa valeur primitive α, cot. t 
en s'évanouissant passerait du -f- au — autant de fois que du — au -f-
de sorte qu'on aurait cf = 0, et en revenant au point A , la formule 
t — JV serait encore vérifiée. 

2e Proposition. Soient p, q, p', q', p", q", etc. des fonctions des deux 
variables χ et j ayant chacune une valeur finie et unique pour tout 
point situé sur le contour ABC. Le point M dont les coordonnées sont 
χ et y parcourant le contour ABC (dans le sens ABC), soient S, 
J",. . . respectivement les nombres qui expriment combien de fois 

38.. 
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chacune des quantités ^,... en s'évanouissant pour différents 

points de ce contour passe du positif au négatif de plus que du négatif 

au positif. On suppose qu'aucune de ces fractions ^ ne de-

vient - sur Je contour meme. SI 1 on pose 

P_|_QV/— , = (p +q i) (p'+q'y/— ! ) 0" -f- \/— ')· · · 
et Δ = «Γ etc. 

le nombre Δ exprimera combien de fois la quantité ^ en s'évanouis-

sant passera du positif au négatifde plus que du négatif au positif. (Cha-
cun des nombres cP', . . et Δ peut être positif, négatif, ou zéro.) 

En effet posons ρ -f- q — ι = r (cos t -f- V
y
— ι sin t), 

ρ' ■+■ H V — ι = r'(cos ί -f- — ι sin t'), 
etc. 

Nous aurons - := cot. (t -f- t' -f- £' -f-. . . .). 

Au moment où le point M part du point A, les arcs t, t', t'... ont 
des valeurs déterminées α, α', a*,... désignons par £ la somme 
a -f- a' -J- a!'-f-.. . Quand le point M aura parcouru le contour entier 
ABC et sera revenu en A, on aura d'après la première proposition 

t = ?-4-cT77-, i'
=

a'-j-£pV, i" = a"-)-(P'V, etc. et conséquemment 
t -f-1' 1" -J-. .. = (a -f- α'-}- a''. .. )-f- (<P-f- cf-f- <P"+ · · . )·3"=£+Δπ. 
On en conclut par le raisonnement employé précédemment que 

col . .), qui n'est autre chose que en s'évanouissant 

pour différents points du contour ABC, passera du positif au négatif Δ 
fois de plus que du négatif au positif. 

COROLLAIRE. Si l'on pose P-|-Q\/—ι =.(p-\-q\/—— i) 

et si l'excès eT'qui se rapporte à ~ est zéro, on aura &. = £, c'est-à-

dire que l'excès du nombre des passages par zéro du -f- au —. sur le 

nombre des passages par zéro du — au + sera le même pour ̂  et 
Ρ .·· pp' — qq' 

^ Q M PI +qp 
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Ce cas a lieu en particulier quand la quantitép' ne s'évanouit pas sur 

le contour ABC : car alors —, ou cot t' ne s'évanouit pas sur ce con-

tour , de sorte qu'on a S" = o. 

On aura encore «T' = 0, si l'on suppose p'—o, car alors ~ ou cot t! 

étant identiquement nulle, ne change pas de signe sur le contour ABC. 

Mais en faisant ρ = ο, - ou ̂ , se réduit à — -. Donc l'ex-

ces J1 est le même pour les deux quantités ^ et —ce qu'il est fa-

cile au surplus de reconnaître à priori. ( Ρ oyez page 306.) 
3e Proposition. Soient Κ, Κ', Κ". . , des points dont le nombre est 

μ. situés dans l'intérieur du contour ABC, et parmi lesquels il peut 
s'en trouver qui coïncident. Soient a et b les coordonnées du point 
Κ, α' et b' celles de Κ', a" et b" celles de K", etc. Si l'on pose 
P-j-Q V—1 = [■*"—a+[j—b)\/—1 j t·*"—α'^~(ΐ—^') V— ι] etc. la 

quantité - en s'évanouissant pour différents points du contour ABC 

passera du positif au négatif ιμ fois de plus que du négatif au po-

sitif, de sorte que pour ^ on aura Δ = 2u. 

En effet si l'on pose 

x — n-f-Cr — b)\/ — 1 = p + ¥ —1 — r (cos t -J-\/ — 1 sin t) 
X — a'-f-(y—b') \/ — 1 = ρ 4-q' V —I = r (cost' -j- y' — 1 sin t') 
t, t', t",.. seront les angles ou arcs de cercles compris entre les 
rajons vecteurs KM, K'M, K"M .. et les parallèles à l'axe des χ 
menées parles points Κ, Κ',Κ". . Quand le point M a parcouru le 
contour entier et revient en A, chacun de ces arcs se trouve aug-
menté d'une circonférence 27Γ. Donc en vertu de la première pro-
position, pendant le mouvement du point M, chacune des quantités 

cot t ou cot t' ou ,·. · passera en s'évanouissant du positif au 

négatif deux fois de plus que du négatif au positif, de sorte que les 

nombres ef ,eP',J . sont tous égaux à -f- 2. Donc pour ? on aura d'a-

près la deuxième proposition, Δ — J* -t- «f + cT"—f—... = an.. 
4e Proposition. Soient Ρ et Q des fonctions réelles des deux va-
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riables χ et γ ayant chacune une valeur finie et unique pour tout 
système de valeurs réelles de χ et de γ. Si le contour ABC ne ren-
ferme aucun point pour lequel on ait à la fois Ρ = ο et Q = ο, je 
dis quon aura Δ = ο pour cest-a-dire que si — s évanouit pour 

différents points du contour ABC, passera en s évanouissant du 

positif au négatif autant de fois que du négatif au positif. 
Cette proposition est évidente, si dans l'intérieur du contour ABC 

et sur ce contour même on n'a jamais Ρ =o. 
Elle est encore vraie lorsque dans l'intérieur du contour ABC et 

sur ce contour même on n'a jamais Q = o. Car, d'après le corollaire 
de la deuxième proposition l'excès Δ est le même pour les deux 

quantités ~ et— , or Δ est nul pour — puisque par hypo-

thèse Q ne s'annulle pas sur le contour ABC ni au dedans, donc Δ 
Ρ est nul aussi pour —. En voici d'ailleurs une autre raison. Au 

moment où le point M part du point A, q- a une valeur et un 

signe déterminés; et quand le point M revient en A , reprend la 

même valeur et le même signe; donc le point M parcourant le contour 

ABC , ne peut changer de signe qu'un nombre pair de fois, 

toujours en s'évanouissant, puisque Ρ seule peut devenir nulle, et 
en passant alternativement du positif au négatif et du négatif au 
positif; ainsi l'on a Δ = o. 

Considérons maintenant un contour quelconque ABC qui ne ren-
ferme pas de point intérieur pour lequel on ait à la fois P = o, 
Q =. o. On pourra évidemment partager l'aire comprise dans ce 
contour en plusieurs segments tels que pour tous les points situés 
dans l'un quelconque de ces segments et sur le contour même qui 
le termine l'une au moins des fonctions P, Q, ait toujours des valeurs 
différentes de zéro et de même signe. Si les contours qui terminent 
deux de ces segments ont une partie commune, on peut admettre 
que dans l'un de ces deux segments contigus, c'est Ρ qui n'est jamais 
nulle, et que dans l'autre c'est Q. Car, si c'était la même fonction 
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Ρ ou Q qui ne fut jamais nulle dans ces deux segments, on pourrait 
les reunir en un seul dans lequel cette même fonction ne serait 
jamais nulle, en supprimant la partie commune aux deux contours 
qui les renferment. Après qu'on aura ainsi supprimé ces lignes de 
séparation inutiles, la fonction Ρ ne sera nulle pour aucun point 
commun à deux contours contigus, puisque, comme nous venons 
de le dire, Ρ ne pourra jamais être nulle sur l'un de ces deux con-
tours et que Q ne pourra pas l'être sur l'autre. 

Cela posé, en parcourant l'un quelconque de ces contours par-

tiels la quantité — ne s'évanouira pas ou bien elle s'évanouira 

en passant autant de fois du positif au négatif que du négatif au 
positif, comme on l'a vu tout-à-l'heure. Donc, en parcourant le 
contour primitif unique ABC qui résulte de la suppression de toutes 
les parties communes, il est clair que passera encore en s'éva-

nouissant du positif au négatif autant de fois que du négatif au 

positif ou que Δ sera nul pour le contour ABC , puisque ne 

s'annulle sur aucune partie commune. 
Maintenant il est facile d'établir le théorème de M. Cauchy. 

Soit F(z) = ο l'équation proposée qui devient Ρ + Q \/ —1 = ο 
quand on fait z = oc y V* —*· Soit μ le nombre de ses racines 
a -|- b \/ —1, a! + b' \J —1, a" -f- b" ν' —1, etc., correspondantes 
à des points Κ, Κ',Κ",.. situés dans l'intérieur d'un contour quel-
conque ABC, de sorte qu'on ait à la fois P = o, Q=o, pour chacun 
de ces points. Soit aussi Δ l'excès du nombre de fois où la quantité 

en s'évanouissant pour différents points du contour ABC passe 

du positif au négatif sur le nombre de fois où -Q-en s'évanouis-

sant sur le même contour passe du négatif au positif. Il s'agit de 
prouver qu'on a toujours Δ = ζμ, quelque soit μ. 

Ce théorème a lieu d'abord si le nombre μ est zéro, c'est-à-dire 
si au dedans du contour ABC il n'y a aucun point pour lequel on 
ait à la fois Ρ = ο et Q = ο ; car alors ou a aussi Δ = ο, d'après 
notre proposition 4e· Supposons que le nombre μ des racines ren-
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fermées dam le contour ABC ne soit, pas nul; F(z) est alors divisible 
par le produit des μ. facteurs ζ—a— h y7— ι, ζ—a!—b' \/—1, etc., 
(parmi lesquels il peut s'en trouver d'égaux). En désignant le quo-
tient par φ (s), on a donc 

F(z)=(z—a—b\/—τ)(ζ—d—b'y/—i) (s—d'—b'\/—j). .. χ φ(ζ). 

En remplaçant ζ par x-\-y\' —ι , F(z) devient Ρ -j- Q \/—. i, 
le produit des fi facteurs ζ — a— b , ζ— d — b' \d — ι , etc.. 
devient une quantité de la forme ρ -f- q \7 — r , φ (ζ) devient aussi 
p'-h'ï V— I ; et l'on a P-f-Q \ — ι = (p+q y/— ιXp'+q' V7— i). 

Supposons comme précédemment que le point mobile M dont les 
coordonnées sont x, y parcoure le contour ABC (dans Je sens ABC). 

La fonction φ (ζ) ou ρ' -f- q \ — ι n'est nulle pour aucun point 
situé dans l'intérieur du contour ABC; donc d'après notre 4 e propo-
sition , en parcourant le contour ABC, on aura cf' = « pour la quan-

tité^-. D'après la 3e proposition, pour É
 0n

 aura cf = 2μ. Donc 

pour q on aura d'après la 2° proposition Δ =r J1 -1- = 2μ. 

Ainsi le théorème est complètement démontré. 
Il importe d'observer que cette démonstration s'applique non-seule-

ment à une fonction entière de ζ qu'on égale à zéro, mais encore à toute 
fonction F(s) qui devenant nulle pour différentes valeurs de ζ de 
la forme a-\-b \/ — 1, donne toujours, étant divisée par ζ—a—b \J—1 
ou par une certaine puissance entière de ce facteur, un quotient 
qui ne devient ni nul ni infini pour cette valeur de z. Nous pour-
rions aussi modifier la forme de cette dernière démonstration, en 
faisant voir à l'aide de nos lemmes, que le théorème énoncé doit 
être vrai pour une équation qui aft racines renfermées dans le contour 
ABC, s'il est vrai pour une équation qui n'en a que μ — ι , après 
avoir prouvé comme nous l'avons fait dans la 4e proposition , qu'il a 
lieu quand ft=o. 

On peut en déduire qu'une équation algébrique d'un degré quel-
conque a toujours autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré. 

Supposons que l'équation F(z) = ο soit algébrique du m'"" degré, 
t 
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elle sera de la forme suivante : 

sm+A,(cosa
/
-i-V'-isina

/
)zm-,+ +A

m
(cos ce^v'-isinfif^szot'S) 

je dis qu'elle aura m racines de la forme a ~i ^ v/— 1 · 
Faisons z — oc -f-j' V — ι = r (cos l -f- V — ' sîu t) ; r est ici la 

distance du point M (x,y) à l'origine Ο et t l'angle que cette-
droite OM fait avec l'axe des x, En désignant par Ρ -f- Q \f— ι 

ce que devient F(s), on trouve Ρ -f- Q \J—ι égal à 

cos mt -f- v/— 1 δ·η mt multiplie par 

r
m^_^

ir
m-«(

CO
sa,-<+v/-isina

I
-Q4-A»rn' '(cosa

2

-2i4"V/-isina
!l
-2i)4-e 

Désignons par ρ -f- q \/—ι le premier facteur cos mt -j- \/—ι sin mt 

et par // + <?' V—1 'e second facteur rm-j~ etc. 

On peut tracer autour de l'origine 0 un contour assez grand pour 
que la partie réelle ρ de ce second facteur soit constamment positive 
pour tous les points situés sur ce contour ou au dehors. Car cette 
partie réelle ρ est r" + A, rm~l cos α, —A

a

r"-acos «^—at+etc. ; 
et l'on voit quelle sera positive, si la distance /· de l'origine k un 
point quelconque M du contour ABC est égale ou supérieure au 
plus grand des modules A„ A,.. A. augmenté de l'unité. En admet-
tant que cette condition soit remplie, la fonction ρ sera à Jortiori 
positive pour tous les points situés hors de ce contour. 

Le facteur p' -+- ne pourra donc être nul pour aucun 
point situé sur le contour ABC ou au dehors ; d'ailleurs le premier 
facteur p + q V—"ï <>u cos mt+ V— ι sin mt n'est nul pour aucun 
point du plan xOy; donc Ρ -f- Q \/—i <IuÎ lc produit de ces deux 
facteurs, ne peut être nul pour aucun point situé sur le contour ABC 
ou au dehors. Ainsi toutes les racines de la forme a -f- b V —ι que 
peut avoir l'équation proposée F(z) = o ouP+ Q V — i — o re-
pondent à des points situés dans l'intérieur de ce contour, et d'après 
le théorème général le nombre total de ces racines est égal à la 

moitié du nombie Δ qui exprime combien de fois la quantité — 

Αοΐ'τ i836. 
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en s'évanouissant sur ce contour ABC passe du positif au négatif de 
plus que du négatif au positif. 

Comme on a P + Q —ι =(p+$r γ/—ι) (/>'-f-y'\/—i) 
le nombre Δ est d'après notre 2e proposition la somme des deux 

f 

nombres analogues «f, relatifs aux quantités Mais poui 

'jr on a S'' = o, puisque p' est positive pour tous les points du contour 

ABC. Je dis que pour ̂  on a £= 2m. En effet, ^ n'est autre chose que 

cot mt. Or, l'arc t ayant une valeur déterminée α au moment où 
le point M qui se meut sur le contour ABC part du point A, devient 
égal à a -f- 27Γ quand ce point revient en A, de sorte que mt devient 
égal à mx -f- 2mir; d'où l'on conclut que cot mt passe en s'éva-
nouissant du positif au négatif 2m fois de plus que du négatif au 
positif, ainsi pour ^ l'on a bien <Ρ= am. 

Puisque la valeur de Δ relative à ^ est égale à ef -h<P' et qu'on vient 

de trouver «f1' = ο et cT = 2m, on en conclut δ = am. Donc le 
nombre total des racines de l'équation algébrique F(z) = ο est égal 
à son degré m, puisqu'il doit être égal à la moitié de Δ. 

Le raisonnement que je viens d'employer pour déduire du théo-
rème de M. Cauchy la proposition que toute équation algébrique du 
mdegré a m racines, peut encore servir à prouver autrement que dans 
les noS 5 et 6 de l'article précédent, que si l'on trace un contour suffisam-
ment petit autour d'un point Κ correspondant à une racine simple 
d'une équation quelconque F(z) = o, ou à une racine multiple de 
l'ordre n

t
 on trouvera, en parcourant ce petit contour, Δ = 2 

ou Δ = an, c'est-à-dire que la quantité ^ en s'évanouissant sur ce 

contour passera du positif au négatif 2 fois ou an fois de plus que 
du négatif au positif. D'un autre côté il a été prouvé dans notre 
4" proposition et aussi dans l'article précédent qu'on a toujours 
Δ = o pour un contour qui ne renferme pas de racines. Cela posé, 
si l'on considère un contour quelconque qui renferme un certain 
nombre de racines, on peut le partager en plusieurs contours dont 
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les uns très petits ne renferment qu'une seule racine (simple ou 
multiple) et les autres n'en contiennent pas, et l'on fera voir comme 
dans l'article précédent, nos 7 et 8 que le théorème de M. Cauchy ayant 
lieu pour chacun de ces contours partiels de l'une et de l'autre 
espèce, a lieu aussi pour le contour donné formé de leur réunion. 
Je n'insisterai pas davantage sur cette nouvelle démonstration du 
théorème, qu'il suffit d'avoir indiquée. 

La proposition suivante mérite encore d'être remarquée. Soit 
F (ζ) == ο une équation (algébrique ou non algébrique) qui devient 
P + Q\/ — 1 = 0 quand on fait ζ = χ -f- y \J — 1 et qui a 
un certain nombre μ de racines renfermées dans l'intérieur du 
contour ABC, n'en ayant aucune sur ce contour même. Soit 
f(z) — ο une autre équation qui devient p-\-q \/—1=0 en faisant 
z—x-\-y\/—1 et qui a ν racines au dedans du même contour. 
On suppose qu'aucune des quantités P, Q, p, q ne peut devenir in-
finie pour des valeurs finies de χ et dey. Si l'on divise P+Q V — 1 
par p-j-q V7—1 , on aura un quotient de la forme p' + q' V7—i, 
dans lequel les quantités p' et q' auront toujours des valeurs finies 
pour tous les points du contour ABC. Je dis qu'en parcourant le 

contour ABC, la quantité ψ- passera en s'évanouissant du positif au 

négatif —r) fois de plus que du négatif au positif, ou qu'on aura 

«Γ' = 2(jtt — v) pour 

En effet on a d'après le théorème Δ = 2μ pour q, <f=2P pour^ 

et d'après notre 2e proposition on a aussi Δ = J1 -f- cT'. De là résulte 
' = 2(μ — ν). 
Donc quand on connaîtra «Γ' et l'un des deux nombres de racines 

μ, y, on connaîtra l'autre. En particulier on aura ef' = 0, si les deux 
équations F(s)=o ety(z)=o ont le même nombre de racines dans 
l'intérieur du contour ABC; et réciproquement. 

La recherche du nombre des racines d'une équation F(z) = ο 
contenues dans un coutour donné étant réduite à trouver l'excès Δ 
pour ce contour, nous allons maintenant donner les moyens de 
déterminer ce nombre Δ, lorsque l'équation F (ζ) = ο est algébrique. 

39.. 
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«Supposons que le contour ABC soit compose de plusieurs portions 

de lignes AB, BC, etc. Il faudra determiner en parcourant successi-
vement chacune de ces portions de lignes AB, BC, . . . l'excès (po-

sitif, négatif ou zéro) du nombre de fois où la quantité en sé-

vanouissant passe du positif au négatif sur le nombre de fois où 
elle passe du négatif au positif. Le nombre Δ sera égal à la somme 
de tous ces excès partiels relatifs aux différentes portions du contour 
ABC. Il suffit donc de considérer l'une de ces portions AB. On peut 
trouver l'excès qui s'y rapporte, lorsque les coordonnées oc et y d'un 
point quelconque de cette ligne AB peuvent être exprimées par des 
fonctions rationnelles d'une certaine variable s. On emploie à cet 
effet une méthode semblable à celle que j'ai donnée dans mon 
théorème pour la détermination du nombre des racines réelles d'une 
équation comprises entre deux limites quelconques. 

Ρ et Q devenant sur la ligne AB deux fonctions rationnelles de 
la variable s, leur quotient ^ prendra la forme d'une fraction -

dans laquelle Y et V, seront deux fonctions entières de s. On fera 
sur ces deux polynômes V et V, l'opération nécessaire pour trouver 
leur plus grand commun diviseur, en ayant soin de changer les 
signes de tous les termes de chaque reste avant de le prendre 
pour diviseur du reste précédent. Ainsi en supposant que le degré 
de V par rapport à s soit supérieur ou égal à celui de V,, on 
divisera V par Y, jusqu'à ce qu'on arrive à un reste d'un degré 
inférieur à celui de V,. On changera les signes de tous les termes 
de ce reste, et en le désignant après ce changement de signes par 
V,, on divisera Y, par V„; on arrivera à un nouveau reste — V

s
. 

On divisera de même V, par Vs, et en continuant ainsi on arrivera 
enfin à un dernier reste V

r
 indépendant de s ou qui contenant s 

divisera exactement le reste précédent V,_,. 
Si l'on parcourt la ligne A Β (dans le sens ABC), s aura d'abord 

pour le point de départ A une certaine valeur a; avariera ensuite 
par degrés insensibles et finira par avoir pour le point Β une valeur 
ë plus grande ou plus petite que a. (s peut dans ses variations 
tantôt croître, tantôt décroître, et même ne pas rester comprise 
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t ntre les valeurs α et S relatives aux deux points extrêmes A et B.) 

Cela posé, l'excès ε du nombre de fois où la quantité y ou ^ 

en s'évanouissant pour différents points de la ligne AB passera du 
positif au négatif sur le nombre de fois où elle passera en s'éva-
nouissant du négatif au positif sera égal à l'excès du nombre des 
variations qui se trouveront dans la suite des signes des fonctions 
V,V„V„. .V

r
 pour s—ζ sur le nombre de leurs variations pour s = et. 

Cette proposition résulte des considérations suivantes: tandis que 
s varie depuis α jusqu'à C , la suite des signes des fonctions V,V„ ... V

r 

pour chaque valeur de s ne peut s'altérer qu'autant qu'une de 
ces fonctions change de signe et par conséquent devient nulle. 
Quand c'est une des fonctions intermédiaires entre V et V, qui s'att-
nulle, on prouve aisément (comme dans la démonstration du théo-
rème relatif aux racines réelles) que le nombre des variations dans 
la suite des signes de toutes les fonctions demeure le même, et quand 
s en croissant ou décroissant, atteint et dépasse une valeur qui an-
nulle Y, la suite des signes gagne ou perd une variation ou conserve 

le même nombre de variations selon qu'alors ψ passe du positif 

au négatif, ou du négatif au positif ou ne change pas de signe; 
cela est vrai , lors même que Y et V, ont un plus grand diviseur 
commun V, qui s'annulle pour la valeur de λ que l'on considère, 
auquel cas toutes les fonctions "V, V„... V

r
s'annullent en même temps. 

On conclut de là la proposition énoncée qui a lieu soit que V et \r, 
aient ou n'aient pas de diviseur commun (*). 

Si l'on trouve un plus grand commun diviseur V, entre Y et V,, 
il pourra se faire qu'on ait à la fois Ρ = ο, Q = ο, pour une 
valeur de ί qui annullera ce plus grand commun diviseur et qui 

(*) Les recherches qui m'ont conduit à mon lliéorèmc sur la de'termination des 
racines réelles des équations m'avaient aussi fait rencontrer cette dernière propo-
sition parmi plusieurs autres. Mais comme je n'en voyais pas alors l'utilité, je ne 
l'ai pas énoncée dans l'analyse de mon mémoire insérée AU Bulletin des Sciences 
de juin 1829. J'en ai fait mention depuis dans le nn 20 du mémoire imprimé dans le 
Recueil des Savons étrangers ; elle admet d'ailleurs les simplifications exposées 
dans ce mémoire. 
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répondra à un point situé sur la ligne AB entre A et B. Dans ce 
cas, Ρ et Q étant nulles h la fois pour ce point-là, en substituant 
ses coordonnées dans la formule χ -hr v/—ï~» on aura une racine 
simple ou multiple de l'équation F(z)=o. Si le plus grand commun 
diviseur entre V et V, ne devient nul pour aucun point de la ligne 
AB situé entre A et B, ou si l'on ne trouve pas de plus grand 
commun diviseur, on sera certain, pourvu qu'on n'ait supprimé 
d'avance aucun facteur commun à Ρ et à Q, qu'il n'existe sur la ligne 
AB aucun point correspondant à une racine de l'équation F (ζ) = o. 
C'est en admettant cette hypothèse que nous avons démontré le 
théorème de M. Cauchy; les modifications qu'il faudrait y apporter 
dans le cas où il y aurait des racines sur le contour même ABC, 
exigeraient une discussion longue et minutieuse que nous avons voulu 
éviter en faisant abstraction de ce cas particulier. 

Nous avons supposé le degré ds V par rapport à s supérieur ou égal 
à celui de V,. Si le degré de Y est inférieur à celui de V,, on cherchera 
encore le plus grand commun diviseur entre V et Y, en divisant d'abord 
V, par V, puis V par le reste de la première division après avoir 
changé les signes de tous ses termes, et en continuant ainsi on for-
mera cette suite de fonctions V,, V, V,, Vs, .. V

r
. La différence 

qu'on obtiendra en retranchant le nombre des variations formées 
par leurs signes pour s = Λ du nombre des variations pour s-=Ç, 

exprimera l'excès Ε du nombre de fois où la quantité γ en s'éva-

nouissant sur la ligne AB passera du positif au négatif sur le nombre 
de fois où elle passera du négatif au positif. Ce nombre Ε étant 
ainsi déterminé, l'excès cherché e du nombre de fois où la quantité 

inverse en s'évanouissant sur la même ligne AB, passera du positif 

au négatif sur le nombre de fois où elle passera du négatif au positif, 
sera égal à —Ε ou à —E-f- ι ou à —Ε— ι selon que cette quan-

tité ~ aura des valeurs de même .signe pour s = a et s = ë, ou 

qu'elle sera positive pour s = α et négative pour s = ζ, ou qu'elle 
sera négative pour s—a et positive pour s= ζ. 

En effet, la quantité γ- peut changer de signe sur la ligne AB 
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en devenant tantôt nulle , tantôt infinie. L'excès i du nombre de 
fois où en devenant nulle ou infinie elle passe du positif au négatif 
sur le nombre de fois où elle passe du négatif au positif est égal 
à la somme des deux nombres s et E. D'un autre côté cet excès i est 

évidemment égal à zéro ou à -f- ι ou à— i, selon que ~ a des valeurs 

de même signe pour s == α et s = £, ou que est positive pour 

s =. et et négative pour s — ζ, ou qu'elle est négative pour s = CL 

et positive pour s = ζ. Donc e est bien égal à — Ε dans le premier 
cas, à -E + ι dans le second et à — E— ι dans le troisième. Cette 
proposition a lieu, comme on voit, quand même V et Y, ne seraient 
pas des fonctions entières de s. 

On peut toujours rendre Ρ et Q fonctions rationnelles d'une même 
variable s, lorsque la ligne AB est une droite, ou un cercle ou un 
arc de cercle. 

Si la ligne AB est droite, il suffit de prendre pour s la distance 
d'un point quelconque de cette droite à un point fixe situé sur sa 
direction, ou bien encore ou peut supposer que s n'est autre que 
χ ou y. Si la droite AB est parallèle à l'axe des x, y est constante 
et il faut prendre s — χ ; si elle est parallèle à l'axe des y, χ est 
constante et l'on prend s—y. 

Si la ligne AB est un cercle ou un arc de cercle dont le rayon 
soit R et dont le centre ait pour coordonnées g et h, on fera 
χ = g + R cos t, y = h + R sin t, et l'on prendra s = tang j· t. ; 
alors on aura χ = g -f- —/

=
""τ~7+ν » et Ρ , Q seront 

des fonctions rationnelles de cette nouvelle variable s, de sorte que 
? prendra la forme Χ-, V et V, étant des fonctions entières de s. 

Pour la pratique, ce qu'il y a de plus simple est de chercher par la 
méthode précédente les racines contenues dans des rectangles dont les 
côtés sont parallèles aux axes. On ne fait alors varier qu'une seule des 
coordonnées a?, y dans Ρ et Q qui sont des fonctions entières de .r et γ. On 
abrégera le calcul en supposant d'abord les deux côtés du rectangle qui 
sont parallèles à l'un des axes situés à des distances infinies de cet axe. 
Car alors en parcourant ces côtés-là pour lesquels on aura_/ou.r=—oo 
et = -f- co , la quantité ^ ne s'évanouira pas ou s'évanouira une seule 
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fois, et l'on verra aisément si en s'évanouissant elle passe du positif au 
négatif ou du négatif au positif. 

On peut ainsi déterminer approximativement les parties réelles 
χ et les parties y des racines représentées par x-h-ysj— ι ; on 
obtiendra ensuite des valeurs plus exactes de ces racines par les métho-
des d'approximation usitées. 

On peut encore dans la pratique faire usage de la proposition sui-
vante dont on peut donner une démonstration semblable à la première 
du présent article. Soit une équation algébrique F(z) = ο de la forme (r>) 

qui devient P + Q\/—1=0 en faisant z = .r-\-y\/'—1· 
Si l'on donne à y dans Ρ et Q une valeur déterminée h positive ou 

négative, et si l'on fait croître χ depuis — 00 jusqu'à + 00 , l'excès du 

nombre de fois où ^ en s'évanouissant passera du positif au négatif 

sur le nombre de fois où q en s'évanouissant passera du négatif au 

positif sera égal à l'excès du nombre des racines χy \/—1 
de l'équation F(z) = o, pour lesquelles y est plus grande que h 

sur le nombre des autres racines pour lesquelles/ est plus petite que h. 
Le degré m de l'équation F(z) = ο étant pair, si l'on donne à χ 

dans Ρ et Q une valeur déterminée g et si l'on fait croître y depuis 

— so jusqu'à -f-co , l'excès du nombre de fois où ^ en s'évanouissant 

passera du positif au négatif sur le nombre de fois où ^ passera du né-

gatif au positif sera égal à l'excès du nombre des racines de l'équation 
F(z) = o pour lesquelles la partie réelle χ est plus petite que g sur le 
nombre des autres racines pour lesquelles χ est plus grande que g. 

Le degré m étant impair, si l'on fait toujours x—g dans Ρ et Q et si 
l'on fait croître / depuis — 00 jusqu'à 4- co , l'excès du nombre de fois 

où la quantité —ρ en s'évanouissant passera du positif au négatif sur 

le nombre de fois où elle passera du négatif au positif sera encore 
égal à l'excès du nombre des racines de F(z)—ο pour lesquelles χ 
est plus petite que g sur le nombre des racines pour lesquelles χ est 
plus grande que g. 


