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NOTE

Sur le Calcul des inégalités périodiques du mouvement
des Planétes,

Par 4. LIOUVILLE.

(Présentée 4 VAcadémnie des Sciences, le 29 février 1836) (%)

i. Lorsqu'une planete m’ agit sur une autre planete m, elle produir
daus le mouvement de cette derniére des inégalités séculaires ou pe-
riodigues qui font varier en fonction du temps les constantes arbi-
traires du mouvement elliptique. Le calcul de ces inégalités dépend du

deéveloppement en série d’une fonction que Laplace désigne par R
dans son ouvrage et qu’il appelle fonction perturbatrice. Les coefh-
cients des divers termes du développement dout il s’agit peuvent éue
calculés de plusieurs maniéres. On les exprime , par exemple, en qua-
dratures définies doubles. Je vais montrer que l'on peut quelquefois
substituer a ces intégrales doubles des intégrales simples ayant & tres
peu pres les mémes valeurs , ce qui abrégera, ce me semble, le calcul
des inégalités périodiques du mouvement des planétes. Au fond, ls
meéthode dont je propose de faire usage, dépend de quadratures de-
finies doubles, tout aussi bien que la méthode ordinaire; mais ici
les quadratures sont rapportées a de nouvelles variables qui permet-
tent d’effectuer, pour ainsi dire, immédiatement, et avec une approxi-
mation tres grande, l'une des deux intégrations indiquées. Dans
chaque cas particulier, on jugera sans peine quels peuvent étre les
avantages et les inconvénients de ce nouveau procéde.

*) Voyez le rapport de M. Poisson sur cette Note (Comptes rendus hebdomu
Aaires des séances de I Académie des Sciences. Avril 1836).
Tre 1836, 26
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2. Soient r le rayon vecteur Om mené du centre de la planeéte i au
centre O du soleil, a le demi-grand axe, e I'excentricité de lorbite de
cette plancte, 5 son inclinaison sur un plan fixe que nous prendrons
pour plan des xy et quisera, sil'on veut, le plan de I'écliptique & I'é-
poque d’'ou 'on compte le temps ¢ : désignons par « la longitude du
nceud ascendant OA comptée sur le plan des xy a partir de l'axe des
x, par v —a l'angle du rayon vecteur r avec la droite OA et par » la
valeurde v qui répond au péribélie. Si 'on nomme z'anomalie excen-
trique, les valeurs de r et de v, dansle mouvement elliptique de la
planete m, seront données en fonction de u par les équations

I 4+ ¢

1 — c

r=a(1—ecosu), tang:(v— @)= \/ tang ; u.
Pour trouver & son tour la valeur de « en fonction de Panomalie
moyenne {, il faut résoudre 'équation

{ = u — esinu.

Enfin, en nommant n¢ le moyen mouvement de la planete m et
¢ — @ la valeur de { pour £=o0, on a, au bout d’'un temps ¢ quel-
conque , {=nt—¢— o.
Pour une autre planéte m/, il existe des formules semblables :
"o 14¢ '
r=ad(1—é cosu'), tang;(v'—a')= \/1—_—e tang § o/,

{ =uv—éesmu, =nt4+d—o

Le cosinus s de I'angle compris entre les deux rayons vecteurs 1 ¢t r*
se calculera aisément d’apres ce qui précede : en effet on a

— T 3y + =

- rr ?
x, ¥, %, ¢tant les coordonnées du point m, &', ', 2’ celles du point
m’; mais, par les formules connues, si I'on transforme les coordon-
nées rectangulaires en coordonnées polaires, il vient

x = rfcosacos(y — a) — cosy sinasin(v — a)],
y = rsina cos(v — a) 4 cosy cosasin(v — a)],
z2 = rsinysin(v — a),



PURES ET APPLIQUEES. 199

et
x' =r'[cosa’cos(¢) — &) — cosy'sina’sin(y' — a')],
' =71[sin a'cos(v' — &') 4 cosy cosa’sin(v — a')],
z'=7r sin9 sin (v' — '),

d’ou l'on peut tirer la valeur de s en fonction de r, #, v, ¢/, 2, a'
Y V-

3. Ces formules du mouvement elliptique des planétes représentent
encore leur mouvement troublé par une cause quelconque pourvu que
Yon remplace les constantes a , e, @, 2,9, ¢, a', ¢, o', o/, 3/, ¢ par
des fonctions convenables du temps £ : en méme temps on écrira
Sndt au lieu de nt, fr'dt au lieu de n't; et les intégrales f'ndt, fn'd:
que nous désignerons par p, p', représenteront ce qu’on appelle alors
les moyens mouvements de m, m'.

Pour déterminer les perturbations que la planéte m’ produit dans le
mouvement de la planéte m, il faut développer en série la fonction dé-
signée par R dans la Mécanique céleste et nommée fonction perturba-
trice , parce que ses dérivées partielles prises par rapport & x, 7y, z et
précédées du signe — représentent les composantes de la force pertur-
batrice respectivement paralléles aux axes des x, des y et des z.

L’expression de R en fonction de r, 7, s est

b4

’
mrs m
R =

T Ve —arrs
et par conséquent, on doit regarder R comme une fonction pério-
dique de { et {’, renfermant en outre les éléments elliptiques a, «/,
e, e, etc. (*).

Cela posé, pour calculer les variatious des constantes a, ¢, w, a, ¥,
¢ etdu moyen mouvement p, en fonction du temps ¢, qui sont produites
par Taction perturbatrice de la planéte 2, on se servira des formules

-

m'rs , L
de R étant aisces & cal-

re

(*} Les inégalités produites par le premier terme

culer par divers procédés, on pourra, si I'on veut, appliquer les raisonnements
qui suivent au second terme de R seulement. 11 est d’ailleurs natuzel de considérer
4 part ce second terme puisqu’il reste le méme (abstraction faite du coefficient nu-~

mérique m’) quand, au lieu d’étudier Paction de m’ sur m, on étudie celle de
m sur m’,

20.,
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d?s da  de

de Lagrange dans lesquelles les dérivees a0 o o Gle sont ex-

primées au moyen des différenticlles partielles de R prises par rapport
aux éléments de la planéte troublée et multipliées par des coefficients
dans lesquels le temps ¢ n'entre pas explicitement. On a, par exemple,

dik  da __ 2 dR

d‘p_
“de ? d T T antde

de-

3
Po

il existe des formules semblables pour les variations des autres
éléments.

Quand on néglige, comme nous le ferons dans cette nofe, le carre
de la force perturbatrice, on doit regarder dans le second membye
toutes les quantités £, ', a, @, e, €, etc., comme réduites a Jeurs va-
leurs elliptiques; et en désignant par la caractéristique d' les variations
éprouvées par ces quautités, on a

d-d; o 3 dR dda 2 dR

& T @ td d T T an A’

Si maintenant on développe R ¢n une séric de sinus et de cosinay
d'arcs multiples de Z et ¢, le terme de ce développement qui sera indic-
pendant de £ et {’ produira seul les inégalités séculaives des éléments
de Yorhite de m; et au contraire les termes contenant sous les signes
sinus et cosinus les quantités ¢ et ¢ produiront les inégalités perio-
diques de ces mémes éléments.

Si par exemple R contient un terme de la forme M sin (i —77'5,
¢ ot /' étant deux nombres entiers positifs ou négatifs, ce terme pro~
duira dans les valeurs de d'p, da les inégalités respectives

- mii_%znf)’ .cos (iL — i), — ;;Hiﬂ-“-—_i";n'i) csin (i — i)
de méme si R coutient le terme Ncos(i{ —1i'7"), ce terme produira
dans Jp, da les deux inégalités

3N . 2N

T et . ol
csin (L —17"), =T cos(if — ¢’ :

a(in— ')
ces quatre inégalités dépendent du méme argument in — in'.

4. On peut calculer les valeurs de M et N, correspondantes a un ar-
gument donné, par diverses méthodes. En effet, les excentricités e, e’ et
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langie A du plan de Yorbite de m avec le plan de Vorbite de m' étany
-le tres petites quantités pour les principales planetes, on peut deve-
iopper la fonction R suivant les puissances croissantes de ¢, €/, ¢in [ A,
et e la sorte on obtient avec tel degré d’approximation quion veut les
valeurs de M et N en séries ordonnées suivant les puissances asceri-
dautes des excentricités et des inclinaisons des deux planetes.

En faisant usage de cette méthode, on prouve aisément que les
coeflicients M et N qui répondent a Pargument in — ' sontde 'ordre
i — i’ par rapport aux excentricités et aux inclinaisons (la différence
; — (' ¢tant calculée abstraction faite du signe), de maniéve que i fce
combres ¢, ¢, sin £ A devenaient infiniment petits du premier ovive,
ex nombres M et N deviendraient infintment petits de I'ordre i — "
"~ i snivant que ¢ est supérieur ou inférieur a . Ce théoréme remar-
mable nous sera trés utile par la suite.

M. Poisson a donné, pour calculer les valeurs de M ¢t N une methods:
qui, dans un grand nombre de cas, est préférable a la précédente.
Cette méthode , dont M..Hansen a le premier fait usage dans la theorie
de Jupiter et de Saturne, consiste a exprimer les coeflicients M et X
par des intégrales détinies doubles relativesa £, £’ et prises entre ie-
lintites o et 277.

Je me propose de montrer, daus cette Note, que 'on peut queique-
fois remplacer avec avantage les intégrales définies doubles par des
intégrales définies simples exprimant les valeurs de M et N non pas
rigoureusement, mais avec autant d’approximation que 'on voudra.
Les formules auxquelles je suis arrivé reposent sur une analvse tres
simple.

5. Pour fixer les idées, proposons-nous de calculer les coefhicients
relatifs a la grande inégalité de Saturne produite par laction de Jupi-
ter, inégalité qui répond a Vargument 5n— 2n/, nt étant le moyeu
mouvement de Saturne et #'t celui de Jupiter. PuisqueR est une touction
de 7, ¢', représentons cette fonction par F({, {'); représentons en
ontre par A le terme du développement de R qui ne contient ni 7,
ni ¢, par A,, Ay, Ag,..., B, B,, Bs,... les coeflicients des cosinus
et des sinus des arcs 57 — 2, 100 — 4, 150 — 87',... que nous
nommerons , pour abréger, 8, 28, 30,.... Daprés ccla, si Fon

pos¢
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F(¢,7)=A+A, cos84 A, cos20+ Azcos 36 . ..
—+ B, sin § -+ B, sin 26 By sin 36 4. ..
+e(, ),

F(Z’Cl)=A+2A’LOSPB+EBP§Ian+¢(Z: C,):

ou

la fonction ¢ (2, ') ne contiendra aucun terme dépendant de Pargu-
menl 57— an’ ou de ses multiples. Maintenant faisons { == 27,

=5r— E—;, 7 désignant une nouvelle variable : il viendra
F (27, by — %) = A -4 ZA, cos pf + =B, sin pf
‘
+(p(27, 50’—;);

et il est clair que le développement de ¢ (za, 57— %) ne contiendri

aucun terme indépendant de ¢ : donc en multipliant par d7 et inté-
grant, entre les limites ¢ =0, 6=27, les deux membres de I'égalite

précédente , on aura
A + =A,cospf + ZB,sinph = ¥(6),

£quation ou l'on a fait
V= L &
¥ (6) ___Mf OF(za, 50-—2)da'.

La fonction ¥ () est, comme on voit, une fonction périodique de 6,
etl'on a

¥ (am + 0) = ¥(b).
En changeant 8 en —8, notre équation devient
A -4 ZA, cosph — EB,sinpe = ¥(—40):

combinant cette nouvelle égalité avec celle dont elle dérive, par voie
d’addition et de soustraction, et posant

¥ (6) + ¥(—8) =2w(f), ¥@O) — ¥(—0) = al(),

on obtient
(1) A4 =A,cospl = & (b),
(a) =B, sin pf = 11 ().
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Dans la theorie de Jupiter et de Saturne,on doit regarder comme a
P ’

peu pres insensibles les coefficients A,, B,, A;, Bs,... dont les deux

premiers sont déja du sixieme ordre par rapport aux exeentricites

et aux inclinaisons. Or, en négligeant ces coefficients, il vient

A+ Acosl = @ (h), B,sinf = I(8).
Un peut donner a 6 une valeur arbitraire. En posant par exemple
6= ;5, on trouve

A=a(), B =n()

Si1l'on veut, dans ces formules, substituer 2 la fonction = la fonction ¥,
on se rappellera que I'équation ¥ (27 §) == ¥ () qui a lieu en gén¢-

ral donne
MCHERICIH
et 'on aura

A=+ (] b= o) - 4]
Si dans l'équation

A+ A cosh = = (h),

ou pose successivement §=o, §==, puis qu'on ajoute et quon re-
tranche I'un de P'autre les deux résultats obtenus, on aura

A= i=0) + =), A = i[#(0)—a(x)],
ou, ce qui est la méme chose,
A= [¥(o) + ¥(@)], A= i[¥(0) — ¥(=)].

Les valeurs de A sont exactes aux quantités prés du sixiéme ordre par
rapport aux excentricités et aux inclinaisons : celles de A,, B, sont
exactes aux quantités prés du neuviéme ordre; car leurs expressions
ne changeraient pas quand méme on tiendrait compte des termes
A, cos 20, B,sin20 négligés tout i heure, en continuant 3 regarder
comme insensibles les coefficients Ay, By, A,, B,,... qui sont au
moins du neuvieme ordre. En effet,, si I'on conserve les termes
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A, cos 28, B,sin 28, 'équation {2) doune

B, sing 4~ B,sin2f = 0 (#,

s , &
d'ou résulte, en posant = _,

h=n()

De méme Yéqnation (1) donne
A+ A cosh - A, cos2f = = (8) :

faisaut donc successivement =0, § ==, puis retranchant les deus
resultats I'un de l'autre , on trouve

A = i[w(0) — @(7)];

ces valeurs de A, , B, coincident avec celles que nous avons obtennes
en premier lieu.

Fn prenant la deérivee par rapport 4 8 des deux membres de F'equa-
ton A 4 A, cos 8 == A, cos 2§ = @ (f), on obtient

A, sinf 4 2A, sin 20 = — -—T\ =—a'(h);

. . n » ” v - . .
faisant done =", on a, au méme degré d’approximation que c1-

2
k3
dessus: A, = — =&’ (;)

u. Désignons en général par i, i’ deux nombres entiers premiers
entre eux, le premier étant positif et pour fixer les idées, plus grand
que ie second qui sera indifléremment positif ou négatif. Posons 7=i's.

£ =17 — 5, ce qui doune i — '’ = 6, puis representons par A,,
B, les coeflicients de cos p(i{ — '), sinp (i — ') dans le develop-
pement de R En faisant

] 27 . . [4

:;7- o F(lﬂ, 19'—1—.7)[10'—\1,(6),
puls

¥ (6) ¥ (—§) == 2 (8), ¥(8) — ¥(—6) = 201 (8),
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on trouvera, par une analyse semblable a celle employée ci-dessus,

(3) A 4 ZA, cospl = = (8),
(4) =B, sin pf = 11 () :

les coefficients A,, B, sont de I'ordre p(i — ') : si donc on néglige lcs
quantités de lordre 2(i — i'), on aura simplement

A+ A cosl = =@), B sinf = 11(6),

d’ou I'on conclura , sans difficulté,

x t = 37\
A=a()=:[*O)+*F)]
ou A= ;[w(0) + @ (7)] = [¥ (0) + ¥ (w)],
puis A =1i[@(0) — @ (x)] = ¥ (o) — ¥ (=)],
x 1 x h
B=n0() =1+ —¥()}
Les valeurs de A, B, sont méme exactes aux quantités pres de I'ordre
3(i—i'); car elles ne changeraient pas si 'on tenait compte des
termes A,cos 28, B,sin 20, en continuant  négliger les termes sui-
vants : A; cos 38, Bysin30,... qui sont au moins de P'ordre 3(i—7').
Ces formules A, = 1[¥ (0) — ¥ (7)], etc. sont d'autant plus cxactes
que la différence ({ — ') est plus considérable et l'on pourra, ce
me semble, en tirer parti, dans la théorie des planétes, pour la dé-
termination des inégalités & longue période.
7. 8i dans le calcul des coefficients A, A,, etc., on veut négliger

seulement les termes de Vordre g(i — '), voici quelle marche on
pourra suivre (*).

(*) Trouver les valeurs de A, A, , etc., qui satisfout aux équations (3) et (§), aux
quantités prés de l'ordre g (—1'), c’est-a-dire en négligeant les quantités dont
Yordre est = q ou>g (ce qui réduit les premiers membres de ces équations & un
nombre limité de termes), estun probléme indéterminé comme tous les problémes
d’interpolation. Que'on donne 4 ¢ un nombre suffisant de valeurs particuliéres, choi-
sies arbitrairement, et1’on formera par 13 autant d’équations qu’il en faut pour de-
terminer toutesles inconnues A, A, etc. Chaque €équation obtenue de la sorte cst,
pour ainsi dire, une observation i laquelle ces inconnues doivent satisfaire.Quand les

Jun 1836. 27
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V_
Les ¢ valeurs de \/1 sont, comme on sait,

4= ix

27 — . 2n —_— .
1, C05—7‘+\/'-1 s, COS?-{— V—1 sin-, ...

COSs Eﬁ:_i)_w. + \/._ 1 sin Lﬁ:ﬂ.
9 q
La somme des puissances p“™* de ces racines est égale a ¢ ou a zéro,
suivant que p est ou n’est pas un multiple de ¢. On a donc, en sup-
posant p > o et différent de g, 29, etc.,

1 -|-(cos%’+ \V/—1 sin 1(1’5)11’+. . .+(cosn—(i%'—)f+ \V—1sin 2—(9-—';2)" =o,

ou, ce qui est la méme chose,
1+ cos2{%+cos%f+“_.+cosz(q-;u)w=o’

sin 2—’f+sin4ﬂ +...+sinw= 0:
9 9 q
la derniére de ces égalités subsiste. méme quand p est nul et quand p
est égal & un multiple de g. Cela posé, reprenous I'équation

¥ = A 4 ZA,cospt + =B, sin pf ;

faisons-y successivement =0, §= b= bz =2V
q q’ q ?

puis ajoutous tous les résultats obtenus ; le coefficient de A et celui
de A,, A,,, etc., seront égaux a g, etles coefficients des autres termes
seront nuls : par suite il viendra

q(A-{—A,-{—A,,-l—etc.):*P(o)+*l’(% ?(%)—l—+~?[’i7—;__’—" ,

seconds membres = (8), [1(¢) sont connus en nombres pour une valeur particuliere de
8 telle que f,, il est naturel de ranger les équations que produit ’hypothése =86,
parmi celles donton fera usage pour déterminer A, A,, etc. Mais presque toujours les
formules que nous démontrons dans le texte seront celles dont Yemploi présentera
le plus d’avantages.
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ce qui donne

A= «Ir(o)+~1r(°"’)—|-~lf(4")+ +¥ [2(9_’)']},

en négligeant les termes A,, A,,, etc., qui sont de Vordre g(i — ")

ou d’ordre supérieur. 8i, pour abréger, on représente [quelle que soit
la fonction f(u)] I'expression

S©)+ f() + f(a)+ ... +f(g — 1) par Z! f(u),
on pourra écrire
@ A=ize(s)
Je reviens i I'équation
¥ (B) = A 4 =A, cos p, § + =B, sin pé,

dans laquelle j’ai écrit p, au lieu de p, et je regarde p comme une va-
leur particuliére de p, comprise entre o et g. En multipliant les deux
membres par cos pf, jobtiens

¥ (B) cosp 8=Acosp b + £ =A,, [cos (p, + p) 8 + cos (p, — p) 8]
~+ 3 =B, [sin (p, + p) 8 +sin (p, — p) 6] :

faisant successivement dans cette équation § = o, § = ;z -
§ = 7 4_:_ ARREE § = 2P :i; 1) ~ , puis ajoutant tous les ré-

sultats obtenus, je trouve que, dans le second membre, les coeffi-
cients de A, A,, ... A,_, sont nuls & I'exception de celui de A, qui
estégal 2 p-}-¢ : en négligeant les termes de Pordre g (-—'), ona donc

— (P) 2;‘1)7)‘
B B, =t se v (A o) cos 22T,

et I'on trouvera semblablement, au méme degré d’approximation,
B':= A L (pzf‘“ )sin 24P%
@ AR + ¢ p+yq
Si l'on était obligé de prendre pour ¢ un nombre entier considé-

rable , ces formules -auraient peu d’avantages sur celles qui expriment
’ P q P
27..
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A, A, B, en quadratures définies doubles. Mais, dans la théorie des
principales planétes, il suffira de poser g=2, ¢ = 3, ou tout au plus
7 = 4: 1l faut excepter seulement le cas ou I'on aurait/ =1, en
sorte que jusqu’ici notre néthode ne s'étend pas aux inégalités dé-
pendantes de la différence des moyens mouvements des planetes m,
m' ; en effet, quand on a ' = i, les coefficients A,, A, , " . .. B,,B,...
sont tous de I'ordre zéro par rapport aux excentricités et aux incli-
naisons ; et les simplifications fondées sur la petitesse des nombres
e, €, sin 1 A cessent alors d’étre possibles. Nous reviendrons tout &
I'heure sur ce cas particulier.
(8) Quand dans la valeur de A, on pose p =1, g = 2, il vient

rv=3ro—1¥@)-1v (&)

tandis qu’en posant p=1,9 =13, on a
Ar =3 [¥(0) — ¥ ()],

formule beaucoup plus simple que l'autre , et en méme temps beau-
coup plus exacte, puisque les termes négligés sont dans la premiere de
Pordre 2 (i — i) et dans la seconde de l'ordre 3 (i — 7). Semblable-

ment la formule
B=:[*®—-+D))

qui correspond & ¢ = 3 est ala fois plus exacte et plus simple que celle
quon obtiendrait en posant g = 2 dans la valeur générale de B,. Ii
est bien remarquable quon diminue la longueur des calculs numé-
riques a effectuer, en employant des formules plus exactes. Ces deux

formules A, = 7 [¥(0)— ¥(m)], B, = 1 [ +(2) —¥(Z)],
qui fournissent aux quantités prés du neuvieme ordre par rapport
aux excentricités et aux inclinaisons les coefficients relatifs i la grande
inégalité de Jupiter et de Saturne, seront, je lespere, appréciées
par les astronomes. Elles exigent la réduction en nombres de quatre
intégrales définies simples, savoir ¥ (0), ‘P(’;’), Y7r), "-P(%E) :ces

quatre intégrales une fois calculées, on pourra trouver la valeur de A
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aux termes pres de V'ordre 4 (i — 1), (C'est-a~dire, pour Jupiter et
Saturne, aux termes prés du douziéme ordre), puisqu'en posant
q=14,o0na

A=i(*@+ ¥ +¥@ + ¥ (Z) ]

(9) En modifiant légérement notre méthode, nous la rendrons
applicable aux inégalités dépendantes de la différence des moyens
mouvements des planétes m et ', Pour cela nous opérerons , comme

il suit, le développementde R ou F (7, ¢').

En posant
=tz =t mat=tr, =7 — 5
on a ensuite Fi,{)=F@4r1,v—07),

quantité qui ne change pas lorsqu’on augmente de 27 une quel—-
conque des deux variables o, 7, et qui par conséquent peut se ré-
duire en une série de sinus et de cosinus d’arcs multiples de = et 7.°
Effectuons d’abord le développement de F (¢ + 7, 7 — 7) en ayant
égard  la seule variable 7 : le développement sera de la forme

Fle+1,0—7) =P+ ZP,cos pr 4+ 2 Q, sin pr;

P, P,, Q, étant des fonctions périodiques de &. Or, il est aisé de voir
que les coefficients P, , Q, sont en général de Tordre p par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons. On pourra donc négliger comme
insensibles ceux de ces coefficients qui répondront 42 un indice p égal ou

(*) Les intégrales ¥ (o), *(Z) y ¥(m), ¥ (3{) représentent les termes indépen-

dants de + dans les développerments des fonctions respectives F(i'z, iv),

F (i'a-, Ie — :T’)’ ¥ (i'a-, i — %,), F (z”o, e — %:—:) : en représentant par...
A 4 3A, cos pe + EB, sinpe un quelconque de ces développements, A aura tour
a tour pour valeur chacune de ces intégrales; et on pourra calculer A par la for-
mule («) ot V'on aura soin de remplacer la fonction ¥ par la fonction F et de prendre
g assez grand pour que Vensemble des termes A, 4 A,, + etc. soit négligeable
comme on \’a supposé en établissant cette formule ().



210 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

supérieur & un certain nombre ¢ et calculer ensuite les autres par la
méthode du u® 7. En effet, pour appliquer ici les formules du n° 7, il
snffira d’y remplacer A par P, A, par P,, B, parQ,, = (7) par

tFe+1,7—0)4+ 1+ Flo — v, — v — 05),

et I1 (1) par
1Fo 4+ 1, 1r—0)—32Flo —1, — 1 —0)

Et comme, dans la théorie des principales planétes, ces formules se-
ront toujours suffisamment approchées en prenant pour ¢ un nombre
cntier tres pelit,, on voit que les coefficients P, P,, Q, se trouvent dé-
terminés en fonction de o, sous forme finie et sans aucune intégra-
tion. On développera ensuite P, P,, Q, en série de sinus et cosinus
des multiples de o; et dans ce nouvean développement tous les
coeflicients de la série se calculeront a l'aide d’intégrales simples.
Considérons en particulier la quantité P: les arcs qui figureront
dans son développement sous les signes sinuts et cosinus seront mul-
tiples non-seulement de &, mais encore de 20, car d’une part on

ac = C—_z—lé— et d’autre part R ne peut contenir dans son dévelop-

pement que des multiples de {, ' et non de leurs moitiés. On fera

donc
P — A +4 Z A, cos 2ic -+ = B; sin 2i0,

A=£ﬁ’Pda
A, ;ﬁ'Pws 200 do,

2 " - N
B,;= - f P sin a2is do.
*=Jo

et I'on aura

,
En remplacant 5 par ¢ > ¢ , les deux termes A, cos 2ic, B, sin 2i7

deviennent A,cosi({ — '), B, sin i ({ —{') : ces deux termes sont
précisément ceux qui, dans le développement complet de R, répon-
dent & largument i(n — n'); el I'on voit que notre méthode, con-
venablement modifiée, s'applique presque aussi bien a ces termes-la

qu’aux autres.




