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NOTE
Sur les rayons de courbure des sections coniques ;

Par Aser TRANSON.

Lia construction du rayon de courhure des sections coniques, qui est
'objet de cette note, m’a paru meriter d’étre connue par son extréme
simplicité et aussi parce qu’elle permet de démontrer, sans aucun ap-
pareil de calcul, les lois de la gravitation universelle.

Jerappellerai d’abord que Smith, dans son T'raité d'Optique, liv. 2,
chap. g (*), a donné, pour trouver tous les points de la caustique
par réflexion d’une courbe quelconque, une coustruction qui se tra—
dait par la formule

PP = ;r(p + ¢)cosi,
dans laquelle i représente 'angle d'incidence, r le rayon de cour-
bure de la courbe réfléchissante au point d’incidence, ¢ et ¢’ les dis-~
tances respectives de ce point au point lumineux et au point corres-
pondant de la caustique.

La formule telle que je viens de l'écrire suppose que les rayons reé-
flechis soient convergents. Sirion on considerera lequel des deux points
conjugués se trouve situé, par rapport a I'éelément sur lequel la re-
flexion a lien, du coté opposé au centre de courbure de cet €lément,
et on changera le signe de celle des deux quantites p ou p' qui s'v
rapporte.

*¥) Yoyez aussi U Analyse des infiniments petits de V'Hopital , scction 771,

25..
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Ou voit de suite qu'en appliquant cette formule aux foyers d'une
section conique, considérés comme points lumineux conjugués, on
aura une relation entre les deux rayons vecteurs, l'angle qu'ils font
avec la normale, et le rayon de courbure. Cette relation se troave
exprimée pour l'ellipse et 'hyperbole par une méme formule

pf = arcosi, (A)

dans laquelle 24 est le grand axe de la courbe. Pour la parabole
on a

2p = rcosi. (B)

Deja ces tormules fournissent des constructions tres simples pour
les rayons de courbure. Mais nous allons donner une autre formule
commune a la fois anx trois courbes.

Premierement, si 'on considere dans I'ellipse et dans hyperbole le

triangle formé par les deux rayons vecleurs et la partie de 'axe qui
joint les foyers, on aura

4(a* 3= ) = p* 4 ¢ 3= 20f'cos 2i :
les sigues supérieurs se rapportent a lellipse et les inférieurs a I'hy per-
hole, et comme cos 2i =2 cos* — 1, il vient
4(at 2 0%) = (p =£ ') ¢ 4 cas*i;
observant maintenant que 4a* = (p == '), on aura finalement
b* = pp'cos*i,
relation qui convient a la fois a P'ellipse et 2 hyperbole. Elimiuant le
produit p ¢ entre cette derniére équation et (A), on trouvera
—— b' -
"= acosi’
ou bien, en appelant A le rayon de courbure au sommet du grand
axe,
A

r = 3
cos "1

I} est facile de prouver que la méme relation subsiste dans la para-



PURES ET APPLIQUEES. 195

bole. En effet, si I'on y considere la normale comme base dun
triangle isosceéle, ayant pour cotés le rayon vecteur et la partie de Paxe
comprise entre le foyer et le pied de la normale, on aura pour la
valeur de cette ligne 2pcosi. Mais ensuite comme la sous-nor-
male est constante et égale a la moitié dn parametre 2p, cette méme

normale est égale a £ on a donc
cos 1

i

cos? {

2p =

)

ce qui, combiné avec (B), donnera finalement

P A

roes i T
€os” I Cos' 1

« D’apres cela, pour construire le rayon de courbure eu vn point
» quelconque d’une section conique, on fixera d’abord les directions
» de la normale et de I'un des rayons vecteurs qui se rapportent a ce
» point. Sur la direction du rayon vecteur et a partir du point douné
» on portera une longueur égale au rayon de courbure de la courbe
» au sommet de son grand axe; a lextrémité de ecette longueur on
» élevera une perpendiculaire sur le rayon vecteur jusqu’a rencontre
» de Ja normale; de ce point de rencontrc on reviendra au rayon vec-
» teur par une ligne perpendiculaire & la normale; du point ainsi
» déterrminé on élevera de nonvean une perpendiculaire au rayon
» vecteur; et le point ol cette perpendiculaire rencontrera la normale
» sera le centre de courbure. »

Je passe au deuxiéme objet de cette note. Déja, par lasimple compu-
sition des forces, oh prouve que la premiere lo1 de Keplerou la propoi-
tionnalité des aires aux temps , est le résultat de ce que la force motrice
des planétes est constamnient dirigée vers le Soleil. Avec la relation

A , , . ,
r = -—-., nous sommes en etat d’établir les conséquences de la
[ s et 2 .

deuxieme loi, sans calcul et en supposant connus seulement les
principes fondamentaux du mouvement curviligne.

En effet, si nous supposons que G soit la valeur de la gravitation
lorsque la planéte est a la distance p du Soleil, i etant T'angle que fait
le rayon vecteur p avec la normale a la courbe décrite par la planete,
celte force de gravitation pourra se décomposer en deux autres; I'une,
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dirigee suivant la tangente a l'orbite, ayant pour eftet d’accélérer ou
retarder la vitesse : 'autre dirigée suivant la normale, ayant pour effet
d’écarter la planete de la ligne droite pour la soumettre a la courbure
de Vorbite. Cette derniere force, comme composante de la gravitation
est égale 2 G cosi. D'ailleurs clle est égale et directement opposee a la
force centrifuge dont la valeur est donnée par le théoreme d'Huygens;
de sorte que si ¢ esl la vitesse actuelle de la planete,

Pl

- 19 .
Gcosz:-r—; (a)

ensuite nous observerons que, par la premiere loi de Kepler, aire
élémentaive décrite par le rayon vecteur ou § p cosi ds est proportion-
nelle au temps, c'est-a-dive égale a Cdt, en représentant par C une cons-

. \ ds .
tante propre a chaque planéte; et vu que - = v, nous obtiendrons
C
= esi 8

combinant (z avec (8, il vient
C‘

expression tres géndrale qui permettra de calculer G en fonction de o
toutes les fois qu'on aura, d’apres la nature de la trajectoire, la valeur
du produit rcos’s en fonction de cette méme quantité p. Comme les
orbites planétaires sont elliptiques et que pour toute ellipse, comme
pour toute section conique , le produit 7cos®i est constant, on voit que
lu gravitation varie pour une méme planete en raison inverse du carré
de la distance

Pour ce qui estde latroisieme loi de Kepler, onsait qu’il est extréme-
ment facile d’en tirer cetle conséquence que 'attraction solaire serait la
mémea égalité de masse pour toutes les planétestransportées a une méme
Aistance du Soleil. On peut donc considérer la démonstration des lois
de la gravitation comme ramenée entierement 3 des considérations

olémentaires.,



