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Sur les surfaces du second degré qui w'ont pas de foyers:

Par M. CHASLES.

Les surfaces du second degré de révolution sont engendrées par la
rotation d’une conique autour de I'un de ses deux axes principaux,

l’axe de révolution peut étre le grand axe ou le petit axe principal
de la conique génératrice; il résulte de ! deux classes de surfaces de
révolution , qui ont, sous un rapport, des propriétés caractéristiques
essentiellement différentes. _

Dans le premier cas, la révolution se faisant autour de laxe qui
contient les foyers de la conique génératrice, la surface engendrée a
elle-méme deux foyers (dont I'un peut étre i I'infini , c’est le cas du
paraboloide), et un plan directeur correspondant & chaque foyer. De
sorte que ces surfaces sont le lieu géomeétrique d'un point dont
les distances a un point et a un plan fixes sont entre elles dan.
un rapport constant.

Tels sont Pellipsoide allongé, I'hyperboloide 2 deux nappes , et le
paraboloide.

Ces surfaces participent aux nombreuses propriétés des coniques
considérées par rapport & leurs foyers. Clest la leur caractere dis-
tinctif.

Les surfaces de révolution de la seconde classe sont engendrées par
la rotation d’une conique autour de celuni de ses deux axes principaux
qui ne contient pas ses foyers. Tels sont Pellipsvide aplati, hyper-
boloide a wue nappe, et le cylindre parabolique que nous considé-

rons comme engendré par une parahole tournant autour de son axe
principal situé a l'infini.
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Ces Lrois surfaces , qui sont toujours restées en dehors de I'étude que
I'on a faite des trois premiéres, sont douées, comme celles-ci, d’une
propriété générale et caractéristique, qui consiste en ce qu'elles sont
le lieu géoméirique d’un point tel que le rapport des distances de ce
point & un point et a une droite fixes soit constant; c’est ce que nous
exprimerons par le théoréme suivant :

L’ellipsoide de révolution aplati, Ukyperboloide a une nappe de re-
volution , et le cylindre parabolique , jouissent de la propriété que les
distances de Uun quelconque de leurs points a un jfoyer de l'une de
leurs sections méridiennes , et & la directrice corespondante a ce foyer,
sont entre elles dans un rapport constant , quel que soit le point pris
sur la surface.

Eu effet, cette relation aura lieu pour tous les points de la section
méridienne, c'est-a-dire que les distances de chacun des points de
cette conique, a I'un de ses foyers F et a la directrice correspondante
D. scront entre elles dans un rapport constant u.

Maintenant menons un plan perpendiculaire 4 la directrice, il cou-
pera la surface suivant un cercle, la conique en deux points m, m’, et
la directrice en un poimt d. Si I'on cherche quels sont les points dont
les distances au foyer F et au point d sont entre elles dans le rapport ¢,
ces points seront, comme on sait, sur une sphere ; etsil'on demande
ceux de ces points qui seront sur le plan coupant, ces points se trou-
veront sur un cercle ; ce cercle passera par les deux points m, m', qui
satisfont a la condition commune a tous les points de ce cercle. Ce
cercle sera placé symétriquement par rapport au plan de la section
méridienne ; il aura donc la droite mm' pour diametre ; ainsi ce cercle
sera précisément le cercle provenu de la section de la surface de révo-
lution par le plan perpendiculaire 4 I'axe de révolution.

Or les distances des points de ce cercle au point d de la directrice
sont aussi les distances de ces points a la directrice elle-méme; donc
tous les points de la surface jouissent de la propriété que leurs distances
au foyer d'une section méridienne et & la directrice correspondante,
sont cntre elles dans un rapport constant.

Ainsi le théoreme est démontré.

Dans le cas du cylindre parabolique, la section méridienne est la
parabole comprise dans un plan perpcndicnlaire a la direction des
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arétes du cylindre; le rapport « est alors égal a I'unité; et le cercle
compris dans le plan perpendiculaire a la directrice de la parabole
se réduit a une ligne droite qui est une arete du cylindre. La démons-
tration précédente s’applique parfaitement a ce cas particulier.

Les trois surfaces dont nous venons de démontrer la génération
commune jouissent d'une autre propriété commune que nous énon-
cerons d’abord pour Vellipsoide et I'’hyperboloide , et ensuite pour le
cylindre pavabolique. :

Dans Uellipsoide de révolution aplati, et dans Uhyperboloide a une
nappe de revolution , si lon congoit une section méridienne, le cone
qui aura pour sommet un jb]er de cette courbe , et pour base une
section faite dans la surface par un plan quelconque mené par la di-
rectrice correspondante a ce foyer, sera de révolution.

Soit = cette section. Cette courbe, d’aprés le théoreme ci-dessus,
jouit de cette propricté que le rapporl des distances de chacun de
ses points au foyer F et a la directrice D de la section meridienne,
est coustant. Si l'on congoit un plan fixe mené arbitrairement par
cette directrice, les distances des points de la courbe £ a ce plau
seront proportionne]les a leurs distances 4 la directrice ; on peut donc
dire que les distances de chaque point de la courbe Z, au point F et a
ce plan fixe, seront entre clles dans un rapport constant, ce qui prouve
que cette courbe est une surface du second degré de révolution qui a
un foyer au point F, et pour plan directeur le plan fixe; et par conse-
quent, d’apres la propriété connue des surfaces de révolution « foyers,
cette courbe scra vue du point F suivant un cercle ; c'est-a~dire qu’elle
sera sur un cone de révolution ayant son sommet au point F.

Ainsi le théoréme est démontré.

Dans le cylindre parabolique, si Uon fait une section par un plan
Perpendiculaire aux arétes , et que par la directrice de cette courbe, on
meéne un plan coupant quelconque , le cone qui passera par la section
que ce plan jera dans le cylindre et qui aura pour sommet le foyer
correspondant a la directrice , sera de révolution.

La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du théo-
yeme précédent.

Aux nombreuses propriétés des surfaces du second degré de révolu-
tion, relatives & leurs foyers ct aux plans directeurs, correspondent
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d’autres propriétes des mémes surfaces, relatives encore a un point et a
un plan, mais qui ne sont plus le foyer et le plan directeur ; et ces pro-
priétés s'appliquent a I'ellipsoide aplati.

Concevons un ellipsoide de révolution a foyers; et prenons un point
quelconque de son axe de révolution pour centre d’une sphere par
rapport a laquelle on formera la surface polaire de l'ellipsoide (c'est-
a-dire que chaque point de la surface de l'ellipsoide étant considéré
comme le sommet d'un cone circonscrit a la sphere, lc plan de Ia
courbe de contact enveloppera une seconde surface du second degre
qui est appelée la surface polaire de Pellipsoide ). Cette surface sera
évidemment de revolution et aura, en direction, méme axe de révolu-
tion que l'ellipsoide. Aux foyers et aux plans directeurs de V'ellipsoide
corvespondront dans cette surface, deux plans et deux points ; et les
propriétés de I'ellipsoide relatives a ses foyers et a ses plans directeurs,
se transformeront en propriétés de la nouvelle surface, relatives a ces
deux plans et a ces deux points.

De la dérivent une foule de propriétés nouvelles des surfaces du se-
cond degré de révolution.

On reviendra sur cet objet dans un autre moment.




