JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

C.STURM
Mémoire sur les Equations différentielles linéaires du second ordre

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'® série, tome 1 (1836), p. 106-186.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1836_1_1__106_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1836_1_1__106_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

100 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

IAMATTIALATANT L AMAAA TR E1 T LA TIATIATAAAA T HAALAAA LAAA L1141 FFRATLALTABLFRT AT 571 1AL MEATE THAAARAA LIAA L AT A AT ALV WA

MEMOIRE

Sur les Equations différentielles linéaires du second
ordre ;

Pir C. STURM.

(Lu i PAcadémie des Sciences, le 28 septembre 1833.)

La résolution de la plupart des problemes relatifs 3 la distribution
de la chaleur dans des corps de formes diverses et aux petits mouve-
ments oscillatoires des corps solides élastiques, des corps flexibles,
des liquides et des fluides élastiques, conduit a des équations différen-
tielles Jinéaires du second ordre qui renferment une fonction incon-
nue d'une variable indépendante et ses différentielles premiére et
scconde multipliées par des fonctions dounées de la variable. On ne
sait Jes intégrer que dans un tres petit nombre de cas particuliers hors
desquels on ne peut pas méme en obtenir une intégrale premiére; et
lors méme qu’on possede l'expression de la fonction qui vérifie une
telle équation, soit sous furme finie, soit en série, soit en intégrales
définies ou indéfinies, il est le plus souvent difficile de reconnaitre
dans cette expression la marche et les propriétés caractéristiques de
cette fonction. Ainsi, par exemple, on ne voit pas si dans un inter-
valle donné elle devient nulle ou infinie, s1 elle change de signe,
et st elle a des valeurs maxima ou minima. Cependant la connais-
sance de ces propriétés renferme celle des circonstances les plus
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remarquables que peavent offrir les nombreux phénomeénes physiques
et dynamiques auxquels se rapportent les équations différenticlies
dont il s'agit. $il importe de pouvoir déterminer la valeur de }a
fonction incounue pour une valeur isolée quelconque de la variable
dont elle dépend, il n’est pas moins nécessaire de discuter la marche
de cette fonction, ou en d’autres termes, d’examiner la forme et les
sinuosités de la courbe dont cette fonction serait 'ordonnée variable,
en prenant pour abscisse la variable indépendante. Or on peut ar-
river & ce but par la seule considération des équations difiérenticlies
en elles-mémes, sans qu'on ait besoin de leur integration. Tel est
Pobjet du présent Mémoire. Les fonctions dont je me suis occupe ont,
comme on le verra, des analogies remarquables avec les sinus et lex
exponentielles, et peuvent, dans certains cas, étre évaluées numer;-
quement avec une approximation suflisante 2 I'aide des tables loga-
rithmiques et trigonométriques. La méme théorie fournit les moyens
de calculer les racines de ces équations transcendantes qui se présen-
tent dans la physique mathématique, et fait connaitre les proprictes
singuliéres dont jouissent ces racines. Le principe sur lequel repo-
sent les théoremes que je développe, n’a jamais, si je ne me trompe,
été employé daus l'analyse, et il ne me parait pas susceptible .-
s'étendre a d'autres équations différentielles. Dans un autre Mémoire,
Jexposerai les applications de cette théorie 2 quelques problimes, ot
un grand nombre de lois qui en résultent.

Je consideére 'équation différenticlle

dy .
E} + NV = 0, (]/‘

a&v
L =+ M
V est une fonction mconnue de la variable qui doit satisfaire a cette
équation pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites
donuées x, X; L, M, N, sont des fonctions de 2 données pour
toutes les valeurs de x croissantes depuis x jusqu'a X. Je commence
par ramener I'équation différentielle proposée a la forme suivante,
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+ GV = o. Ly

On rend les deux équations (1) et (1) identiques, en posant

M dK N G
Yo ST, et = =i

L. Rdzx’ I.
{'ou L'on tire

/'Elflf . ]‘ ‘x‘]t’]'
K=¢" I G = 1;— e Lo

On connait ainsi les fonctions K et G dans la nouvelle equation n.,
qui prend la place de Véquation (1). Mais ordinairement, lis équa-
tions du second ordre qui proviennent des problémes de physique
mathématique, se présentent immeédiateient sous la forme de équa-
tion (1), de sorte qu'on cst dispensé de leur faire subir Ja transforma-
tion que nous venons d’effectuer sur Péquation (1).

I.intégrale complete de I'équation ([} doit contenir deux cons-
tantes avbitraires, pour lesquelles on peut prendre les valeurs de V «t

l](f

valeurs sont fixées, lafonction V est entierement définie par Yéqua-

dV

correspondautes a une valeur particuliere de x. Lorsque ces

tion (1}, clle a une valeur délerminée et unique pour chaque valem

de .
iy cevivant Véquation 17 ainst

AV dIC dy

+ ;{I‘ d“—f—G‘r‘:O,

r

dr

i en la différentiant ensuite autant de fors quon voudra, on voit que
“1u fonction K devenait aulle pour des valeurs particulieres de x|
A Y
dx 7 dx’
Jannullerait, et par suite la fonction V pourrait aussi devenir infinie.
Pour supprimer celle cause de discontinuité, nous supposerons

toujours que K soit constamment positive entre les limites X, X, et

etc., pourraient devenir infinies en meéme temps que K

aue i elle est nuile & Fane de ces limites, on ait en méme temps
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‘% . g + GV = o afin que la valeur de g}X fournie par I'équa-
tion (1) ne soit pas infinie. D’ailleurs G est tout-a-fait arbitaire.

II.

Lorsque la fouction V s’évanouit pour une valeur particuliére de a,

dv s, . A
Iz ne peut pas s evanouir en meme temps.

A ’ . . . av ., .
Eneffet, il résulte de'équation (1) que, s1 V et - étaient nulles pour

d AY y,
une méme valeur de a, toutes les fonctions dérivees — , - .. $éva-
’ dx? dxdt

nouiraient en méme temps que V et dV , et par suite V serait nulie
pour toutes les valeurs de x. Mais voict une démonstration plus rigou-
reuse de cette proposition.

Supposons que V ne soit pas nulle pour x = a. On peut concevoir
une fonction V' qui, prise pour V, satisfasse a Iéquation (I) et qui
d'ailleurs differe de V en ce qu'on se donne 4 volonté poul X = u

des valeurs de V' et de = dlﬂ'erentes de celles de V et de o
.’1'
On a done les deux équatlons

dav
d(K + GV =0,

v’
d(K ,_
—— 4GV =0,

d’ou l'on tire, en multipliant la premiére par V'dx, la seconde pa;
Vdzx, et retranchant

, dv ava
\4 .d.(xa)_ v.d.(x “)=o.
Le premier membre de cette equation est la différentielle de. ..

l
K (V' -~ —V dlf); en intégrani, on a donc

&

Maxs 1836.



110 JOURNAL DE MATHEMA TIQUES

av’

, dV .
K(Vd—x—— =) =¢,

C étant une conslante arbitraire.

On suppose que V n’est pas nulle ponr x=a, etV'on peutsc donner

, , dv .
a volonté pour x = a des valeurs de V' et —- telles que la formule

dx
K (V’ N v AN ait pour x = a une valeur différente de zéro,
dx dx
qui sera celle de la constante C. On voit alors que pour toute autre

. \ dv
valeur de xr, on ne peut pas avoir en méme temps V—o et e
[¢

puisqu’il s'ensuivrait C = o, contre 'hypotheése.

. . dv . . A
Ainst — ne peut jamais se trouver nulle en méme temps que V.

1l s'ensuit que V change de signe chaque fois qu’elle s'‘évanouit. Car

st V est nulle pour & = £, il résulte de la définition méme de %,

que V aura pour les valeurs de x un peu plus grandes que £ le signe

,

AV
de T

peu moiudres que £; en sorte que, quand x en croissant atteint
et dépasse la valeur £, V en s'évanouissant passe de I'état négatif au

pour x=£, et le signe contraire pour les valeurs de & un

positif, ou ‘du positif au négatif, selon que la valeur de j—vpour
X

x ==§ est positive ou négative.
IIl.

La fonction V dépend implicitement des fonctions G et K et des

valeurs arbitraires A et B qu'on peut attribuer 4 Vet 3 ;Y pour une
x

valeur particuliere de .

Nous allons examiner quel changement V éprouvera, si 'on altere
en méme temps les fonctions G et K pour chaque valeur de x| et les
constantes A, B, de quantités infiniment petites, ou pour parler avec
plus de riguecur, aussi petites qu'on voudra.

Pour fixer les idées et pour abréger le discours, nous regarderons
les quantités x, K, A, B, comme fonctions d’un paramctre indéter-
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miné et indépendant de x que nous désignerons par m; elles seront
des fonctions de m tout-a-fait arbitraires, assujetties a la seule condi-
tion de varier par degrés insensibles en méme temps que m : on
pourra dailleurs ne pas faire varier ces quantités G, K, A, B, toutes
a la fois avec m; on pourra supposer aussi que la fonction G ou K
reste la méme pour certaines valeurs de x, malgré la variation de
m; en un mot, les altérations infiniment petites que G, K, A, B,
éprouveront quand m variera infiniment peu, seront entitrement
arbitraires.

Pour exprimer que ces fonctions G, K, varient non-seulement par
la variation de 2, mais encore par celle du paramétre 12, nous les
désignerons, quand il en sera besoin, par G(x, m) et K(x, m).

De méme V qui dépend implicitement de x et de m sera représentéc
sar V(a, m), et dans cette expression , on pourra remplacer x ou m
par telle valeur particuliére qu’on voudra.

On peut considérer les deux variables indépendantes x et m comme:
étant les coordonnées rectangulaires x et y d'un point pris & volonté
sur un plan horizontal, et concevoir une ordounée z perpendiculaire
a ce plan en ce point-la, et égale a la valeur de la fonction G (x, m;
correspondante aux valeurs actuelles de x et de m. On aura ainsi, en
faisant varier x et m, une surface représentée par P'équation
z==G{x, m). A chaque valeur particuliéere de m correspond sur
cette surface une courbe dont le plan est parallele au plan xz & la
distance m, et dont les ordonnées verticales représentent les valeurs
successives de la fonction G pour cetle valeur de m. Cetle courhe
change de forme insensiblement et engendre la surface quand m varie
par degrés insensibles. On peut de méme imaginer deux autres sur-
faces dont les ordonnées verticales représentent les deux fonction-
K(x, m)etV (x, m)

Iv.

En concevant ainsi les altérations arbitraires des quantités G, K, A, B,
comme produiles par la seule varation du parametre m, faisons main-
tenant varier m dauns 'équation (1). Désignons par la caractéristique d
cette espece de variation, indépendante de celle indiquée par « qui se
rapporte a x.

15..
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En observant que I'on a en général pour toute {onction P de . «t
de m,

JdP = dJP,
(2
dm dz

. (K )

_+GV—0; (1)

ce qui revient a

Fequation
différentiée par rapport 2 m, donnera
d.4. (K )

Multiplions Péquation (1) par d'V.dx, Véquation (2) par — V.dx,
et ajoutons les produits, nous aurons

+ GV + V&G =0. (2)

; dav AN TA :
IV.d. (X)) — V.dI(KG)=VdG.dx. ()
Intégrons les deux membres de cette équation, par rapport & x, de-
puis x == x jusqu’a une valeur indéterminée de .

En intégrant par parties le premier terme J'V.d. (Ix ), sans fixer

les limites de I'intégration, on trouve

]}\f.d.(x‘;—;’) SV.K Y /K Y da.

On a de méme

ARZ) (k%) =V.a. (K‘ﬂ) — /‘J‘(K(Z—Z). . dxs

ou bien [a cause de J'. (K dV) S J‘K + K JdV

fv.d.a\(x‘%):V.J.(K‘Z_Z)_—f(if}’ IK.dx fx“‘“ v

bin retranchant cette derniére intégrale de la précedente, on aura



PURES ET APPLIQUEES. ih

donc
f 5V.d. (K 4 ) .—_/’ V.d.d (K ‘%):JV.K‘%—V.J‘.(K‘%)-}—f (‘j{_; ).k,

C'est 'intégrale indéfinie du premier membre de 'équation (3): par
conséquent en intégrant cette équation depuis x ==x jusqu’a une
valeur quelconque de x, on aura

IVKE VO (K)=C [ Ved G- ["() FKodx. (4

.a coastante C introduite par Pintégration est égale a la valeur de la

dv . dv s
formule JV.K — — V.4 (K Ir)’ pour x=x, et l'on peut at-

. N . dv ..
tribuer 2 ;'V et a J\(K:E> des valeurs arbitraires pour ax=—x.

Si au lieu d’intégrer P'équation (3) entre les limites x et o,
on I'integre entre les limites x et X, on aura de méme I'équation
suivante :

IVEK S Vo (kDY=C—[ V. 8C.dzt [(D) IRz, (5)

Vv oe , . dav AV
la constante (' étant égale a la valeur de JV.K —~—V.d (K {—-—) pour
T dz,
x = X.
On remarquera qu'on a identiquement

IVEY v m )= (kLY. J(ﬁa (6)
dz ,

et aussi
IVEY V.0 (KN = — V.0 Kg\ (
. a.—-r— . .( -{-];)—— o0 - v //' \7)

V.

La formule (4) peut encore se déduire d’une autre qu’il est bon de
connaitre.
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Combinons I'équation

dv
d-(‘ifd& LGV = o,

avec cette autre équation de méme forme

(% %)

dxr

+ G’V =o,

dans laquelle G’ et K’ sont des fonctions quelconques de x diffé-
rentes de G et de K. Ces deux équations donnent la suivante :

V’.d.(Kj—i)—V.d.(K'%):(G’—-G)VV’dx. (8)
Or, ona

fV/.d_(K% =V .K %—‘[Kg.‘%w.dx

x

, LAV , dv [‘ AV’ dV
vf\ .d.(K —‘{—;)—V°K 71‘__—* KE_-.—({—I.dx.
Conséquemment en intégrant I'équation (8) depuis x=x jusqua
une valeur quelconque de x, on aura (9)

G edV o dV x , 2dV dV' o, .
VKZ —VK o =C+ f ) VV’(G-—G)d.r-—T/‘ o (K—Kydx

La constante arbitraire C étant égale a la valeur du premier membre
av . dv’
' i re - ——
V'K -~ V.K'—— pour z=x.

Si lon suppose actuellement les différences G’ — G, K'—K, infi-

!

. . dyv e e .
niment petites, et les valeurs de V/ et de K’ 7y pour x=x infini-

ment peu différentes de celles de V et de K % , V' différera infini-
ment peu de V, et en faisant G'=G+44'G, K'=K-4-JK, V=VJV
dans équation {g), elle deviendra 'équation (4) du numéro précé-

dent.
Il reviendrait au méme de différentier cette équation (9), par rap-
porl au parameétre m qui n'entre que dans G, K et V et non dans
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G', K" et V', et de faire aprés cette différentiation, G'=G, K'—K
et par suite V' =V, en prenant d’ailleurs la constante C égale a la
valeur du premier membre pour x =x.
On arrivera de la méme maniére a la formule (5).

VI.
A Tlinspection de l'équation (4), on reconnait que l'expression
av avy . . . /e dVV* VoA .
JV.K AR V.J‘-<K d—r) equivalente 2 (K 73?) d. ( - \ et aussi

av
K
\

dx _'j

dv
a —-V’.J‘.(-V.—> aura pour chaque valeur de x une valeur dif-

ré

férente de zéro et posilive, si le second membre de cette équation (4)
est positif pour toutes les valeurs de x depuis x jusqu’a X. Or, on le
rendra tel, si, en supposant J'm posilive, on prend la constante C
positive ou nulle, la variation arbitrairve &G aussi positive ou nulle, ef
4K négative ou nulle, pourvu toutefois qu'on ne suppose pas ces quan-
tités C, JG et I'K, nulles toutes trois en méme temps. En considérant

. dav dv
que C représente la valeur de /'V.K Z—V.d. (EJ pour x=rx, on voit

que prendre C positive ou nulle, c’est supposer que la valeur dy rapport

—v Pour xr=x augmente ou du moms ne diminue Pas, quand on
dx
fait croitre m, ou ce qui revient au meéme, que la valeur du rapport

k&Y

. dr .. .,
Inverse —— pour x==x diminue ou du moinsn augmente pas, quand

=

m augmente; en particulier, si 'on a V=o pour xr=x, il faut

A . ..
admettre que la valeur de —4v Pour x=x devient positive, ou de.

dx

: . dav
eure null : ; ’ °r .
meure ef‘cr]u‘md m augmente; et, si l'on ade =0 pour r=7x, que
a

K%
celle de —% pour x=— x devient négati
v 1 = gative ou reste nuile, quand

m augmente,
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Lorsqu'on fait S'G positive et JK négative, on suppose que, pour
chaque valeur de x la valeur de G augmente et celle de K diminue,
tandis que m augmente. Et quand on fait &G ou 4K nulle pour
certaines valeurs de &, alors pour ces valeurs-la, G ou K conserve
la méme grandeur, malgré la variation de m.

n admettant done ces hypotheses qui rendent le sccond membre
de Péquation {4 ) positif, et observant que le premier........
VKD v (k8

dx . dx
6 el (7), on voit, que pour chaque valeur de x, la variation

> peut étre présenté sous les deux formes

dav
v ( K& . -
d .(-—2‘7) sera positive, el d.\ —— Jnégative,cequi signifie que

Kd.r

¥ on — d
lx valeur de lexpression —w augmente quand m augmente, ou que
dr
d\

\‘,h diminue. On a donc cettc proposition :

Si pour chaque valeur de x 1a valeur de la fonction G augmente in-
finiment peu , si en méme temps K diminue, et si la valeur du rap-

K
celle de

port __:‘i_v pour x=x augmenle ou si celle du rapport inverse
N

. dv

[N I

_“% Jiminue,, pour toute autre valeur de x plus grande que x, Ila

kY

\'g dr 4. . < o
valeur de _ augmentera ou celle de v diminuera infiniment

K —
dr
peu. Et ‘1 en sera de méme, si les altérations indiquées n’ont pas
: 1 * ’ + . - .
lien toules & la fois, pourvu quune d’elles au moins ait lieu.

VIL

En admettant toujours les hypotheses €énoncees dans le numeéro

prévédent, nous allons maintenant considérer les différentes valeurs

de x qm annullent la fonction V et montrer que chacune de ces va-
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leurs diminue quand m augmente. Cette proposition est fondée sur ce

que, d’apres la formule (4), toutes les fois que V est nulle, — et ,;::,

ont des valeurs différentes de zéro et de méme signe.
Eun cffet, supposons que V soit nulle pour des valeurs particuliéres
de x et de m. Si 'on donne i ces valeurs de o et de m des accrois-

sements inﬁniment petits dx et dm, la fonction V deviendra

dVv .
vV + — d + ({m et cette foncHon sera encore nulle pour ces

. av IV
uouvelles valeurs x-}adx et m4-dm, st l'ona T dx-—]——;{—”—l dm=o.

av

. dm dx
On tire de la = T
dm

Cette valeur du rapport %?— est négative ; car, en vertu de la for-
mule (4), lorsque V est nulle, g et 3:-}1 ou g:; ont des valeurs dif-
férentes de zéro et de méme signe. Les accroissements infininent petits
dx ¢t dm qu’il faut donner aux valeurs de x et de 2 qui annullent
V pour avoir toujours V=0, doiventdonc ¢tre de signes contraires;
en d’autres termes, chaque valeur de 2 qut annulle V diminue quand
m augmente , el augmente quand /m diminue.

On peut rendre plus sensible la vérité de cette proposition par lu
considération de la courbe qui est le liecu géométrique des points pou:
lesquels on a V (x, m) = o, en regardant @ et m comme des coor-
donnécs relatives & deux axes tracés sur un plan. Supposons qu'on
passe d'un point de cette courbe ayant pour coordonnées x et m a un
autre point infiniment voisin sur la méme courbe dont les coordonnees
sotent a —=dx et im —4dm. On aura le rapport des accroissements in-
finiment petits dx ct dm en différentiant I'équation de la courbe

d\
V (x, m)=o. On e¢n tire ‘dl—: dx -+ j—:zdm..—_o; puis %":: j\' ,

dm
valeur negative , a cause de lequat:on (4)- l)onc quand on passe d'nn
point de la courhe V (x, m)= o0 & un autre point infiniment voisin
sur la méme courbe, la valeur de m augmente, tandis que celle de

avere 1836, 16
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x diminue, ou bien au contraire m diminue et x augmente. Ainsi,
chaque branche de cette courbe, en s'éloignant de I'axe des x, se di-
rige vers la gauche du coté des a négatives, comme Vindique la figure.

VIII.

La proposition dont 1l s’agit peut encore se démontrer d'une ma-
niere tout-a-fait rigoureuse , sans aucune considération de quantites
infiniment petites, comme nous allons Pexpliquer.

Attribuons a I'indéterminée m une valeur particuliere quelconque g,
et supposons que la fonction V (xr, @) s'évanouisse pour différentes
valeurs de . Nous avons vu, n® IT, que cette fonction doit changer
de signe chaque fois qu’elle s’'évanouit.

Attribuons encore a m une nouvelle valeur ' qui surpasse la pre-
miere u d’'une quauntité aussi petite qu'on voudra. Nous allons dé-
montrer que la nouvelle fonction V(r, ') s’évanouira et changera de
signe entre les limites x et X au moins autant de fois que V(x, u),
pour des valeurs de x un peu moindres que celles qui annullent
Vix, u).

Soit £ l'une quelconque des valeurs de a pour lesquelles V (x, )
s‘évanouit, de sorte que V( £, u)=o0. Dapres la formule (4),
dv oV
e
de zéro ¢t de méme signe.

Attribuons a x une valeur a plus petite que £, telle que pour cette
valeur @ et pour toute autre comprise entre a et £ la fonction V(x,u)
ne soit point nulle et conserve constamment le méme signe : on peut
toujours prendre a assez pres de £ pour que cette condition soit rem-
plie. Alors V (x, n) aura pour x=a le méme signe qu'elle a pour

doivent avoir, pour & == £ et m = u des valeurs différentes
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les valeurs de 2 un pen moindres que £, et par conséquent un signe
. . . dv
contraire au signe de —— pour x=£; car pour les valeurs de x un

peu plus petites que £, V(x, #) a un signe contraire 4 celui de
et

T (B, n).

Considérons maintenant V(x, p'): si I'on y fait d'abord x=u« ,
V(a, 1) aura une valeur différente de zéro et de méme signe que V{a, )
quin’est pas nulle; en effet on peut toujours prendre p’ assez peu diffé-
rente de u, pour qu’en faisant croitre m depuis u jusqu’a ¢/, la fonction
V(a, m) ne change pas de signe. Ainsi V (x, #') aura comme V(x, )

pour x =:a, un signe contraire a celui de ZT—V (Z, m)-

Si Pon fait x=£, V (%, ') aura le signe de g’ pour x==§£ et

m==p. Car V étant nulle pour x=% et m =p , doit prendre pour
x =£ et pour une valeur de m, telle que «’, un peu plus grande que

. . ;. , 8V ’r
u, le signe de la fonction dérivée Fom (&5 #). Or, en vertu de I'équa-
- . A A .
tion (4) dont le second membre est positif , 5., 2 le méme signe que
dv ) .
+-» toutes les fois que V est nulle. Donc V(x, u") a pour x=¢

\ . dv
le méme signe que — (£, p).

Mais on a vu tout a l'heure que, pour x=a, V(xr, x') a le
signe contraire 4 celui de cette méme quantité Z—Z (£, m); donc
V (x, ¢') ayant pour x=a et pour xr=§ deux valeurs de signes
contraires, doit s'évanouir et changer de signe au moins une fois pour
une valeur de 2 comprise enlre a et £.

On concoit que cette valeur de x plus petite que £ qui annulle
V(x, ¢') doit différer infiniment peu de £, si g’ surpasse u d’une
quantité infiniment petite, puisqu’on pourra prendre l'autre limite «a
aussi pres qu'on voudra de £, en remplissant toujours la condition
que V {x, p) ne change pas de signe dans l'intervalle de @ a £.

On peut représenter et résumer ce qui précéde par le tableau
suivant :

16 .
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Pour x = a......... s
onaVix, 49) ———— o0 quand, pour xr=7% et m=—pu,
v AR .
Vi{z, »') — 0 a7 v s
(x, ) + 7= € om ont le signe +,

ou bicen,

V(ie, ) +—+-++ o quand pour x =% et m=pu,
Viz, ) =+ o — % v

Vv .

- 5, out le signe —.

Le o placé entre les deux sigues contraires de V(x, p') pour x =«
et x=F indique 'évanouisscment de cette fonction pour une valeur
de & comprise entre a et .

On vient de voir qua chaque valeur de  telle que £ qui annulle
V(x, u) correspond toujours une valeur de xx un peu moiundre que £
qui annulle V(x, &), et l'on remarquera que cette proposition subsiste
dans le cas méme ou la plus grande des valeurs de x désignées par 2
qui annullent V(x, 1) serait précisément égale a la limite X.

I est nécessaire de prouver aussi que réciproquement a chaque va-
leur de & comprise entre x et X qui annulle V(xr, x') correspond une
valeur de o un peu plus grande qui annulle V(x, ). La démonstra-
tion de celte proposition inverse est semblable a la précédente. Nous
I'énoncerons en peu de mots.

Supposons que V(x,1’) soit nulle pour x=%'. On peut donner a x
une valeur 4 plus grande que £ telle que V(x, u') ait toujours le méme

: 4 N . 1 . . dV
signe quand a croitra depuis £ jusqu'a b ; ce signe sera celuide 5 pour

a=%"etm=p/. Laquantité V(b, x) aura le méme signc que V(b, n')sila
différence entre p et o’ est suflisamment petite. Comme ona V(£',p')==o0,
et que u est plus petite que ¢/, V(£', ) aura un signe contraire a

A , A
celui de 5 (£, ') et conséquemment contraire a celui de o (&, )
en vertu de T'équation (7). Mais V (5, ) a le méme signe que celle
... dy - . .
quantité —— (&, v'); V(x, 1) a donc deux valeurs de signes contraires

pour x==¢' ¢t pour x==b ; ainsi V(ar, 1) doit s'évanouir et changer
de signe pour une valeur de x comprise entre &' et b.
8
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Ues résultats sont indiqués dans le tableau suivant :

Powrx=¢........ b

onaV(x,#) — o ) quand, pour x=§ ctm=y/,
’ \Y .
V(x, ) o 4444+ (%et %}—l ont le signe -,

ou hien,

Vix, v) 4 o —

Vizg, ) 0 ——— —

\ ay eV .
j quand 5. ¢t - ont le signe —.

On a supposé ici &' < X. Il n’y a pas lien de s'occuper du cas oun
Yon aurait #==X, cest-a-dire V(X, #)==o0, puisquon nec fail
pas croitre x au-dela de X.

IX.

Il est donc prouvé qu'a chaque valeur £ de xx qui aunulle V(x, »),
valeur qui peut étre inférieurc ou égale a X, correspond une valeur de
r un peu moindre que £ qui annulle V{x, ), et wvice versd
qua chaque valeur £ de x moindre que X qui annulle V(x, &}
correspoud une valeur de x un peu plus grande que £’ qui annulle
V(z, »). On déduit de la les conséquences suivantes, en sup-
posant que les deux fouctions V (i, p) et V(x, ') alent pour x==x
des valeurs différentes de zéro et de méme signe, oulre la condition

x v

Y

adimise n° VI, que lavaleur de pour x=x diminue quand m

croit depuis ¢ jusqu’a &'

SiV(x, u)ct V(x, ') ont toutes deux des valeurs différentes de
zéro pour x=X, la fonction V(x, ¢') s’évanouit et change de signe
précisément le méme nombre de fois que V(x, ) entre les limites x
¢t X, et pour des valeurs de x un peun plus petites que celles qui
annullent V(x, p).

St V(x, 1) est nulle pour x=X, V(x, ¢') s'évanouit encore au-
tant de fois que V (x, 1) pour des valeurs de x un peu moindres que
celles qui annullent V(x, 1), y compris X, Mais entre les limites x
et X, V(x, ¢') change de signe une fois de plus gqne V(a, v) et ce
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changement de signe excédant de V(x,p’) a lieu pour une valeur de
x un peu moindre que X. Car, d’apres ce qu'on a démontré n° VIII,
si Ton donne a x une valeur @ moindre que X, telle que V{x, 1}
conserve constamment le méme signe dans l'intervalle de @ a X,
V(x, v’) changera de signe en s'évanouissant une seule fois, avant que
x atteigne la limite X pour laquelle ona V(X, u)=0.

Enfin, si V(x, ¢«') est nulle pour x=X, V{x, ,) s'évanouit une
fois de moins que V x, '), mais clle change de signe le méme
nombre de fois, tandis gue x croit depuis x jusqu'a X. En effet, si
I'on désigne par @ une valeur de & moindre que X, telle que V{2, v
ne change pas de signe dans lintervalle de @ a X, la fonction
Vix, ) aura pour x=a le méme signe que V (x, ¢’) et conservera
ce méme signe pour toutes les valeurs de x croissantes depuis a jus-
qua X inclusivement, puisque si elle s'annullait pour une valeur £ de
x comprise entre @ et X ou méme pour xr==X, V(x, ») devrait s’é-
vanouir aussi et changer de signe pour une valeur de x un peu
moindre que £ ou que X dans l'intervalle de @ a X, ce qui est contre
Fhypothese.

Il est ais¢ de voir qu'on arriverait aux mémes conséquences, si la
limite X au lien d’¢tre conslante angmentait insensiblement, tandis
que m passerait de la valeur u 2 la valeur ¢/,

X.

On voit par la comment le nombre des changements de signe de fa
fonction V (x, m) entre les limites x et X pour chaque valeur attri-
buée a m, peut saltérer quand on fait passer m par degrés insensi-
bles d'une valeur quelconque i une autre plus grande. On admet que
tandis que m augmente, la fonction V (x, m) ne change pas de
signe pour x =x, et que de plus, comme onl'a dit n° VI, la valeur

. dV

R

v

Si l'on fait croitre m a partir d'une valeur quelconque m/, tant que
la fonction V (&, m) ne s'¢évanouira pas pour x==X, cette fonction
aura toujours, entie les limites x et X, le méme nombre de changements

de

pour x =x diminue ou demeure constante.
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de signe qu'elle a d’abord pour m=m', et les différentes valeurs
de x qui Pannullent diminueront par degrés 1nsensibles.

Quand m atteindra une valeur pour laquelle ¥ (X, m) s'évanouira,
la fouction V (&, m) aura encore pour cctte valeur de m le méme
nombre de changenients de signe qu’elle avait pour les valeurs prece-
dentes de m et pour m==m'. Mais des que m dépasscra la valeur dont
il sagit, V (x, m) acquerra un nouveau changement de signe en s'¢-
vanouissant pres de la limite X ; et en gén€ral le nombre des change-
ments de signe de V (@, n) entre x et X augmentera toujours d'une
unité , chaque fois que m en croissant dépassera une nouvelle valeur
qui annullera V (X, m).

En conséquence, si m croit depuis une valeur quelconque m’ jusqu’a
une autre valeur plus grande m", autantil y aura de valeurs de m entre
m' et m" qui annulleront V (X, m), autant la fouction V (2, m")
aura de changements de signe de plus que V (o, »') entre les li-
mites x et X ; et les valeurs de x qui annulleront V (&, m') scront
respectivenient plus grandes que celles de méme rang & partiv de x qui
annulleront V (x, m").

On peut rendre cetie proposition plus sensible en considérant
comme au n° Y1lla courbe, lieu des points pourlesquels on a V(a,m)=0
entre les limites x et X ; cette courbe est composée de plusieurs bran-
ches qui en s'éloignant de l'axe des x se portent toujours vers la
gauche du coié des x négatives. (Foyes la figure placée a la fin
du n° VIL. )

Nous désignerons dorénavant par A la différence entre les nombres
de changements de signe des deux fonctions V (x, m') et 'V (x, m").

Il ne faut pas oublier que V (x, m') aussi bien que V (&, m")
change de signe pour chaque valeur de x qui lannulle, et que V (X, m)
change aussi de signe pour chaque valeur de m qui Vannulle; ce qui

ésul . dV . oV y . "
résulte de ce que n1 — n1 - ne peut sevanowr cn meme temps
dx dm

que V, a cause de I'équation (4).
On peut dire en d'autres termes que les équations V (&, m') = o,
V (o, m")=o0, V (X, m) =0, n'ont point de racines égales.
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XL

Maintenant on remarquera quil est permis de regarder la fone-
tion G (&, m') comme une fonction de x tout-a-fait arbitraire, et
G (x, m') comme une autre fonction de x également acbitraire,
pourvu qu'elle soit pour chaque valeur de x plus grande que la pre-
micre fonction G (&, m') ou au moins égale a G (., m').

Fn eflet, si l'on se donne & volonté entre les limites x et X deux
fonctions G/ et G”, telles que pour chaque valeur de x, G soit tou-
jours plus grande que G’, ou au moins égale 2 G', on pourra loujours
concevoir une troisicme fonction G (&, m) contenant avec x un pa-
raméetre indéterminé m, qui deviennc le méme que G/, quand on at-
tribuera & m la valeur particuliere m’, la méme que G" quand on fera
m=m", ct qui en outre pour unc valeur quelconque de x croisse par
degrés insensibles ou da moins ne décroisse pas, lorsquon fera croitre
m d'nne maniére coutinue depuis m’ jusqu'a m'. [l y aura toujours
wne infinité de fonctions G (a, m) qui rempliront ces conditions.

1,a détermination d’une telle fonction G (&, m ) revient a celle d'une
surface assujettie d'abord a passcr par deux courbes données dans deux
plans paralicles au plan xz ct représentées la premiere par les équa-
tions y=m', z=G/, la seconde par les équations y=m", z=G", et
(qu soit telle que dans chacune de ses sections pamll'eles au plan yz a
la distance o, les ordonnées =G (x, m) croissent toujours ¢n méme
temps que y=m, depuis G’ jusqu’a G”, ou du moins ne decroissent
pas. Quand pour une valeur de x particuliere, G’ et G" auront I
méme valeur , G aura aussi nécessairement cctte méme valear.

Parmi toutes les surfaces en nombre infini qui rempliront les con-
ditions prescrites, on peut donner pour exemple, la surface gauche
engendrée par une ligne droite indéfinie qui s¢ meut en demeuraut
parallele au plan yz et glissant sur les deux courbes donndes.

Les deux fonctions K (a, m') et K (a, m") peuvent de mc¢me
étre remplacées par deux fonctions arbitraires de o, K' et K", pourvu
que R’ et K" soient positives cutre les limites x ct X, et que pour unc
méme valeur quelconque de x, R"” ait toujours une valeur inférieure
on tout au plus dgale a celle de K'; K et K” ne peuvent étre nulles
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que pour &x =X ; pour toute autre valeur de a, K’ et K" doivent avoir

des valeurs plus grandes que o.
Cela posé, le théoreme auquel nous sommes parvenus i la fiu
du v° X deviendra celui que nous allons énoncer.

XII.

Théoréeme. Soient les deux équations différentielles

& (R%)

= +G' V =o,
dv//
d. (K% .
—— -+ G"V'=o0,

qui ont lieu pour toutes les valeurs de & comprises entre les deux |~
mites x et X et pour lesquelles on admet les conditions suivantes :

G’ est une fonction arbitraire de a donnée entre les limites x et X ;
G" est une autre fonction de x assujettie a la seule condition d’avoir
pour chaque valeur de x une valeur supérieure ou au moins égale a
celle de G'. Les deux fonctions K' et K" sont posilives pour toutes
les valeurs de x comprises entre x et X (*). En outre, pour
chaque valeur de x, K" doit étre inféricure ou au plus égale a
K”dV"

K'. On suppose encore que la valeur du rapport —z=— pour r==1
@V

. d
ne soit pas plus grande que celle de Vfc

(*) K’ aussi bien que K” peut étre nulle pour r=x, pourvu quorn an on
méme temps

! “ i
dTiK; '11_{2( + GV =0 ou % . % 4 G"V' =0 pour w=wy,

selon la remarque qui termine le n° 1.

Avnir 1836,
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Ces conditions

¢~ &, K'S K,
., dV? , dV’
R

et —.VT- = ) pour X=X,

7
¢tant admises, la fonction V" s'évanouira et changera de signe autant
de fois ou plus de fois que V' entre les limites x et X; et si 'on con-
sidére par ordre de grandeur i partir de x les différentes valeurs de x
qui annullent V' et V’, les valeurs de x qui annullent V* seront res-
pectivement plus grandes que celles deméme rang qui annullent V".

Concevons une nouvelle fonction G ou G (o, m) contenant avec a
un paramétre indétermin€é m, qui devienne la méme que G’ quand on
attribue & m une valeur particuliére m’, la méme que G” quand on
tait m=m", et dont les valeurs successives correspondantes a une
méme valeur quelconque de x, croissent d'une maniere continue on
du moins ne décroissent pas, quand on fait croitre m depuis m' jusqu'a
m". 11 y aura toujours une infinité de fonctions G (a, m) qui rempli-
ront ces conditions. Soit de méme K ou K (&, m) une autre fonction
de x et de m qui devienne égale & K’ pour m=m', 2 K" pour m=m",
¢t qui décroisse ou du moins ne croisse pas, quand m croit depuis m’
jusqu’a m”, & demeurant constante. Soit une fonction V déterminée
par I'équation différentielle

d—-———' (ig> 4+ GV = o,

ct supposons que pour chaque valeur de m, V ait toujours pour
ax=x un méme signe qui soit aussi commun a V'cta V" et que

dav
rZ
la valeur du rapport —— pour x = X, d’abord égale a celle
K
de —— quand m = m’, décroisse quand m augmente ou du

"
K ¥

moins ne croisse pas, et devienne égale a celle de quand

dx
V7
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m devient m". Cela posé, I'excés A du nombre des changements de
signe de V" entre les limites x et X sur le nombre des changements
de signe de V', est précisément égal au nombre des changements
de signe quéprouve la fonction V (X, m)lorsque m croit depuis i’
jusqu’a m’.

D'ailleurs, d’aprés ce qu'on a dit plus haut, V doit s'évanouir et
changer de signe entre les limites x et X au moins autant de fois
que V' et au plusautant de fois que V", et chaque valeur de x qui an-
nulle V est plus petite que la valeur de x de méme rang qui an-
nulle V', et plus grande que la valeur de x de méme rang qui
annulle V".

Dans la premicre partie de ce théoréme, il n'est pas nécessaire de
supposer que les fonctions V' et V" aient le méme signe pour x==x.
A la vérité nous avons admis cette hypothése dans notre démonstra-
tion, n> IX et X. Mais la premiére partic du théoreme a toujours lieu,
quand méme les valeurs de V' et de V" pour = x sont de signes
contraires; car on peut changer le signe de 'une de ces fonctions.
par exemple de V', sans qu’elle cesse de satisfaire a I'équation difte-

rentielle
-
d. (h%
- dr +GIV! — O,
,dv’ L dv”
‘ N )
et a la condition v = —yv pour x =x.
X1I bis.

On a supposé dans tout ce qui précede, que tandis que m croit de-
puis m' jusqua m’, la fonction V (a, m) conserve toujours le mém.

7

K
' Tailleurs la valeur de —2%
Slgﬂe pourx:x et que ailleurs 1a valcur e v

pour x==x di-

minue ou demeure constante. Mais on peut supposer encore quc
cette fonction V (x, m)soit nulle pour x=x quand m=m', ou quand
m==m, ou enfin pour toutes les valeurs de m depuis m’ jusqu’a m”,
sans quelle change de signe. On peut étendre le théoreme précedent a
ces différents cas particuliers, en ayant égard a 'hypothese adoptée n° V1

7.
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\'
, k%

=
ou de pour & =x.

d
ayv v
dx
Si Yon suppose V (x, m') ou V=0 pour x=x, le théoreme qu*
vient d'¢tre énoncé aura toujours lieu, pourvu que I'on considére le
wdV

sur la valeur de

dx e — ’ L
rapport —— comme egal a -+ 2 pour x=x, et quon ne tienne

pas comple de la valeur x parmi celles qui annullent V’; en les com-

.

dyv
Ko

pour x=x et m=m'; quand m croit au-dela de m’, la valeur du

——N0]

parant avec celles qui annullent V" et V. En effet, on a ici

V - ] .
rapport v pour x=x doit augmenter, eu vertu de 'hypothése

dx
établie n° VI, si V ne demeure pas nulle pour x=x. Ponc la valeur
v . .
de —< pour x==x, qui est nulle quand m =, devient plus grande
dx
que z€éro, quand m croit au-dela de m'. Alors le rapport in-
K dvV

dx ‘e . o
verse —;— a une valeur positive d’autant plus grande que m differe

moins de m'. Cest pourquoi quand m=m', on doit considérer la va-
o2V
leur de —2% pour x==x comme égale 3 + o ; en méme temps on
Vv H
doit ometire la valeur x parmi celles qui annullent V', puisque quand
m augmente, la fonction V n’est plus nulle pour x=x.
Silon a V'=o pour x =1x, le théoreme subsiste encore en suppo-
et
sant —\$ = — oo pour x==x et en tenant compte de la valeur x

parmi celles qui annullent V”. Car quand m est un peu moindre que m”,
. dV

{ - s e Y
-%,f a pour x=1x une valeur négative d’autant plus considérable

que m approche plus de m"; et la fonction V s’évanouit pour une va-
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leur de xx un peu plus grande que x, qui diminue jusqua devenir
égale a x, quand m atteint la valeur m".

Enfin si Yon a 2 la fois V=0 et V=0 pour x==x, on doit sup-
poser aussi V==0 pour x =x, pour toutes les valeurs de m entre m’
et ", et il faut alors dans 'énoncé du théoréme n’avoir égard qu'aux
valeurs de x plus grandes que x qui annullent V', V" et V. On a couns-

tamment, daus ce cas, = o pour x =x, quelle que soit m.

V—-«

i
dx

La considération de la courbe V (a, m) = o représentée n® VII peut
servir a faire comprendre comment le théoréme subsiste dans ces cas
particuliers, en adoptant les conventions et restrictions énoncées.

On peut donner encore plus d'extension au théoréme preéce-
dent, en supposant dans son énoncé que la limite X au lieu d’étre cous-
tante , augmente insensiblement en méme temps que m. Cette
exlension résulte de la remarque qui a été faite a la fin duneX, etlon
peut s’en rendre compte par l'inspection de la figare ci-jointe.

- X

Y
LXK
X

m

¢ X X

XIII.

On peut sans altérer les fonctions G et K dans I'équation

(2 %)

—&  t GV =o, ®

faire varier seulement le rapportde Va K d-d—v pour a ==
X

La formule (4) se réduit alors &
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dav - . dV .
IV.KE — Vi (k3 ) =¢C

La constante C est égale la valeur arbitraire du premier membre
pour x=x, et prendre cette conslante positive, cest supposer que la
. dV
K&

v
minue , quand m augmente. La démounstration précédente comprend
ce cas particulier dans lequel les variations J'G et J'K sont nulles. On
en conclut que lorsque 2 diminue, les valeurs de 2 qui annullent V
diminuent par degrés insensibles, et conséquemment, si % augmente,
ces memes valeurs augmentent.

Désignons par V, et V, deux fonctions qui substituées a la place de V
satisfassent a 'équation (1) et en outre aux conditions

valeur du rapport pour x==x, que nous désignerons par f, di-

dav, dv
V,=o, = i,V,=1, —a,—r—’=o, pour x =X :

la valeur générale de V sera
V = AV, 4+ BV,,

A et B élant des constantes arbitraires; V, est une valeur particuliere de
V qui satisfait 2 I'équation (I) et correspond a 'hypotheése de A=o.
V, est de méme une valeur de V en supposant A==t .

Cela posé, onala propositionsuivante : Si 'on faitcroitre la valeur du
rapport —;— pour r=x par degrés insensibles depuis — o jusqu’a
-+~ oo, chaque valeur de x qui annulle V augmente continuellement,
en passant par toutes les grandeurs comprises entre deux valeurs con-
sécutives qui annullent V.; quand % est égale a zéro, on ales valeursde
x qui anpullent Y.

N suit de la que deux valeurs de x qui annullent V, comprennent
toujours entre elles une valeur de x qui annulle V et n’en compren-
nent quune : elles comprennent aussi une valeur de x qui annulle
V, et n'en comprennent qu'une; et cetle valeur de x qui annulle
V est plus petite ou plus grande que celle de méme rang qui an-
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K4V

dx ;o
nulle V,, selon que la valeur % de v pour x=x est négativc
ou positive.

XIV.

La proposition précédente admet une autre démonstration fort
simple.

Soient les deux équations

L GV=o,
dv’
d.(K———
dx
&= t GV =

On en tire, comme au n° II,
dv’ ,dV
K(VE—VZ;)—_—C. (10)

La constante C est égale a la valeur arbitraire de Pexpression

(4 d‘v . . .
K (V v _ V’~—> pour x =x. Cette constante C sera positive si I'on
dx dx
dv dav’
dx dzr .
2 —<— < — pourx=x, VetV ayant dailleurs pour =\
des valeurs de méme signe qu'on peut rendre positives.

Cela posé, soient a et € deux valeurs de a consécutives qui annul-

lent V'. Il résulte de I'équation (10), comme on I'a déja vune® I1, que
CI , H j 2 q

dv A A
pour ces valeursde &, —— ne peut pas étre nulle en méme temps
dx
vid

- . . . dav .
que V', el il est aisé de voir que 7, aura des valeurs de signes con-

traires pour == a et pour x =§&. En effet, pour les valeurs de x un

dV ’ - . .
5 V! - 2
peu plus grandeo que «, et ] ont un meme sigane qui est celui
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’

dv .
de —— pour x =g, tandis que pour les valeurs de x un peu plus pe-

. . < . dv’ .
tites que 6, V' a un signe contraire a cclui de - pour x=©E€. Mais
V' 2 un méme signe pour toutes les valeurs de a comprises entre «

dv’ . . . .
et € : donc —— a pour x=2§€, un signe contraire a celui qu'clle a

pour xr=d.
Maintenant I'équation (10) ol C est positive, fait voir que, toutes

dv ’

— + Conséquem-
ment V a pour x==2 et powr x= € deux valeurs de signes contrai-
res; V s'évanouit donc au moins une fois pour une valeur de x com-

les fois que V’ est nulle, V ale méme signe que

prise entre & et 6.

On reconnaitra de la méme maniére que deux valeurs de x consé-
cutives qui annullent V doivent comprendre au moins une valeur de x
qui annulle V'.

Done ces deux fonctions V, V’ s'évanouiront pour des valeurs crois-
santes de x, Pune apres l'autre alternativement. V s'évanouira la pre-
miére. Car si Pon suppose que a soit la plus petite valeur de & qui an-
nulle V’, les valeurs de V et de V' pour x=x étant toujours censées

. av’ P . .
positives, la valeur de —— pour x=a sera négative, puisque V'doit

en sévanouissant pour x==a passer du positif au négatif; V sera donc
aussi négative pour x=a, dapres I'équation (10); mais elle est po-
sitive pour x==x ; donc V change de signe et sannulle pour une va-

leur de x plus petite que &, cest-a-dire que V sannulle avant V'.

Kk

. \ . . d
[l suit de 1a que si 'on attribue au rapport —‘T-I, pour x =X, des

valeurs £ de plus en plus petites, les différentes valeurs de a qui an-
aullent V diminueront progressivement : on est ainsi ramené a la pro-
position du numeéro précédent.

XV.

Jusqu’ici l'on s'est donné i volonté la valeur du rapport —~ Ppour
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x =x et 'on a supposé cette valeur décroissante ou invariable , tandis
que le parametre maugmentait ; maison peutaussi se donner la valeurde
dv
K2
dr

v
autres conditions relatives aux fonctions G, K, G, etc. On ramenera

ce cas au précédent, en faisant la variable x—=a-—z, a étant une
constante, et considérant toutes les quantités G, K, V, G, etc., qui
¢taient jusqu’'a présent fonctions de x, comme fonctions de la nou-
velle variable z qui augmente quand x diminue. La proposition du
n® XII deviendra par cette inversion celle que nous allons énoncer et
quon peut aussi établir directement a I'aide de la formule (5) de la
méme maniere qu'on a démontré celle du n° XII, en sappuyant sur
la formule (4).
Soient les deux équations différentielles

d (K%)+ G'V' 4 o,
B

" dv”
d. (K 7;)
dx

pour x = X et la faire varier avec m, en conservant d’ailieurs les

+ GHVU = o0,

dans lesquelles les fonctions G/, K/, G”, K" remplissent les conditions
énoncées n°® XII. Silon a

T

—y— = —y— pour rx=1X,
la fonction V" doit s'évanouir autant de fois ou plus de fois que V'
entre les limites x et X, et st I'on considere & comme décrois-
sante & partir de X, les valeurs de & qui annullent V' sont respec-
tivement plus petites que celles de méme rang 2 parlir de X qui
annullent V*.

Soit encore une fonction V telle que

L.i_'_(_l;‘:éz+(}v=o,

Avai 1836, 18
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G et K étant des fonctions de x et de m qui remplissent les conditions
énoncées n® XIL. Supposons que tandis que m croit depuis m’ jusqu’a
m", V ait constamment pour xr =X un méme signe qui soit aussl

av
K dx
commun a V'et & V", et que la valeur de —— pour x==X d’abord
K4V
. . dx , . .
égale a celle de ——— quand m =, croisse avec m ou du moins

ke 4V

S . . . dx .

ne décroisse pas et devienne égale a celle de —7 quand mdevient
m'. Cela posé, lexcés du nombre des changements de signe de V"
eatre les limites x et X sur le nombre des changements de signe de
V' est égal au nombre des changements de signe qu'éprouve la fonc-
tion Vix, m), lorsque m croit depuis m' jusqu’a m".

Si Pon suppose V'=o pour x==X, ce thdoreme aura encore lien

d‘?!
Kl

idx soal : our x=X
Vv comme egal a — © p =i\

¢t qu'on ne tienne pas compte de la valeur X parmi celles qui an-
nullent V',

pourvu que l'on considere

godV’

- . dx
Sil'on a V'=o0 pour x =X, il faut supposer — = - pour
« ==X, et tenir compte de la valeur X parmi celles qui annullent V".
Eufin, si Yon a ala fois V=0 et V' =0 pour x=X, on doit
+usst avoir constamment V=0 pour #= X, en faisant varier m; et

dans ce cas, il faut ne considérer que les valeurs de x plus petites gue
X qui aunullent V/, V" et V.

31 L'on se borne a faire croitre par degrés insensibles la valeur du

dav
&
rapport —— pour x =X, sans altérer les fonctions G et K dans I'é-
a.(x
. dx . .
quation —-——=-}- GV = o, on voit que les valeurs de x qui annul-

lent V augmenteront toutes a la fois. Cette proposition particuliere,
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laquelle nous pourrions donner plus de développement, correspond a

celle du n° XL
XVI.

Les propositions énoncées dans les n° XII et XV vont nous donner
de nouvelles propriétés des fonctions qui nous occupent.
Soient encore les deux équations différentielles

d. (K’

+ GV = o,
d. Kwd__dx”)

AL V[ .
— L L6V = o,

ou l'on suppose toujours
G'I > GI K'/ < KI
p— ’ — "

T "
KI d‘ K” lﬂ_

. dx dx .
Quelles que soient les valeurs des rapports —7—s Ty » SOIL pou:
x=1x, soit pour x = X, deux valeurs de x consécutives qui an-
nullent V' comprennent toujours aw moins une valeur de x qui an-
nulle V".

En effet, solent a et & deux valeurs de x qui annullent V', et sup-
posons quaucune autre valeur de x comp‘rlse entre & et & nwannulle

K”dV
V'. 81 V" n’est pas nulle pour x==, le rapport V" anra poui
@Y’
o= leur finie plus peti lle de —2Z pour
o = a une valeur finie plus petite que celle de —7— pour x =«

qui doit étre considérée comme égale &4 - w , d’aprés la remarque
dVYI

KI
faite au n° XII bis. (On peut dire aussi qu'on a V€I=+oo pour

K'dv

dx .- \
v @ des valeurs positives trés grandes pour les

x == e, parce que

valeurs de x un peu plus grandes que a.)

18..
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Alors, d’apres le théoréme du n° XII, si I'on fait croitre a depurs )
jusqu’a €, la fonction V" s’évanouira nécessairement au moins une
fois pour une valeur de x plus petite que la valeur € qui annulle V'.

Il en sera de méme, si V" est nulle pour x =a en méme temps
que V'.

On tirerait aussi la méme conclusion du n° XV, en faisant décroitre

K’ av’

. . ” .y dx ’ .
x depuis € jusqu’a ¢ , et considérant v— comme égal &4 — o pour

Dewx valeurs de x consécutives qui annullent V" ne peuvent pas
comprendre plus d’'une valeur de x qui annulle V'. Car sl y avait en-
tre elles deux valeurs de o annullant V', celles-ci comprendraient une
nouvelle valeur de x qui annullerait V" et qui tomberait entre les deux
que l'on considére, ce qui serait contraire a 'hypothese. Cette propo-
sition subsiste dans le cas méme ou l'une des deux valeurs de x qui
annullent V" annullerait aussi V'. Il ne peut pas entre ces deux valeurs
de x en exister d’autre qui annulle V.

XVIL
Ces propositions ont lieu, quelles que soient les valeurs des rapporls
’ d ”
K K
-, soit pour x=x, soit pour x = X. Maintenant,

——.V,—, —“-VT,,“_
admettons comme dans les n”* XII et XV, qu'on ait 4 la fois

" dV’
K/) dv . Kl D
dr < dx
v . v pour * = x,
oV LAl
dr > dzr
Vi — TV pour x = X.

Alors V" s’évanouira au moins une fois pour une valeur de x moindre
que la plus petile valeur de x au-dessus de x qui annulle V/, et aussi
pour une valeur de x plus grande que la plus grande valeur de x an-

dessous de X qu1 annulle V.
On est ramené par la a conclure, conformément a la premiere par-
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tie du théoreme du n° XII, que tandis que x croit depuis la limite <
jusqu’a une valeur quelconque a, V" s'évanouit et change de signe
entre les limites x et a au moins autant de fois que V' et pour des
valeurs de x respectivement moindres que celles de méme rang qui
annullent V’. Car tandis que x croit depuis x jusqua a, V" s'évanouit
au moins une fois avant que x atteigue la plus petite valeur qui an-
nulle V’, et d’ailleurs il y a toujours entre deux valeurs de x consécu-
tives qui annullent V’ au moins une valeur qui annulle V*.

De méme, tandis que x croit depuis une valeur b jusqua X, V/g’¢-
vanouit entre les limites b et X au moins autant de fois que V', et
pour des valeurs de & respectivement plus grandes que celles du méme
rang & partirde X qui annullent V', Car V" g'évanouit pour une va-
leur de x qui surpasse la plus grande de celles qui annullent V', et
d’ailleurs deux valeurs de x consécutives qui annullent 'V’ compren-
nent au moins une valeur de x qui annulle V". Cette proposition a été
déja énoncée dans la premicre partie du n° XV.

Si 'on considere par ordre de grandeur A partir de x les différentes
valeurs de & qui annullent V' el V", la ni™ valeur de x a partir de x
qui annulle V' sera plus grande que la " valeur de x qui annulle V"
et plus petite que la valeur de x qui annulle V' d'un rang marqué
par n==4, A désignant comme précédemment I'excés du nombre
des changements de signe de V" entre les limites x et X sur le nomhre
des changements de signe de V'. En cffet, la n" valeur de a2 partir
de x qui annulle V' est plus grande que la valeur de x de méme rang

ui annulle V”, d’apres le n® XII, et d’'un autre c6té, cette valeur de
a qui annulle V' est, d’apres le n° XV, plus petite que la valeur de &
de méme rang a partir de X qui annulle V, valeur dont le rang a par-
tir de x est marqué par 7+ A.

En particulier, si A=1, cest-a-dire si V' ne sannulle qwune
Jois de plus que V' entre les limites x et X, chaque valeur de x qui
annulle V' tombe entre la valeur de x de méme rang , a partir de x
qui annulle V" et la valeur de x immédiatement supérieure qui annulle
aussi V", de sorte que les deuzx fonctions V" et V' s’évanouissent lune
aprés Dautre alternativement, tandis que x croit depuis x jusqu'a X.

On peut aussi le conclure de ce que deux valeurs de x consécutives
qui annullent. V' doivent comprendre au moins une valeur de x qui-
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annulle V", n® XVI, et de ce qu’il y a au moins une valeur de x qui
annulle V" entre x et la plus petite valeur de x qui annulle V', comme
aussi entre X et la plus grande valeur de x qui annulle V.

SiTona V=0 ou V" = o pour x=x ou pour x=X, ou si l'on
a i la fois V'=0 et V=0 pour x==x ou pour x=X, les proposi-
tions précédentes subsisteront, pourvu qu’on ait égard aux observa-
tions faites dans les n° X1I 4is et XV.

XVIIL

Considérons deux valeurs de x quelconques, a et b, entre x et X
{ @ pouvant étre égale 2 x ou b 4 X). V" ne peut s'évanouir entre les
limites a et b qu’une fois de moins que V'. Car entre deux valeurs de
x qui annullent V/, il y a toujours au moins une valeur de x qui an-
nulle V",

V" sSévanouit entre les limites a et b au Plus A fois de plus que V'
car V" s'évanouit au moins autant de fois que V'soit entre les limites
x et a, soit entre b et X.

Il suitde la qilentre dewsx valeurs de x consécutives a et € qui an-
nullent V', il ne peut exister plus de A valeurs de x qui annullent V",

Il peutarriver que V" soit nulle en méme temps que V' pour r=ua:
dans ce cas particulier, V" s'évanouit au moins une fois de plus que V',
tandis que x croft depuis x jusqu’au-dela de a, et au moins autant de
fois que V', tandis que x croit depuis une valeur un peu moindre que
€ jusqua X. Donc V* sévancuit au plus A—1 fois entre « et &,
saus compler son ¢vanouissement pour x=—a.

On voit de méme que si V* était nulle pour 2==€ en méme temps
que V', sans I'étre pour ==, V" s'évanouirait encore au plus a —;
fois entre « et 6. Enfin, si V* était nulle en méme temps que V' pour

les deux valeurs 2 et €, il y aurait an plus A — 2 valeurs de x entre
2 et € qui annulleraient V*.

XIX,

Eu adoptant les hypothéses énoncées n° VI, on a reconnu que la
dv
|

valeur de la fonction ~$ pour chaque valeur de x diminue quand
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m augmente, aussi long-temps que V ne s'évanouit pas. Il ensera dc
K av K av + HV
dx
v
H une quantité constante ou une fonction de m qui décroisse anssi
continuellement quand m augmente. Faisons x=1X dans cette fonction

K v + HV
dx . . y . -
-——— qu ne contiendra plus alors d’autre variable que m, el

considérons les changemests de signe qu’elle pourra éprouver par ia

N . dx . "
méme de Pexpression —~ -+ H ou » si lon désigne par

- varialion de m.

Ay

Cette fonction —%——— , ou l'on fait & = X, ne peut changer de

signe qu’en devenant nulle ou infinie. Lorsqu’elle devient nuile, on a
dv . .
KE + HV = o0, et I'on ne peut pas avoir en méme temps V=0, car

. . av .
alors on aurait 3 la fois Vz==o0 et - =0 powr =X, ce qui ust
dx

K gy -+ HYV
umpossible. Puisque la fonction —l—\.——— a la propriété de décroitre
continuellement tandis que m augmente, elle pusse en s’évanouissant
du positif au négatif ; ensuile m continuant a croitre, elle décroit in-
définiment en prenant des valeurs négatives de plus en plus €loignées
de o, jusqu’a ce que V devienne nulle a son tour.

Quand V sannulle pour une valeur de m, on a vu plus haut,
n°* VII et VIII, que, pour les valeurs de 2 wn pen plus grandes que
celle-la, V ale signe de Z——; , et pour les valeurs de m un peu plus
petites le signe contraire; ce qu'on peut aussi conclure de ce que
KVTV augmente en méme temps que m. Dong, quand V sannulle, la

dx

dav
K& TRY . -
fonction ———— change de signe en passant de l'infini négatif

a Dnfini positif ; m continuant a croitre, cette fonction recom-
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mence 2 décroitre, en prenant des valeurs positives de plus en plus
petites, jusqua ce quelle s'évanouisse derechef pour une nouvelle
valear de m; en s'évanouissant, elle passera du positif au néga-
1if, puis continuera i décroitre jusqua linfini négatif qu'elle at-
teindra par un nouvel évanouissement de V ; de sorte quen genéral
les deux fonctions V et K %Z— -+ HV s'évanouiront toujours l'une

aprés 'autre alternativement pour des valeurs croissantes de .

XX.

De la il est aisé de tirer les conséquences suivantes :

h
K‘%q_nv

\f
leurs positives pour m == m' et pour m=m", m croissant depuis m'
jusqu’a m’, elle doit changer de signe un nombre pair de fois, ¢n pas-
sant d’abord par zéro, puis par l'infini, et ensuite par zéro et par
I'infini alternativement. Le nombre des valeurs de m comprises entre

Si la fonction ou lon fait toujoursxx = X, a des va-
1) ’

m' et m" qui annullent K (%—{-HV est donc égal au nombre de celles

qui anaullent V ou V (X, m), et par conséquent, n° XII, & I'exces A
du nombre des changements de signe de V(x, m") ou V" entre les
limites x et X sur le nombre des changements de signe de V (¢, m')
av
dx
aprés I'autre alternativement , quand m croit depuis m' jusqu’a

ou V'. Ces deux fonctions V et K — +4-HV s'évanouissent l'une

) o dV Sy . .y
m', et cest K — - HV qui s'évanouit la premiere.

A

. - - x , .
Si la fonction _ a une valeur négative pour m = m’
v P

aussi bien que pour m=m", elle doit encore changer de signe un
nombre pair de fois, en passant alternativement par l'infini et par
zéro, et d’abord par Iinfini. Ainsi, m croissant depuis m’ jusqu’a m",

. (285 , . \
les deux fonctions V et K 4 HV s'évanouissent 'une aprés I'autre

alternativement le méme nombre de fois, V étant la premiere qui s'é-
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vanouisse ; et par suite, le nombre des valeurs de m comprises entre

m’ et m" qui annullent K‘;—Z ~+ HV est égal a Vexccs A,

K +HV
Si %=
v
négative pour m == m", elle doit changer de signe un nombre impair
de fois , en passant alternativement par zéro et par l'infini, et d'abord
par zéro, tandis que m croit depuis m' jusqua m" : la fonction

dav T s . .
K o+ HV sévanouit donc avant V et une fois de plus que V; le

a une valeur positive pour m = m' et une valeur

. dv
nombre des valeurs de m entre m' et m" qui annullent K — 4+ HV et

doncégal & A1,

- | |
Enfin, st -~ @ une valeur négative pour m = m' et posi-
tive pour m==m", m croissant depuis m’ jusqua m’, la fonction
K j—z <4 HV s'évanouira apres V et une fois de moins que V, par
conséquent un nombre de fois marqué par A — 1.

Dans tous les cas, ces deux fonctions V et K j—;— + HV ou Fon at-

tribue & a la valeur particuliere X, ont une corrélation telle, que
deux valeurs de m consécutives qui annullent P'une d’elles compren-
uenttoujours entre elles une valeur de m2 qui annulle T'autre, et n'en
comprennent qu'une.

Soient x et u’ deux valeurs de m consécutives quisatisfont alI'équation

K % -+ HV = o0 pour x = X. Puisqu’elles compreunent entre elles

une valeur de m qui annulle V(X, m) et n’en comprennent qu’une,
on en conclut, d’aprés la 2° partie du théoreme da n° XII, que la
fonction V (r, u') s’évanouit et change de signe entre les limites x et
X une fois de plus que V{(x, u).
. : L dv ,
Nous ajouterons que celte équation K — —+ HV =0 ne peut pus
dyv
%
avoir de racines égales , carelle est la méme que — + H=o0 et

Avee, 186 19
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[x%
F'on ne peut pas avorr en méme temps -\ —— + U J =0, cequ

est le caractére d'une racine multiple, puisque d’apres la formule (4],

\7
tive ou nulle. On peut voir encore qu'on ne peut pas avoir pour unc

. day & dav
méme valeur de m, K T +HV=o0 et frZ(Kﬁ + HV) =o0, eu

,dV
&
d (———) est toujours négative, et que ' H est par hypothese nega-

ohservant que la formule (4) donne
- e dV v ¢ o
IV.(K+HV) — V.o (K5 + HY)> o pour x =X,

pourvu que dH soit négative ou nulle.
On a déja remarqué, n° X, que les équations V(X,m)==0 «t
\ (v, m'y=o0, V(x,u)=o0, etc., nont pas non plus de racines

cgales.

XX1.

St T'on remplace la quantité H qui est une constante ou une fonction
decroissante de m par une autre quantité H, aussi constante ou fonc-
s10n décroissante de m qui pour chaque valeur de m soit plus grande

K[ﬁ-}-HV
dx

v aura toujours une valeur inférieure

que H, la fonction

av .
_ A
K +1,

xcelle de -— pour chaque valeur de m:; et comme ces deux

X
v
fonctions décroissent en méme temps jusqua — oc, tandis que m auy-
mente , la seconde s'évanouira nécessairement apres la premiere , si m
croit depuis une valeur quelconque qui rende la premiére positive
jusqu’a la valeur immeédiatement supérieure qui annulle V.
Conséquemment , lorsque m croit depuis m' jusqua m", ces trois

) . dv av y . ) .
fonctions V, K -+ HV et K -+ H,V s’évanouissent P'une apres

. ) . ’ . /A% .,
I'natre alternativement dans Vordre suivant : K — HV s'éva-
dx
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. . - (9 T dy Y .
nouit toujours immeédiatement aprés V, K — T H,Vsévanouit apre-

Aav . . dav
K—(?; ~- HV, et V apres Kﬂ —+ H)V.

On voit par la que sil'on fait varier Henlui attribuant successivement

des valeurs constantes de plus en plus grandes depvis — wjusqu'a4- =
ou en la remplacant par des fonctions décroissantes de 7 de plus en

plus grandes, les diverses valeurs de m qui annullentKj—Z -+ HYV

augmenteront en passant par toules les grandeurs comprises entre les
valeurs de m consécutives qui annullent V(X , m). On a vu d’ailleurs
que les valeurs de x qui annullent la fonction V (x, m) diminuent,
quand la valeur attribuée 4 m dans celte fonction augmente.

Tout ce qui précede s’applique en particulier aux valeurs de m qui

dv . o dv ,
donnent -z = 0 pour x = X, puisque la fonction K ﬁ;+ HV =¢

Sy ey dav .
réduit a K ) quand on fait H = o.

XXIL
d\

Nous avons désigné par £ la valeur de —~ pour x = x et admu~

que cette valeur 4 diminue ou reste la méme, tandisque m augmente

Si en prenant toujours pour G et K les mémes fonctions de & ct de m.
on remplace % par une autre quantité %, constantie ou fonction de-
croissante de m, qui pour chaque valeur de m surpasse £ d’aussi-peu

dv

L&

: it davres le 7 et :
quon voudra, on sait dapresle n° VI que la fonction ~— aug-

v ..
mentera ou que —r diminuera pour chaque valeur dc x et e

K&

dx '
particulier pour x = X. Conséquemment la fonction «V;T +H ou
A

dr L . . . <,
v ou l'on fait x = X, qui conserve la propriété de d¢-

19.
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croitre quand m augmente, s'évanouira pour de nouvelles valeurs
de m un peu plus grandes que celles qui 'annullaient d’abord, quand

kY
. dr
on supposait —~ = h pour xr=x.
Pour le voir encore plus clairement, supposons que la fonction
dv o ) ) ,
K— + HV oulon fait xr=X, soit nulle pour m==pu, lorsqu'on a
K K%
-~ = k pour x = x. Alors la fonction 2 4L H ou
A%
dv
KZ- + HY
r 1 . , .
—~—5—— ou I'on fait x = X, étant nulle pour m =u et dé-

croissant quand m augmente, est négative pour les valeurs de m plus
grandes que w jusqu’a celle qui annulle V (X, m).

K o
Faisons maintenant v— = h, pour x =x, h, surpassant & d'une
kY 4wy
(uan tité aussi petite qu'on voudra; la fonction v Ou I'on

tait x =X, deviendra plus grande qu’elle n’était avant le chaugement
de % en A ; or elle était nulle pour m= u et négative pour m > u;
donc aprés la substitution de %, a la place de 4, cette fonction sera po-
sitive pour m=—p et aussi pour des valeurs de m un peu plus grandes
que w; mais m continuant a croitre, cette fonction reprendra le
sigue — qu’elle avait d’abord, puisque son augmentation due au chan-
gement de % en %, est aussi petite qu'on le veut, en prenant /%, tres
peu différente de k. Ainsi les valeurs de m qui annullent la fonction

dv

Kz + HV ou l'on fait x=X, augmentent quand on remplace /
par k,, cest-a-dire quand la valeur de —— pour x = x devient

plus grande. Si au contraire elle devient plus petite (ou si I'on rem-
place %, par %), on prouvera pareillement que chaque valeur de m

qui annulle la fonction K%—Z ~+ HV ou lon fait x=1X, devient
plus petite.
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On reconnait de la méme maniere que les valeurs de m qui annul-

lent V (X, m) augmentent ou diminuent toutes & la fois, selon que la
K dv
dx

v— pour x=x devient plus grande ou plus petite, cu

145

valeur de

s s v . .
considérant qu’alors celle de —v powr x = X diminue ou aug-
dx
mente.
(el

. , w . dx
Ainsi, lorsqu’on fait varier la valeur 4 du rapport —~— pour

a==x, soit en lul atiribuaut des valeurs constantes de plus eu plus
grandes depuls — oo jusqu’a 4 o, soit en prenant pour % des fonc-
tions décroissantes de m de plus en plus grandes, sans changer les
tonctions G et K, les valeurs de m qui satisfont soit & Féquation

dy . o s .
kK 7z + HV = pour x=1X, soit a I'équation V (X, m) =0, ang-
mentent toutes a la fois.

Les valeurs de m qui satisfont aux deux équations

dyv
K— — AY = o, pour & =x,

ol K% + HV = o, pour x=X.

augmentent donc en méme temps que les quantités % et H, dont cha-
cune est une constante ou une fonction décroissante de m.

XXIII.

Supposous que dans I'équation (I)

(x%)

dr + GV =,

on remplace la fonction de x et de m que G représente par une autre
fonction G, de & et de m, qui pour chaque valeur de x et de m surpasse
G d’une quantité aussi petite quon voudra. On peut councevorr, st



i 46 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

'on veut, que G dépende non-sculement de x et de e, mais encore
d'un autre paramétre indéterminé n, et qu’en faisant croitre celui-ci,
G augmente et devienne G,. Remplacons aussi K par une autre fonc-
tion K, de x et de m qui soit moindre que K d'une quantité aussi petite
qu on voudra : on peut encore cousidérer K comme fonction du nou-
veau parametre z, ct admettre que K devient plus petite et se change
en K. par Paugmentation de n. [’équation (1) deviendra

. K"grx)
S LGV, = o,
Nt G
8 . G . i dr dx _
bupp().;ous enin qll on al \—‘, = Oou un peu < T pOlll

» =, quelle que soitm, et que dailleurs chacun de ces rapports di-
minue ou demeure constant , quand m augmente.

Cela posé, on conclut du théoréme du n° XII, en y remplacant m par
7, que la nouvelle fonction V, doit s’évanouir entre les limites x et X
autant de fois ou plus de fois que V, et que chaque valeur de x qui
annulle V, est plus petite que la valeur de x de méme rang a partir de x
quiannulle V. En outre on aura d'aprés le n° VI pour toute valeur de
plus grande que x

av’ AV
Kz < Kz Y v
VT v oM THRT Ay
K, 2o Al
dx dx

(onséquemme.t eu faisant x=2X, on aura pour chaque valeur
de m

dv dV
- 4 1 T
K, = + BY, K— + HV

v, < v

ot comme ces deux fonctions décroissent I'une et Fautre quand m
dv

K, ==~

dxr

augmeme, v

+ HY,
——, $'évanouira en passant toujours da positif

av négatif pour des valeurs de i un peu plus petites que celles qui
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K%X + HV
aunullent -~—xv—-~, Cest-a-dire que les vacines m o édgua-

tion K,% -+ HV, = 0 sont un pen moindres que celles de Féquation

dy : rait rendre encore blus ¢y
K I -+ HV = o; proposition quon pourrait rendre eucore plus evi-

r

Jente par le raisonnement développé dans le numéro precedent.

- iy ; v, . .

En considérant qu'on a —av- > gy - On reconnait de méne

: - dv, d
"dx Cdx
que V, (X, m) s'évanouira pourdes valeurs de m plus petites que celii
gui annullent 'V (X, m) (*).

On voit par tout ce qui précede conment Faugmcntation vu ia di-
minution de chacune des quantités H, 4. G ¢t K, ndépendamment e
la variationde m, influe sur les valeurs dex qui annvllent Vi, mn enive
les limites & et X. et sur les valeurs de m qni satisfout i 'équation.

- dV ;
K= ~+ HV = o pour x =X.
XXIV.

Ou a supposé dans toul ce qui précede que H étart une quantite coas
tante ou une fonction décroissante de m. Silon prend pour H ane fonc-
tion quelconque dem assujettie a la seule condition de ne pasdevenir inji

K'd_V K‘ﬁ 4+ HV

. . dx x - . .
ate, la fouction -~ -+ H ou —5 oulon tait =X, pourrs

*) Par esemwple, le probléme de la distribution de Ja chaleur dans wae sphet,
Liomogene conduit i des équations de cette forme

d*V Ny,
yu’on intégre en supposant V=—o pour x = o.
o L . . %
D’apres ce qui précede les valeurs de m qui satisfout a équation C:T +HV—=o,
- :

pour x == X ou 4 Véquation V(X , m) = o, diminuent quand la quantite n aug-
mente, et si nn’admet pas de valeurs positives. les racines m de ces ¢quations sont
ies plus petites quand n==o
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tantot croitre , tantot décroitre. En désignant par o et € deunx valeurs

Sl

S . . d:
de m consécutives qui annullent V (X, m), cette fonction —V—r <+ H

aura toujours pour les valeurs de m un peu plus grandes que « des va-
leurs positives trés grandes et pour les valeurs de m un peu plus pe-
dav
S &
tites que € des valeurs Lrés grandes, pulsque —z— ou Von fait x =X
passe de — cc & - o, toutes les fois que m atteint et dépasse une va-
. , dav
leur qui annulle V (X, m) : par conséquent K — ~+ HV changera de
signe en s'évanouissant une fois ou un nombre impair de fois tandis
A - . ”" ] A . dV
que m croitradepuis « jusqu’a €; il pourra mémearriver que K 7= 4 HV

<évanouisse pour d’autres valeursde m entre a et §sans changerde sigue.

k4 4wy

On voit aussiquesi la quantité - est positive pour une certaine

A
v . .

valeurde m, K %—r - HV devra changer de signe une fois ou un nombre

impair de fois tandis que m croitra depuis cette valeur jusqu’a celle nn-

mediatement supérieure qui annulle V (X, m) et que K — 4+ HV ne

chaugera pas de signe ou en changera un nombre pair de fois, tandis
que m variera depuis la valeur dontil $'agit jusqu’a celle immediatement
inférieure qui annulle V (X, m). D'aprés cela il est aisé de voir comment
on devra modifier les propositions des n® XX...XXIII, en supposant
que H soit une fonction quelconque de m, au lieu d’étre une constante
ou une fonction de m décroissante.

XXYV.

Nous avons considéré précédemment les changements de signe
quéprouve entre les limites x et X la fonction V définte par léqua-
tior différentielle

*(8%)
—_— = 0. (1
y -+ GV 0 (L)
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G et K étant des fonctions de x et de m qui satisfont aux condi-
tions énoncees n° XII.

Maintenant nous allons nous occuper de la fonction K‘%-l— PV que

nous désignerons par T, p étant une fonction de x ou une cons-

tante.
E T=K% + pv
“n posant =R 4 py,
av
d.(K -
dT ( dx) dv dp
ona &= TPtV
a.(x d—V)
dx s
en remplacant dans le second membre ————= par laquantité équi-

valente — GV, etg par I:KEX , on trouvera
IT
qa_ﬂh+@K+p—K%)V=a (11)
La formule
day
T=K-— -4 pV
donne aussi
dav ,
IT =& (KZ)+pdV,
d'oun l'on tire
— _ dv dv
T.JV—V.IT =4V K% — V.J‘(KE;).

En combinant cette derniére formule avec les équations (4) et (5) du
n® VI, on aura les suivantes :

TIV—VIT=C +[ V'.9G.dx —f (L) . 9K.dzx, (12)
ww_ww=eﬁfww&mﬁfx%fﬂmm (13)
Les constantes C et C' représentent ici les valeurs de Td'V—VJ'T pou

x=x et pour x =X.
Ma1 1836. 20
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La formule (12) fait voir qu'on aura, pour chaque valeur de
TV — VIT > o,

st on prend C et &'G positives ou nulles, et JK négative ou nulle,

. .- "
comme dans le n° VI (dm étant positive). Alors la quantité T aug-

nente ou £ diminue, quand m augmente, car on a
! v » q 5
7 2 M 2 T
TIV —VIT =T (5)=— V"4 (5).
. .. , A%
Prendre C positive on nulle, c'est supposer que la valeur de -+ pour

T 4. .
a = x augmente ou que celle de v diminue, quand /m augmeate.

ou que l'une et lautre demeure constante. Nous admettrons en outre
que T ne change pas de signe pour a =x, mais que V(x, m) peut en
changer.

Cela posé, attribuons a m une valeur arbitraire et soit £ une valeur

: , dyv -
de ¢ qui annulle T. Comme T représente K:ﬁ. ~ pV, V ne peut pas
étre uulle en méme temps que T pour x=§¢, puisque si V était nulle,

on aurait  la fois V=0 et 4"
dx
sible, n® II. On le voit encore par I'équation (12).
L’équation (12) prouve aussi que J'T ne peut pas étre nulle en
méme temps que T, puisque alors TSV — VJ'T serait nulle, tandis
qu’au contraire on a toujours, en vertu de nos hypotheses,

TIV —VIT > o.

= o pour x==§£, ce qui est Impos-

A cause de T = o, cette inégalité se réduit &
— V4T >o0;
.. oT . .y . .
ainsi quand T=o0, J'T ou T, 2 un signe contraire a celui de V.

L. e o dT e
D’ailleurs Péquation (11) fait voir que 7 sera aussi différente de

zéro et d'un signe contraire a celui de V, si I'on a pour chaque va-
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leur de 2.

d
GK + p*— KZ > o. (14)

En admettant cette nouvelle hypothese, toutes les fois quon aurx
T = o pour un systéme de valeurs de x et de m, les deux dérivées
dT
En conséquence, on pourra appliquer a la fonction T tout ce qu'on a
démontré dans les n® VIL...XI sur les changements de signe de V,

2T cpp , A .
et s— auront des valeurs différentes de zéro et de méme signe.

. i oo dV &V .y
en s'appuyant sur ce que les dérivées T €t 5, ontdes valeurs dif-
[érentes de zéro et de méme signe , toutes les fois que V s'évanouit.
Puisque T jouit de la méme propriété, on en conclura successivement
comme on I'a fait pour V, que T change toujours de signe en s’éva-
noutssant , que les valeurs de = qui annullent T décroissent progres-
sivement quand /» augmente, et que si T est nulle pour x=X ect
pour une valeur particuliere de m, T acquiert pour une valeur de »:
un peu plus grande un nouveau changement de signe prés de la li-
mite X.

De la résulte le théoréme suivant.

XXVL

Soient les équations différentielles

2
d.(K"%
—&  t &V =o,

”d"’”
4K 'a;)

dx

av
d.(h [E)

dx

-+ G'V'= o,

+ GV = o,

dans lesquelles les fonctions G/, K’, etc. remplissent les conditions
énoncées n° XII. Soit p une fonction de x telle qu'on ait pour toutes
les valeurs de o comprises entre les limites x et X,

20..



152 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
G’K’—l—p‘—K’Z—i > o,
GK'+ p — KL > o, (14
GK + p — K £ > o,

p pouvant se réduire a une constante.

V " > \r ’

- K"ﬁ_ + pVv’

, la fonction

- .
Si P'on a pour x=x, v -
__+ )V

K'd—y——-{—pV” doit s'évanouir etchanger de signe autant de {ois ou plus que

K'dv -+ pV’, entre les limites x et X, et chaque valeur de x qui an-

nulle K’ T+ pV' est plus grande que la valeur de x de ‘méme rang

] d ]
4 partir de x qui annulle K” dz -+ pV".

En outre, si K = +pV a toujours pour x ==X un signe constant
qui soit aussi celui de (i +pV’ et de K” + pY' pour x=x,

: \J ) )
et si la valeur du rapport —<——— pour x=x, étant d’abord égale
K o+ rY
! V’ 4 . .
a celle de ——7——— quand m=m', augmente ou du moins ne di-
r dv ’
K oy + py
minue pas quand m augmente, et devient égale a celle de —TV\,__
K" + vV
quand m = m", Yexcés du nombre des changements de sxgne de
dV" , . aV
K’ ~— - p" sur le nombre des changements de signe de K’ ey AN
eatre les limites x et X, est précisément égal au nombre des change-
ments de signe qu'éprouve la fonction K ‘%+ pV oul'on fait =X,
lorsque m crolt depuis m’ jusqu’a m"”.
Remarques. —- Quoiqu’on ait supposé pour établir ce théoréme que
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la fonction K 2 +pV ne change pas de signe pour x=x, et que

dav’ av’
pir conséquent K' —— -+ pV’ et K'—— - pV” ont le méme signe

pour x =x, cependant la prem]ere partie du theoreme a lieu, lors
méme que les valeurs de K 2 +pV’ et de K” + pY" pour

2 == x sont de signes conhaues. En effet, on a la f'aculte de changer
le slgne dela fonctlon V' par exemple, sans quelle cesse de vérifier
I'équation différentielle

2 L GV = o,
et la condition
'VY’ < 'VII
,dV' = dV” i Pour X == X.
S dx + pV dx + ¥

En changeant le signe de V’, celui de K’ +pV’ est changé eu

méme temps pour chaque valeur de x et en partlculler pour x = x.
Chacune des fonctions V', V" et V peut avoir pour & = o une valeur
positive,, négative ou nulle, indifféremment.

. dav’ rs .
Silon a K'—- 4 pV' =0 pour x=x, le théoréme qui vient
d’¢tre énoncé a toujours lieu, pourva que 'on considére le rapport

v’ RE .
—d—V,—— comme €gal & — oo pour x =x (¥) et quon ne tienne

-tV

av
Iz +pV

(") En effet, on a T = o pour r=X et m==rm': or quand m

T . A . .
augmente, ce rapport (—V) doit décroitre, et conséquemment devenir négatif :

.
cn sorte que — a pour x = x une valeur négative d’autant plus consi~

dérable que m différe moins de m'.
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pas compte de la valeur x parmi celles qui annullent K' + pV’
ies comparant avec celles qui annullent K” ’J\% -+ pV'.

Silona K" ‘% -+ pV' =0 pour x =x, le théoréme subsiste eu-

MG

Core e supposant F"d;" =4 ® pour xr=x et en tenant
dx ¥
dav”’ ;
compte de la valeur x parmi celles qui annullent K" - TP Y.

"

Enfin si l'ona i la fois K/ in~ ~+pV =o0 et K" +1)\ "= o0 pout

v : . x
r=x, on doit supposer aussi constamment K =+ pV =o pour

x==x, tandis que m croit depuis m’ jusqu’a m", et il faut alors dans
enonce du théoreme n’avoir égard qu’aux valeurs de x plus grandes

KI/ dv” + "l/

que x qui annullent les fonctions K

I\ﬂ—kp\

XXVIL

On pcnt sans allérer les fonctions G et K dans équation. ..
d (}\ )

pour x == x. En supposant toujours GK4-p* —K —dg > o, le theo-

= o0, faire varier seulement le rapport de V a K i

reme du ne XXVI se réduit alors au suivant, dans lequel les fonc-
tions V, et V, sont celles qui ont été définies au n° XIlI,

Kk
dx , .
v— pour x=7x par degrés in-
sensibles depuis — x jusqu'a -+ « , chaque valeur de x qui annulle

Si lon fait croitre la valeur & de

_dV ; :
KR — + pV augmente continuellement en passant par toutes les gran-
deurs comprises entre deux valeurs de x consécutives qui annullent

K== +4pV.: quand 2=o0, on a les valeurs de x qui annullent

v,
N ([Tx e A
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(&1
o

XXVIIL

Il est aisé de voir comment on doit modifier le théoreme du
n* XXVI, st Pon remplace les conditions énoncées pour la limite
par des conditions analogues pour la limite X. Nous ne donnerons ict
qu'nne partie du nouvel énoncé.

Sotent les deux équations différentielles

d (Ix’ dV

+ GV =

d (h” V//
+ GII‘TII

tt supposons toujours
GU i GI’ KII i Kl,

G’K’+p’—K’(‘%>o,

o 9 ' ’17[)
Si Ton a
‘7” < \Tl

,dV” —_ av’ - pOul‘ X = X,
K dx + Vll K/ _z + er

. . av’ , . .
la fonction K" —7 = pV" s'évanouira entre les limites x et X autant

de fois ou plus de fois que K'

ct pour des valeurs
de 2 respectivement plus grandes que celles de méme vang a

partir de X qui annullent K’ + pV’.

Si I'on a K' ———+ pV' =o pour x =X, celte proposition suh-

siste pourvu que l'on considére —ﬁ‘[——— comme €gal & o
K'—+ py
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pour x=X, et qu on ne tienne pas compte de la valeur X parmi
celles qui annullent I\' — +pV’ en les comparant i celles qui an-

nullent K” + pv".

M4

A

Silon a l\" +p\ "=o0 pour x=X, il faul regarder

comme égal & — o pour x= X, et compter la valeur X parmi
celles qui annullent V",

+pV’__ o et K" +pV " pour

x =X, il faut dans le méme €nonce navon‘ egard qu aux Valems

de x plus petites que X, qui annullent K' +pV’ et G - + V" "

XXIX.

Les théoremes des n° XU et XV sur les changements de signe de
V' et de V", nous ont donné comme corollaires les propriétés déve-
loppées dans les n= X VI, XVILet XVIIL En appliquant les mémes

raisonnements aux deux fonctions K/ iv——l—p" et K"
on déduira des n® XX VI et XXVIII des propri€tés de ces fonctlons
tout-a - fait analogues a celles de V' et de V". Il suffira de les

enoncer.

o

. Y
Quelles que soient les valeurs de — 7~ etde d\’
Ko+ pV +p\ .

soil pour .x__ x, soitpour x=X, deux valems de xconsecutlves qui an-

nullent K’ —I— pV'comprennent toujoursau moins une valeur dex qui
annulle K’ ———{—p\" " et deux valeurs de x consécutives qui annul-

lent [&” + pV " ne peuvent pas comprendre plus d’'une valeur de x

qui annulle K + pv’.

Admettons mamtenant qu’on ait a la fois
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dV"/"” —_ > ___V_____ pour X = X,
+pV" K' 7= TPV

1VV" = dv'V pour x =X.
K"‘ = +pV' T K'—_+pV'

Alors la n¥*m valeur de x a partir de x qui annulle K’ +p\ ', est
plus grande que la n'™ valeur de x qui annulle K" +pV”et plus

petite quune autre valeur de x qui annulle K" %" E;' + pV" d'uu

rang marqué par n— ¢ (a partir de x), € désignant combien de fois

K’ Ci‘-'—-/ - pV"” Sévanouit de plus que K’ +pV’ entre les limites

xetX

En particulier, si e=1, cest-a—dlre st K” +pV" ne sannulle

qu'une fois de plus que K’
,dV

+pV’ entre x et X, chaque valeu

de 2 qui annulle K'Z- +pV tombe entre la valeur de & de mémc

rang a partir de x qui annulle K" dx +p " etla valeur de x im-

dv’
’ e ;. . : 4L
médiatement supérieure qui annulle aussi K —=+PV"; de sorte

que les deux fonctions K"~ av’ =4 pV" et K' +pV’ s'évanouissent

Pune aprés lautre alternatlvement, tandis que o croit depuis +
jusqu’a \.

L 1] v’

Si T'on prend entre x et X des valeurs a et &, K" =+ PV ne
peut s’évanouir enire les limites a eL b qu’une fois de moins que

K’ ———+ pV’; d’un autre coté K" + pV"’évanouit entre les limites

aetd au plus ¢ fois de plus que K 2 E + pV'. Conséquemment, entre
deux valeurs de x consécutives « et € qui annullent K’ ‘i‘i +pV’, il ne

peut exister plus dee valeursde  qui annullent K'—+pV” Silon avait

dav’ dv
K’ —— « pV" = 0, en méme temps que K’ 2= + PV = o, pou:

Mar 1836, 21
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Al dv"

«=ea ou pour x=§, — —+ pV" sévanouirait au plus s— 1 fois

entre a et €, sans compter son évanouissement pour x == ou pour
r=6. Et si K"(—i-\z-i-pV" était nulle en méme temps que K’ ——-}-pV'
pour les deux valeurs o et &, il n’y aurait au plus que e— 2 valeurs
de x entre 2 et € qui annulleraient K" ‘ﬁ" -+ pV".

'V' £/

SiPona K —-+-pV’_o ou K*—— - pV"= o pour x=x ou

pour x=1X, ou si l'on a a la fois K’dv 4 pV = o0 et.....

" dV'

K"~ =+ pV" = o pour x=x ou pour x=X, les propositions pré-

cedentes subsisteront, pourvu qu’on ait égard aux remarques qui ter-

minent les n> XXVI et XXVIII.

XXX.

n observant qu'on a
En obser t qu’

a.(x ‘ﬂ)

K dv v dr — K

d, de | _ T dr d.r
Z\"vV /= Vi ,

d. (K dV

& ) _ M@ —v—a
() -2

on peut mettre 'équation

“(* %)

~L4-GV=o, (I

sous les deux formes suivantes :

dv dv~»
K= KZ'
d. d.r) x( da:) _
d—x(—v + G+ v/ =o,
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d. v v I
a;(—dv) =G (W) + g ()
K% K
dx dx

On voit ici que si la fonction G est positive comme K entre les li-

dav
. a(*z= . _
mites x et X, Z\——/ est constamment négative entre ces limites
d. .V . , . . g
et e (_7\7) positive,, et par consequent en faisant croitre x depuis
K&
dx
ol
. R . dx .. . 3\
X jusqua X, la fonction -~ diminue coutinuellement et —z
dr

augmente.
Quand x en croissant atteint une valeur qui annulle V, on a sim-
. A\ . A
plement g}(_EV) = %, d’ou 'on conclut que lors méme que G
KZ

dx

/¥, Ainsi en faisant

dv
& v
F=N o 2= TR
dx
Vequation
d.(K ‘;—1
— S == 0. I
T -+ GY o .
se transforme dans les deux suivantes :
dy . (S dz . 1
EZ~+(’+K7 = o0 et E_—GZ +K’

qu'on peut réciprogquement ramener a V'équation (1), Ces dernicres renfexment
comme cas particulier 'équation de Riccati ; on peut leur appliquer les transfor-
mations dont ’équation (I) est susceptible et qui seront indiguées dans !»
n° XXXV,
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iwest pas positive , —‘;—V passe toujours du négatif au positif quand
dx

V s’évanouit. Cette propriété qu'on a déja remarquée n° 11, n'est pas

particuliere a la fonction V; car en général , lorsqu’une fonction f(x)

Sz

d'une variable x s'évanouit, le quotient iy Passe du négauf au po-

sitif, f’(x) étant la founction dérivée de f(x).
dav
K

dVv . d. 5

Quand 5 devient nulle pour une valeur de x, = passe en s'é-
dxr Y

vanouissant du positif au négatif, si G est positive; donc pour cette

: . dv . . -
valeur de x qui aunulle =, V a une valeur maximum soit positive

soit négative, puisque pour les valeurs de x un peu plus grandes que

. dV . . .
celle-1a == prend un signe contraire a celui de V et que pour les valeurs
dx
de o un indres, 2¥ a le mé i \4 1ind1
peu moindres, —- a le méme signe que V, ce qui indique une
valeur maximum de V. On peut encore le reconnaitre en écrivant I'é-
uation (I), ainsi
d-v dK dv \
Kt o TV ="

G et . : d av : :
étant positive, on voit que quand on a —— =0, - 2 ub signe

contraire 4 celui de V, ce qui est le caractére d'une valeur maximum
de V. Cette fonction V ne peut donc point avoir de valeur minimum,

quand G est positive ; elle deviendait minimum , s\ — s annullait pour
une valeur de x qui rendrait G négative.
XXXI.

Désignons par p une quanlité constante ou une fonction de x

qui décroisse continuellement, tandis que x croit depuis x jusqu'a
KdV

. - . dx
X. En supposant toujours G positive, la fonction —— - p ou

k%Y 4 v
dx doit, d'apres ce qui précéde, décroitre a mesure que x

augmente, aussi long-temps que V ne s'évanouit pas. Cette fonction
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ne peut changer de signe qu'en devenant nulle ou infinie. Elle devient
infinie lorsque V s’évanouit; alors elle passe du négatif au positif. Elle

. d .
devient nulle quand on a K % + pV =o0; on ne peut pas avoir en

A . dv
méme temps V=0, caralors on aurait V=0 et K —~ = o pouwr la
méme valeur de x, ce qui est impossible. Puisque la fonction
d
k4 4 pv
i décroit, tandi 1l d elle s
vV ecroit, tandis que & augmente, elle passe quand elle s'e~-

vanouit du positif au négatif; puis x continuant a croitre, elle décroit
indéfiniment en prenant des valeurs négatives de plus en plus considé-

KLY 4 v
v
infinie et change de signe en passant de — o i 4w ; et x conti-
nuant a croitre, elle recommence a décroitre et prend des valeurs po-
sitives de plus en plus petites jusqu’a ce qu’elle S'évanouisse de nou-
veau; apres quoi elle devient négative jusqu'a ce que V sannulle :

rables, jusqu'a ce que V devienne nulle. Alors devient

de sorte qu'en général les deux fonctions V et K “%]-l—pV s‘evanouiss

sent l'une apres Fautre alternativement pour des valeurs croissantes
de x.

dv
En conséquence, si la fonction —— ¢ ost posilive pour a=x

et pour x=X, tandis que x croitra depuis x jusqua X, elle ne
pourra changer de signe qu’un nombre pair de fois, en passant d'a-
bord par zéro, puis par linfini, et ensuite par zéro et par I'infini
. . dv ’ .
alternativement. Les deux fonctions K -+ PV et V sévanouissent
donc I'une apres I'autre tour 4 tour un méme nombre de fois, et c'est
dv . 7, . [RY
K 2.+ pV qui sévanouit la premiére.
K 4 pv
. drx (e o o . '
81 ————- est négative pour x=x el pour x=X, les deux

. -dV , . ..
fonctions V et E‘Ti?r ~+ pV s'évanouiront encore entre ces limites
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nu méme nombre de fois et toujours I'une aprés Pautre : V s'évanouira
la premiere.
_dv .
\
r=2\, K‘% ~+ pV s'évanouira une fois de plus que V entre les hi-

Si a une valeur positive pour x==x et négative pour

mites x et X ; d'ailleurs ces deux fonctions s’annullent toujours l'une
. . : dv Dy
aprés Vautre alternativement, et cest K — ~+pV quidevient nullela

premiere.
dav

K
dx

<+ pVv N
——— ¢st négalive pour x ==X et positive pow

- dyv y . . . .
r=X,K — pV s’évanouira une fois de moins que V entre les hi-

Enfin, si

mites x et X et V deviendra nulle 1z premiere.
Dans tous les cas, deux valeurs de o consécutives qui annullent 'une

. . v .
de ces fonctions V et K%;—{—- pV comprennent toujours entre elles

une valeur de x qui annulle l'autre et n’en comprennent qu'une,
pourvu que G soit positive et que la quantité p n’augmente pas quand
x augmente.

XXXII.

Lorsque G changera de signe entre les limites x et X, ou que p ne
IV
&
sera pas constantc ou fonction décroissante de x, la fonctlon——V + p
pourra faniot croitre, tantot décroitre. Comme en désignant par o et

€ deux valeurs de x consécutives qui annullent V, cette fonction

. dV
K%l
dx .
—— —+ P a toujours pour les valenrs de a un peu plus grandes que

a des valeurs positives tres grandes ¢t pour les valeurs de x un peu
plus petites que € des valeurs négatives trés grandes, on voit que la

fonction K —— +p V changera de signe une fois ou un nombre impair

de fois entre a et €, et pourra méme en outre s'évanouirsans changer de
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: e d L :
signe si Fon n’a pas constamment GK - p*— K £> 0.0n voitaussi que
2V
K -—:Z_-}—pV
si la quantité _‘—V— est positive pour une certaine valeur de ux,
av . - . . ..

K =z TPV changera de signe une lois ou un nombre impair de fois dan-
Vintervalle compris entre cette valeur de x et celle immeédiatemen:
- . dav .
supérieure qui annulle V, et que K . ~+PV ne changera pas designe

ou en changera un nombre pair de fois dans I'intervalle compris entre
la méme valeur de x et celle immédiatement inférieure qui annulis

K i-v +pV
. . . dx , .
V. L'inverse aura lieu, si ——— est négative pour la valeur de
x que lon considere.
XXXII.

G dtant positive, si Pon remplace p par une quantité p, conslante
ou fonction décroissante de x qui pour chaque valeur de x soit un peu
plus grande que p, les valeurs de x qui annulleront la fonction

T

K ‘2—1+plv seront un peu plus grandes que celles qui annullent

V . b
K %; ~+ pV, puisqu’'on a pour chaque valeur de x,

et que ces deux fonctions décroissent 1'une et Pautre quand « aug-
mente. On peut au surplus appliquer ici le raisonnement du n* XiX.
Si donc on prend successivement pour p des valeurs constantes
croissantes depuis — o jusqu’a =+, ou des fonctions de & de pius
en plus grandes qui décroissent tandis que x croit depuis x jusqua X,
chaque valeur de x qui annulle K‘%—l—pV doit augmenter enméne

temps que p, sans cesser d’étre seule comprise entre deux valeurs dc
x consécutives qui annullent V ; celles-ci répondent 4 p = =t . Lec

valeurs de x qui annullent dg— répondent a p=o0. Chacune dellec
x
vend V maximum ( n° XXX),
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XXXIV.

On a supposé depuis le n° XXX, la fonction G positive et p égale
2 une constante ou 4 une fonction de x qui décroit, tandis que x
R . . ) s dp
croit depuis x jusqu’a X. De la résulte GK +4p*—K = > o. Cette

condition (14), la seule a laquelle p fiit assujettie dans les n® AXV...
XXIX étant actuellement remplie, en supposant G positiveet p cons-
tante ou fonction décroissante de x, on peut combiner les proposi-
tions de ces n”* XXV...XXIX avec celles des n* suivants XXX,
\XXI et XXXII et en déduire de nouvelles conséquences qu'il nous
parait superflu de développer.

AXXV.
En différentiant plusieurs fois 'équation (I) apres Pavoir écrite ainsi:

d-v dK dV

Kt @ V=0,
L . dV &V
ou ohtiendra pour toutes les fonctions =, ——=, etc.... des expres-

. . dav . .
sions de cette forme Q -+ RV, Q et R étant des fonctions connues

de x. Par conséquent, si 'on multiplie V, ‘%_ s %;_Y , etc. par des fonc-

tions de x arbitraires , la somme des produits pourra se réduire a une
. av
expression semblable M~ -+ NV. En la mettant sous cette forme
M dav KN - KN . .
K(K o -+ -ﬁ-V) , et faisant =f = P, on pourra lmi appliquer
les diverses propositions démontrées précédemment sur les change-
. . dav .
ments de signe de la fonction K -~ pV, pourvu que p remplisse les

ronditions énoncees.
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XXXVL

On peut déduire de la théorie qui précéde un grand nombre de
conséquences. Celles que nous allons développer suffiront pour faire
comprendre le sens et I'usage de nos théoremes,

Soit donnée I'équation

=o, (15)

ou L, M, N sont des fonctions de x données entre deux limites x et
X. On peut la transformer dans la suivante :

d(K

U = §V.

. - GV =o, (16}

en faisant

8 étant une fonction arbitraire de x.
En effet 'équation (15) devient en y remplacant U par §V ,

Vs
9d

aL G +MOZ+ (L5 +M % 4 N§) V=,
et on la rend identique avec I'équation (16), en faisant

dK. ds M
Kz =24z + T

d ds .
Ld—x7+M2}+M

G St—
) ‘ K™ Le
On tire de la
Mdx
TIT X
K=f. {17)

puis /’Md.z
G=L§9(Li’i{ ME +N9).__e (L5 +MZ +N§)
/'de I n%
— D—T~ . e 6 ( d“ . ig'go‘; ]
Mar 1836

&)
15
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ou enfin,
Mds /"Mdr
. _N§ &L Loap

9 d 7 an
G = 7 . € +6.2}.<e © dz) \lb)

On connait ainsi les fonctions K et G (17) et (18) dans la nouvelle
équation (16) qui remplace V'équation (15)

Si Pon prend la fonction arbitraire § positive entre les limites x et X,
U et V s'évanouiront pour les mémes valeurs de x.

En supposant §==1, on aU=V, et I'on retombe sur la transtor-
mation indiquée au commencement de ce mémoire, n° I, pour ra-
mener équation

a'v av
LFE -I-Md—x-i-NV:o

a la forme
a. (X ‘%)
— -+ GV = o.
Par cette transformation , Véquation (15) peut toujours étre preparée
de telle sorte qu'on ait M= %Iix Elle est alors
a.(L i (19)
- -+ NU = o.

En y faisant U=0V, pour la transformer dans celle-ci

)

dx

+ GV = o. (16)

on frouve

(*) La variable indépendante est la méme dans équation (19) et dans sa trans-
formée (16) ohtenue en faisant U =48V, On pourrait encore ramener ’équation
{19) & une autre de méme forme qui renfermerait la méme fonction U en prenant
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Si on prend en particulier § = ﬁ , don dgz"‘dL‘/L’ on aura
v _N 1 g ‘/" .
K_l, G_f_m‘ dx? ’ U= ‘/L (?.0)
et par ces substitutions I'équation proposée
d L——
—Z 4 NU = o 71q)
sera remplacée par celle-—c1 '
a<v .
- + GY = o (21)

que nous allons considérer.

XXXVII.

Supposons que la fonction G soit positive pour toutes les valeur-
de x croissantes depuis une valeur @ jusqu’a une autre 3.

Prenons une constante G’ égale ou inférieure a la plus petite valeur
de G dans l'intervalle compris entre a et b, et une autre constante G"
égale ou supérieure a la plus grande valeur de G dans le méme inter-

valle, et posons

’”' + GV =

d’V ! + G"V'=—

dxt

(22}

une nouvelle variable indépendante z dont x serait fonction. Car cette equation

iy w | @ = d

.. . . " . dx
51 par exemple on détermine z de manitre qu'on ait 7= L ou dz—= T I'e~
. r4 ]

(19) deviendrait

quation (1g) deviendra

L—i-P--f-LNU—o

22,.
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Ces deux équations linéaires 4 coefficients constants s'integrent et
donnent

V' =C sin (x \vG + c’) , V= (C"sin .(x VG c").

dav
dx
toujours prendre les constantes arbitraires ¢, ¢”, €', C", telles quion
ait pour xr=a

Quelles que soient les valeurs de V et de pour x = a, on peut

dv’ dv av’ av
> T &< &=
V=V V=V

et que V' et V* aient pour x = a, le méme signe que V.
Si V était nulle pour x=a, on prendrait

V' =C'sin.[(x —a) VG], V'=C"sin[(x—a)VG"],

afin d’avoir aussi V' =0 et V" =0 pour x =a.

Cela posé, il résulte du théoréme du n° XII, que la fonction in-
connue V s'évanouira entre les limites a et & au moins autant de fois
que V' et au plus autant de fois que V".

Mais le sinus représenté par V' s’annulle pour une suite de valeurs

de x equidifférentes dont la différence constante est VL@.Vdoit donc

s'évanouir entre a et b, au moins autant de fois que l'intervalle 6 —a

contient -—% ou autant de fois qu’il y a d'unités entiéres dans

b= VE 0 verra de méme que V doit s'évanouir entre a et b au
k2

plus autant de fois qu’il y a d’unités dans (_b_—_a’)_-l(“i” -+ 1.

Counséquemment , Jorsqu'en prenant lintervalle 5—a de plus en
plus grand, le produit (b—a)V G’ deviendra plus grand que tout
nombre donné, V s’évanouira pour une infinité de valeurs de x crois-
santes jusqu’a I'infini. C'est ce qui a lieu toutes les fois que G ne dimi-
nue pas jusqu’a zéro , tandis que x croit depuis une valeur a jusqu’a
Vinfini; et lors méme qu’en faisani croitre x jusqu’a linfini, G dimi-
nuera jusqua o, V pourra encore s'évanouir pour une infinité de
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valeurs de x, puisqu’il suffit pour cela que le produit (b—a)\/G/
augmente indéfiniment en méme temps que b.
On peut prendre la limite & assez rapprochée de a pour que Vinter-

3 Al : . —_
=. ors sl pour x==a et pour

VG
x=>b, V a des valeurs de méme signe, V ne s’évanouira pas entre
les limites @ et b; mais si V a des valeurs de signes contraires pour

x=a et pour x =24, V s'évanouira pour uneseule valeur de x com-

valle b — a- soit plus petit que

prise entre a et b.

La principale difficulté de la résolution des équations numeériques
est, comme on sait, d’assigner des intervalles qui ne comprennent pas
de racines ou qui n’en comprennent qu'une. A Végard des équations
V =0 qui nous occupent, cette difficulté est réduite par ce qui pré-
cede, a celle de déterminer le signe de la fonction V pour diverses
valeurs de x sufisamment rapprochées.

Nous allons donner dans le numéro suivant des formules pour dé-
terminer approximativement les valeurs de & qui annullent V.

XXXVIII.

L
V&
entre a et b qu'une seule valeur de xx qui annulle V. 1l s'agit de déter-
miner cette valeur, si elle existe.

En posant les équations différentielles

L’intervalle 5—a étant pris plus petit que » il ne peut y avoir

%g;— =+ G'V = o,
v’ (22)
—dF + G"V': o,

on peut prendre pour V' et V" les expressions suivantes :

V' = sin.[(x — aVG — ?], 1

V= Csinfle — aW@ — ¢, ] @

¢, C" ¢, ¢, étant les constantes arbitraires. On peut d’ailleurs sup-
poser les arcs de cercle ¢, ¢, compris entre o et 7.
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On doit, d’apres le théoreme du n° XII, remplir les conditions

dv’ day av’ dav
dx > dx dx < dx
V = v et Vi o= Vv pour X = a.

Or les valeurs (23) de V' et de V" donnent pour x=a,

dyv’ ‘ av’ i
dr __ Ve = _ VG
v tang ¢ et v = tang ¢’

En désignant donc par p la valeur (positive ou negative) du rapport

A . , .
jv pour x=a, il faudra quon ait

dr
—_VE > Ve <
tang !’ = p tangt’ = p’

On tire de la
ang ¥ 2 p\/G, tange' S — py/@, (24)

pourvu toutefois qu'on prenne tang £ et tang ¢ d’'un signe contraire
a celui de p: les quantités ¢’ et ¢’ doivent d'ailleurs étre comprises
entre o et o.

On voit d’aprés Vexpression (23) de V' qu'on aura la plus petite va-
leur de x immédiatement supérieure 2 @ qui annulle V' en posant

(.r——a)\/ﬁ' — ¢ = o,
d’ou V'on tire

x=a+‘—/l-a_.;

de méme la plus petite valeur de x au-dessus de a qui annulle V" est

l"
a -+ a

Cela posé , si 'on désigne par £ la valeur de x immeédiatement su-
périeure a & qui annulle la fonction V, et si cette valeur £ ne sur-
passe pas b, on aura en verlu du théoreme du n® XII.

I'4 i
ik E>a+ —= (25)

£ <a+ v
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Les quantités ¢, £’ comprises entre o et 7 étant déterminées par les
formules (24).
Ainsi 'on connaitra deux limites entre lesquelles sera comprise 'in-
connue £, pourvu que £ tombe entre a et b, comme on I'a suppose.
Si ces deux limites ne surpassent pas b, on sera certain quil existe
entre elles une valeur de x qui annulle V; cette valeur désignée par
% est d’ailleurs la seule entre @ et b qui annulle V.

. s el e, v
Si la limite inférieure a Ve surpasse &, on en conclura que la
fouction V ne s'évanouit pas quand x croit depuis a jusqu’a b.
< . r t
Mais si b est comprise entre a — et a4 ——, on sera dans
P

VG V&

G’
Ialternative de savoir si V s’annulle pour une valeur de COMmPrise
p

it

t . . .
entre a - vE et b, ou si'V ne change pas de signe dans Pintervalle

de a a b; la question serait décidée si I'on connaissait le signe de V
pour x=b, comme pour x=a.

Les formules (24, 25) sont relatives i la valeur « plus petite que la
racine cherchée Z. On peut établir des formules analogues qui se rap-
portent a la valeur & plus grande que £.

On présente les valeurs de V' et V" qui satisfont aux equations (22),
sous cette forme :

V' = C sin.[(x — b) V& + ],
V' = ¢ sin.[(x — b) VG + u".

On remplit les conditions

dV_' dVv dv” dVv
dx < dr dr Ix

\'M v’ v

v

x =
v pour x==#b;
en prenant

tang i z qVG, tang i’ z V' G", (26)

. Y 3
q désigne la valear de 5 pour xr==b; tang «' et tang »" doivent

dx
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avoir le méme signe que g, et l'on prend &' et u" entre o et 7.
La valeur de x immédiatement inférieure a4 & qui annulle V' est

v . u’ , e .
h — ek celle qui annulle V" est b — vz En désignant toujours
par £ la valeur de x comprise entre a et b qui annulle V, on a, d'apreés

le n° XX,

r I

b — —— et b — . 2
Si ces deux limites ne sont pas moindres que a, on sera certain
qu'il existe entre elles une valeur £ de x qui annulle V.
u”

V&

Si la limite supérieure b — est plus petite que @, V ne pourra

point s’évanouir entre a et b.

’ 1

Enfin, si a est comprise entre & — ;/% et b— Vuﬁ' , il pourra

se faire que V s’annulle pour une valeur de x comprise entre a et

"

h— —‘71‘—(_’-7 , ou bien que V ne s'annulle pas dans I'intervalle de aa b,
on décidera la question si I'on connait le signe de V pour xr =4«
comme pour x = b.

On peut donc par le moyen des formules (24, 25, 26 et a7)
lorsqu’on a deux limites @ et & comprenant une seule valeur
de x qui annulle V, déterminer de nouvelles limites a' et &’ qui
approchent davantage de cette valeur £. Pour faire usage de ces for-
mules, il n'est pas nécessaire d’avoir la valeur exacte p de i‘\rf pour

dr
x=a; il suffit de connaitre par un moyen quelconque une valeur
plus petite que p et une autre plus grande que p. Il en est de méme
pour g.

On obtiendra de nouvelles valeurs encore plus approchées de £ en
appliquant les mémes formules (24,...) aux limites a' et ' quon
vient de déterminer ; il faut pour cela calculer, s'il est possible, des

, v
valeurs approchées de - pour x =a' ou pour x=4', et prendre
dx
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deux nouvelles constantes G' < G et G" > G dans l'intervalle compris
entre a’ et &'.

XXXIX.

Prenons maintenant pour les limites a et & deux valeurs de x con-
sécutives o et € qui annullent V et supposons que pour xr=a, on ait
V=0, V'=0, en méme temps que V=o.

En prenant la constante G’ << G et G">G dans l'intervalle com-
pris entre a et §, nous aurons

V =Csin.[(x—a) VG, V'=C"sin.[(x—a) VG|,

D’aprés le théoréeme du n° XII, la valeur € qui annulle V doit étre
plus grande que la premiére valeur de x au-dela de ¢ qui annulle V"
et plus petite que la premiére valeur de x au-dela de o qui annulle V’,
d’'ou résulte

o

= e E- <

et par conséquent,
€ —a = 28
g0 (9)
£ étant une certaine valeur de x comprise entre « et €, et G(£) la va~
leur de G correspondante & x = £.
On 2 de méme, en désignant par 9 la valeur de a immédiatement
supérieure 4 6 qui annulle V,
— 6 = —=—, £ étant entre € ety.
Supposons que G diminue continuellement jusqu’a la valeur 2, tandis
que x croit depuis @ jusqu’a b, et soienta, €, 5 ... les valeurs de x
comprises entre a et b qui annullent V; on a alors G(£') < G (&) et
par conséquent 5. — & > € — a: ainsi les différences entre ces va-
leurs de x consécutives comprises entre a et & qui annullent V vont

en augmentant et s'approchent de la quantité ‘—;—. qu'elles ne peuvent
A

dépasser.
Mar 1836. 23
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Cette proposition subsiste lorsque G diminue jusqu'a la limite 4 tandis
que x croit depuis la valeur @ jusqu'a b= . Dans ce dernier cas, si
la limite A de G est o, les différences £ —z, y—C€,... deviendront
plus grandes que tout nombre donné, quoiqu’il puisse exister encore
une infinité de valeurs au-dela de a qui annullent V.

On voit de méme que si G augmente continuellement en s’approchant
d'une limite A tandis que x croit depuis @ jusqua b, b pouvant étre
infinie, les différences entre les valeurs de x comprises entre a et b
qui annullent V diminuent progressivement et convergent vers

Z_; il s'ensuit que s1 b=, V s'annulle pour un nombre infini de

Va

valeurs de &, comme on I'adéja vu plus haut n° XXXVII; et si G aug-

mente jusqua Pinfini en méme temps que x, les différences entre ces

valeurs finissent par devenir plus petites que toute quantité donnée
Ces résultats sont applicables par exemple 4 la fonction U donnée par

Féquation

dx" x dx

( dr) (20)

ou -+ (r‘.:r ———)U = o,

qu'on rencontre dans plusieurs problemes de physique et de mécanique,
ret n étant des constantes. M. Poisson a donné dans ses mémoires
V'expression de cette fonction en intégrales définies.

La transformation U = VVI: (n° XXXVI) donne ici

et

dx, LA (r-+ 4" V=o.

Lorsquon a n < £, G diminue continuellement en s’approchant de
Ja limite r*, tandis que x croit depuis o jusqu’a . V ou U doit donc
s'évanouir pour une infinité de valeurs de xx, dont les différences con-
sécutives vont en augmentant et convergent rapidement vers la limite
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3 . »
- sans pouvoir la dépasser; de plus on a

w - .
—_—= (:m !
I — 4n’ :

Vo

€ —a= —

¢ étant une certaine valeur de x comprise entre « et 6 et conséquem-

ment entre a et «¢ -~ ;

Quandonarn> %, G augmente depuis o jusqu'a r*, tandis que o

\/4

nouir encore pour une mﬁmte de valeurs de x dont les différences

croit depuis la valeur - Jusqua ~+o. V doit donc séva-

. - . x
diminuent continuellement et tendent vers la constante —quellessur-

passent toujours: on a de plus

E—a=

-——’T—z, Z tombant entre z et 6. (30)
. n— 1

o R —
\/ i

Lorsqu'on aura calculé 4 Faide des formules du n° XXXVIII, quel-
ques-unes des plus petites valeurs de & qui annullent V ou U, les
formules (30) donneront les valeurs suivantes avec assez d’approxi--
mation.

XL.

H arrive fréguemment que, dans I'équation générale
q ’

d(L)

—+ NU = o,
qui devient
d‘.z' + GV =
en faisant
; T N ! d'yL
V=UVE et 6=F— 7 - -‘i (n* XXXV,

les fonctions L., N, contiennent avec x une autre indéterminée /,
23..
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et qu'en faisant croitre r depuis unc certaine valeur jusqua 4 la
fonction G est positive et augmente indéfiniment avec r. Dans ce cas,
V ou U s'évanouira autant de fois quon voudra entre deux limites a
et b, quelque rapprochées qu’elles soient, pourvu qu’on attribue a r une
valeur suffisamment grande.

De cette propriété et de la deuxiéme partie du théoréme des n°>* X11
et XV, on conclut encore que, si U a toujours le méme signe pour une
certaine valeur de x quelle que soit 7, et si 'on attribue a & une autre
valeur particuliere quelconque plus grande ou plus petite, cetle fonc-
tion U ne contenant plus d’autre variable que r, s'évanouira et chan-
gera de signe pour une infinité de valeurs de r croissantes jusqu'a Vin-

fini, et d’apres le n° XX, il en sera de méme de la fonctionLg-{- HU,

H étant une quantité constante ou une fonction quelconque de r.

Ces propriétés conviennent, par exemple, a la fonction U donnée
par I'équation (29); elles auront encore lieu si I'on prend plus généra-
lement

L=1I" 4t 4etc., N=n"+ nr 4.,

[, n étant des fonctions positives de x sans r, I, n', I"... d'autres
fonctions de x tout-a-fait arbitraires, A, A’'... des exposants quel-
conques décroissants de méme que v, »'... et A <. Si Ion avait
A=y ou >v, U ne pourrait sévanouir qu'un nombre limité de fois
entre a et b quelle que ft r, et en donnant 2 x une valeur particu-
liere, il n’y aurait qu'un nombre limité de valeurs de r qui pourraient

annuller U aussi bien que L %2+ HU.

Dans les problémes de physique, l'indéterminée r ne se trouve or-
dinairement qu’au 1** ou au 2° degré dans N et n’entre pas dans L.

XLL

Pour compléter la théorie qui précede, nous allons encore com-
parer les valeurs des deux fonctions V’, V", définies par les équations
différentielles

Y 4+ GV =o,
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&V
dx?

+ G'V" =0,

dans l'intervalle compris entre deux limites @ et &, en supposant que
ces deux fonctions ne changent pas de signe dans cet intervalle, et
quon ait

av’ av’

= <@

pour x = a, 'VT—‘TI"

G’ et G* sont comme dans le n° XII des fonctions données de x, telles
que G” est 2 G'.

Ces fonctions V' et V" ne changeant pas de signe entre les limites
a et b, il est permis pour le but que nous nous proposons de les
supposer toutes deux positives entre ces limites. Car si V' par exemple
€tait négative, on pourrait changer son signe et la regarder comme
positive, sans qu'elle cessat de vérifier 'équation différentielle
-
N+ GV =o,

et la condition

X
- = w7 pouwr x = a.

Considérons une autre fonction V donnée par l'équation difté-
rentielle

g+GV =o,

G étant comme dans les n** VI et suivants, une fonction de x et d’une
indéterminée m, qui devienne la méme que G’ quand on fait m=m’,
la méme que G” quand m = m", et qui augmente quand m croit de-
dv
puis m' jusqua m°. Supposons en outre que la valeur de —i‘f pour
dv’

b4 s p d 4 ’7 -
x = a, d'abord égale a celle de 7’; quand m = m’, décroisse ou du
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moins ne croisse pas quand m augmente et devienne égale a celle
dav”

d . 3 N
de T,:—:— quand m devient égale a m".

Ces conditions étant admises, il ne peut pas arriver que tandis que
m croit depuis m’ jusqu’a m", la fonction V s'évanouisse pour une va-
leur de & comprise entre a et b; car dans ce cas V" s’évanouirait pour
une valeur moindre, ce qui est contre I'hypothése. V sera donc cons-
tamment pesitive comme V' et V' entre ces limites a et &, etle

dav
rapport d{f ne deviendra point infini. Mais d’apresle n° VI, cette
av
.., dx . , . .
quantité o doit décroitre continuellement, tandis que m augmente :

dv’ dav’

dx dx
ses valeurs extrémes sont v et 57+ On aura donc pour chaque va-

leur de x comprise entre a et b,

dv* dv’
dr dr
VT < VF ’

puis en multipliant par la quantité positive V'V",

dav’ dv”’

v"—l—{;~'vlz>0.

On en conclut
d A'S

i \w) > ©;

V4

c'est-a-dire que le rapport i; augmente tandis que x croit de-

puis @ jusqu'a b. Si donc on suppose V' ;-

constamment V' > V" pour toutes les valeurs de x croissantes depuis
a jusqu'a b.

V" pour &r = a on aura

On peut arriver au méme résultat d’'une autre maniere plus duecte.
Les deux équations différentielles
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av'
e - GV = o,
dv"
4GV = o,

donnent celle-ci

y dV’ , Ve , I
de,—-—VE:.:(G’—G)VV,

ou hien

d yr 4V 7 dV" , e
o (Vu o v/ Ir_) —_ f\G" S G/) AA LS :51‘

Par hypotheése, V' et V' sont positives entre les limites @ et b, et
Yon a G > G/; le terme (G' — G’) V'V est done positif et Pon a

w(VE—VE) >

sy . S A - dV” .
d’ou il suit que la quantité V" 7z — V' - augmente, tandis que a-
croit depuis a jusqu’a 4. Si donc on suppose cette quantité positive:

ou nulle pour x = 2, ce qui donne

d’vll dvl
= <&
Wzvpour.z:a,

on aura depuis a jusqu'a b,

av’ dv”
1] 1
Viam—V &z >o,

et par conséquent
d V!
% (¥ >0
\ o v’ \
d’'ou Fon conclut comme précédemment, que 77 augmente en méme
temps que x, et que silona V' " V" pour x = a, onaura V' > V"
P q ’ q > P s
pour toutes les valeurs de x croissantes depuis a jusqu’a 4.

. v - . .
On trouvera dela m éme maniére que i diminue tandis que x

croit depuis @ jusqu'd b, et qu'on a dans cet intervalle V' > V" i
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I'on a
dav’ dv’
> _—
d. d = <
%-_—_--V—x,et V’>V’pou1‘.r=b,

au lieu de supposer, pour x =a,

dav’ dav’
—IE — :i_;; T - if
Vv = v etV > A%

On parviendra encore aux mémes conclusions, st V' et V" sont

nulles en méme temps pour x = a, ou pour x = b, pourvu qu’alors
dV' = dv” dV’ = dv"

on prenne - (- pour x=a, 0uv o . o2

pour x = b, en

v’ . , . . oy .
observant que le rapport v devient égal a celui des différenticlles

av’.  dv’
a—t ] 1/
7 Iz quand V' et V" sont nulles.

XLIL

On peut, parce qui précede, déterminer dans tout I'intervalle com-
pris entre deux limites a et b des valeurs approchées de la fonction V
définie par I'équation différentielle

av
Y 4GV = o, (32)

G étant une fonction quelconque de x, lorsqu'on connait les valeurs
, dv
exactes ou approchées de Vet de -— pour x=a ou pour x=b, et

que V ne change pas de signe ou demeure positive entre ces limiles.
A cet effet, on déterminera des fonctions V' et V" qui vérifient les
équations

%+G’V'=o,

&V (33)
g
3= + G'V'= o,

G’ étant une fonction de x ou une constante plus petite que G entre
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les limites a et 4, et G” une autre fonction de a ou une constante plus
grande que G.

On intégrera ces équations (33) en remplissant les conditions

av’ dv

dx dx >

—%— i —‘; et V-V, pour x=a,

EAM A (34)
% ;_- %1: et V/ i V, pour x=a,

V étant par hypothése positive entre les limites a et b, V' sera aussi
nécessairement positive, et si I'on trouve que V" I'est encore, on aura
pour toutes les valeurs de a croissantes depuis a jusqu’a

VLV et V>V,
- V . . V . A
En outre 3 diminuera et v augmentera, tandis que x croitra daus
cet intervalle.

Silon integre les équations (33) en supprimant les conditions (54)
pour x == a et les remplacant par celles que voici pour xr=25.

av’ dav

d—l,— i 2o VIV,

v v :

dv*” dv pOIu‘ X == h (35:‘
> i V<

-V—,, — —V— et V — ‘ . )

On aura encore entre a et b
V£V et V>V,

. v V o, . . A .
d’ailleurs 7 augmentera et ¢ diminuera, tandis que x croitra depuis
a jusqu’a b.

On peut ainsi, en rapprochant suffisamment les limites a et 4 et
choisissant convenablement G’ et G, déterminer pour chaque valeur
de x entre a et b, des valeurs V' et V" entre lesquelles soit comprise

celle de Ia fouction inconnue V. Par exemple, si G est positive cutve
Mat 1836, 24
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@ ct b et qu'on prenne G' et G” constantes, G' << G et G" > G, on
aura pour V' une expression de cette forme

V' = Csin.[(x — @) VG'] + Decos.[(x — a) VG ],
ou bien
V' = Csin.(b — 2)V/G'| 4 Dcos [(b — x)\V/G],

et une expression semblable pour V”; on déterminera les constantes
arbitraires C, D, ... de maniére que les conditions (34) ou (35) soient
satisfaites ; alors pour chaque valeur de x entre a et b, la valeur de V
sera comprise entre celles de ces deux fonctions trigonométriques V'
¢t V" qui pourront différer tres peu I'une de P'autre, surtout si G varie
peu entre les limites a et b. Si G est négative entre a et b, V' et V’
deviendront des fonctions expenentielles. La courbe inconnue cmdl
dont l'ordonnée serait V, se trouve par la renfermée entre deux cour-
bes connues c¢'m'd’, c"m"d" ayant pour ordonnées V' et V", qui lui
servent de limites, pour toutes les valeurs de 'abscisse x croissantes
depuis 2 jusqu’a &, comme I'indique la figure (*).

N4

(*) En intégrant V'équation (31) entre des limites quelconques, on trouve
v % -V % =C<+ /(G — G') V'V dr, (36)

Cette formule coincide avec I’équation (g) du n° V, lorsqu’on suppose dans
celle-ci et dans les deux é€quations différenticlles dont elle provient, K = i
et K'=1.

On peut en s’appuyant sur cette formule (36), démontrer d’une maniére nou-
velle la premiére partie du théoréme du n° XIT, en y supposant toutefois les
fonctions K” et K" réduites A I'unité.

On prouve d’abord que deux valeurs consécutives de z qui annullent V/ com-
prennent toujours au moins une valeur de 2 qui annulle V.

En effet, supposons, s’il est possible, qu’entre deux valeurs de x consécutives
« et 5 qui annullent V', il n’y ait pas de valeur de x qui annulle V”. On peut alors
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XLIIIL.

j;: —=+-GV=o0 peu-

vent s'étendre avec quelques modifications a I'équation plus générale
av
A (k%)
dx
en faisant U ==V, § étant un facteur arbitraire.

Les considérations précédentes sur I'équation

) \ a'u du
~+ GV =0 2 laquelle on raméne L I= +M o ~+NU=o¢

zﬂ

supposer ces deux fonctions V' et V" positives dans Uintervalle compris entre «
et &, puisqu’il est permis de changer le signe de chacune.

Dans V'équation (36), Vintégrale [(G" — G’) V/'V"dx prise entre ces limites «
et € sera donc positive. La constante C sera positive ou nulle, car elle est égale
. : AT AN .

a la valeur du premier membre V/ i v Iz Pour T==a;or V'’ est nulle

’

pour x =g, ——apourx=a le méme signe que V" a pour les valeurs de 2 un:

peu plus grandes que ¢, c’est-i-dire le signe +; et en oulre V' est supposce
positive ou nulle pour x = «.

On aura donc pour toutes les valeurs de x depuis « jusqu’a €

d‘" , d—Vn

Vi~V am=>o

¢t puisque V' redevient nulle pour x = Cona

AN oy — £
Vv 7;:—>0P0u11'—=.

Done V" qu’on suppose positive entre les limites « et £ ne peul pas étre nulle
pour la valeur méme x =€, de sorte qu’elle est encore positive pour x = €. Et

d‘ = d T’
. » i ~ o e . ..
uisqu'on a V/ —— = o pour x == §, —— devrait étre aussi positive pous
puisq dr — P ! dr P p
T’
x =&, mais au contraire 7. est négative pour x = ¢, car la fonction V" passc
X
4

du positif au négatif en prenant le signe de %— quand x atteint et dépasse ls
z

valear €.

Il est done absurde de supposer que V" ne change pas de signe entre les limites
a et €, V' étant ou n’étant pas nulle pour x = a.
4

2%..
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On pourrait aussi, d’apres les n®* XXVI., . XXXV, établir relative-
ment aux valeurs de x qui annullent la fonction K ‘%+ pV, des pro-

positionsanalogues i celles que nous avons données pour V.1l nous pa-
rait superflu de nous y arréter. Nous terminerons par quelques re-
marques.

Etant donnée I'équation

dav
(X Z)
dx

si Pon considere la fonction V dans l'intervalle compris entre deux
valeurs quelconques de xx, a et a- i, et ensuite dans un autre inter-
valle égal au premier compris entre deux autres valeurs ¢ et ¢+4-1,
on peut a l'aide de nos théorémes comparer les états de cette fonction
dans ces deux intervalles.

-+ GV = o,

On déinontrera d’une maniére semblable a I’aide de la méme formule (36) que
si P'on a pour une valeur de x désignée par x

dV"<dV'
. dV’ ,dV" > dr dx
Vo - VaE ey =

il doit exister entre x, et la valeur de x immédiatement supérieure 3 x qui
annulle V', au moins une valeur de z qui annulle V"

De ces propositions réunies on conclut la premiére partic du théoreme du
n® XII, en y réduisant K’ et K” 2 Vunité.

On peut encore la démontrer de la maniére suivante :

Supposons de nouveau, s’il est possible, qu'entre deux valeurs de x consé-
cutives « et € qui annullent V' il n’y ait pas de valeur de x qui annulle V. On
peut alors supposer V' et V" positives entre les limites « et ¢ dans 1’équation (36);
Vintegrale J (G" — G”) V'V'dxz prise entre ces limites sera donc positive. La cons-

av’ dav”
tante C sera positive ou nulle puisqu’elle est €gale a la valeur de V” i ar

’

av .. .
pour x = «, et que pour ¥ =«, V’ est nulle, T est positive et V" positive

ou nulle.
On a donc pour toutes les valeurs de x croissantes depuis « jusqua ¢,

”dvl ’dV”
VVaE— Va2
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On fait d'abord x=a a2’ eten designant par G/, K’ et V' ce que
deviennent les fonctions G, K et V par la substitution de a4’ 2 la
place de xr, I'équation (1) devient

K,d\ )

) L ova

En faisant de méme x=a + z", elle devient aussi
3

,dvV"
a(k 5
——— + G'V' = 0.

On suppose maintenant que x' et X" représentent une scule et meme
variable croissante depuis o jusqu’a i, et I'on établit la comparaison

’

. dv - L b -
d’ou V* e > o pour x == (; par conséquent V" qu’on supposc positive entre
les limites = et € ne peut pas étre nulle et doit étre encore positive pour © —¢.
av’ av” d sV’

Mais V/ — — V" 2 o, donne — -—) o. Ainsi, tandis que x croj
: dr dr > » dr 'VII > ) q ¢ & crojt
L .V .

depuis « jusqu’a €, la quantité —, augmente continuellement, sans devenir -

f Jusq » la g Ve aug s

Tr

finie. Mais pour les valeurs de z un peu plus grandes que = on a & > o,

’

puisque V' et V sont positives. On devrail donc avoir aussi i = opour r =¢,

te qui n’est pas, puisque pour r =€, V' est nulle par hypothése et que V* ne
peut pas Vétre, On ne peut donc pas supposer que V" ne change pas de signe
entre les limites = et €, On prouvera de méme que si l'on a pour x = x

av” av’
, dv’ ,dV" > dzr < dxr
VE -~V moeny v

¢n faisant croitre x a partir de x, V" devra s’annuller avant V', De I3 résulte
la premiére partie du théoréeme dune 12, les fonctions K’ et K~ y étant réduites
a Punité.

Quoique la démonstration de ce théoréme développée dans les n* VII.. X}
soit plus compléte et plus lumineuse que celles que nous venons d'indiquer, nous

n’avons pas cru devoir les passer sous silence, parce qu’elles peuvent étre ntiles
dans d’autres occasions.
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entre V' et V”. Cest ainsi qu'on peut comparer entre elles deux por-
tions différentes d'une ligne courbe correspondantes a des intervalles
égaux pris sur l'axe des abscisses, en superposant ces deux intervalles.
Plus généralementon peut faire successivement x égale a une fonc-
tion quelconque d'une indéterminée x’, puis a une autre fonction
d’une autre indéterminée x”. Alors V se changera en une fonction V'
de x' et en une fonction V" de x". On comparera ensuite V' et V' en
supposant que x’ et x” représentent une seule et méme variable indé-
pendante.
La théorie exposée dans ce mémoire sur les équations différentielles
linéaires de la forme
aV

L dx®

Iv
4+ M- 4+ NU = o.

dx
correspond 2 une théorie tout-a-fait analogue que je me suis faite an-
térieurement sur les équations hinéaires du second ordre a différences
tinies de cctie forme

LU,., + MU, + NU._, = o.

i est un indice variable qui remplace la variable continue x; L, M, N,
sont des fonclions de cet indice i et d’une indéterminée m, qu'on assu-
jettit a certaines conditions. Clest en étudiant les propriétés d’une suite
de fonctions U,, U,, U, Us,. .. lides entre elles par un systeme d’équa-
tions semblables & la précédente que j'ai rencontré mon théoréme sur
la détermination du nombre des racines réelles d'une équation nu-
mérique comprises entre deux limites quelconques, lequel est ren-
fermé comme cas particulier dans la théorie que je ne fais quindiquer
ici. Elle devient celle qui fait le sujet de ce mémoire, par le passage
des différences finies aux différences infiniment petites. Je dois dire
cependant que j'ai trouvé pour les équations & différences finies dont
il s’agit, des propositions et des démoustrations spéciales qui ne sont
nas susceptibles d’étre transportées aux équations différentielles.




