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Perturbations antisymétriques et oscillations
dans des systeémes paraboliques

Isabelle Gallagher

Résumé

L’objet de cet exposé est I’étude d’équations d’évolution de type parabo-
lique, périodiques, que I’on pénalise par un terme linéaire, antisymétrique. Par
application des méthodes de S. Schochet pour le cas hyperbolique, on obtient
un développement asymptotique des solutions de telles équations. La méthode
suivie consiste a étudier 'influence de fortes oscillations en temps dans des
systeémes paraboliques. Cette théorie est appliquée a deux systemes décrivant
le comportement de fluides géophysiques, pour lesquels on obtient un déve-
loppement asymptotique pour tout temps, sous une hypothese, générique, de
non résonance.

1. Introduction.

Le point de départ de ’étude est un probleme issu de la Mécanique des Fluides: on
cherche a étudier un systeme d’équations décrivant des fluides tels que ’atmosphere
terrestre ou les océans. On convient que ces fluides ont une viscosité v > 0 constante
et uniforme, et que leur mouvement peut étre modélisé a 1’aide des équations de
Navier-Stokes tridimensionnelles. Suite a un changement de variable verticale, on
peut considérer que ces fluides sont incompressibles; cette hypothése provient d’une
approximation dite hydrostatique, qui permet de repérer la verticale a 1’aide de la
pression. Enfin on suppose que les différents champs de vecteurs considérés sont
périodiques, de période a; dans la direction z;, pour i € {1,2,3}.

Sous l'effet de la rotation de la Terre, ’atmosphere a des latitudes moyennes est
soumise a une force apparente, connue sous le nom de force de Coriolis. En premiére
approximation, cette force n’agit que sur les composantes horizontales du champ de
vitesse v°, et ce de maniere antisymétrique. On est ainsi amené a étudier le systeme
des fluides tournants,

0w + P(v® - Vv©) — vAv® + ny_?:(_B = 0 dans R*" xT3
(FT*) dive® = 0

£
vlt:o —_— 'vo 9

avec B = (0,0,1), et ou ¢! est lié a la vitesse de rotation du fluide. L’opérateur P
est le projecteur de Leray sur les champs de divergence nulle. On a noté T3 pour
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la boite périodique tridimensionnelle, de coté de taille a; dans la direction z;. De
telles équations, avec ou sans viscosité, ont été étudiées notamment par A. Babin, A.
Mabhalov et B. Nicolaenko dans [1]-[3], ainsi que par T. Colin et P. Fabrie dans [7],
et E. Grenier dans [11]. Par souci de simplicité, on a omis d’écrire dans 1’équation un
terme de force extérieure, tous les résultats énoncés ici restant valables en présence
d’un tel terme (voir [10]).

On cherche a comprendre le comportement asymptotique des solutions de ce
systéme quand le parameétre € tend vers 0, c’est-a—dire quand la pénalisation Pv®x B
prend de plus en plus d’importance dans ’équation. Dans le cas de données dites
“bien préparées” (c’est—a-dire éléments du noyau de la pénalisation), il est bien
connu que (FT¢) admet un systéme limite, qui n’est autre que le systéeme de Navier—
Stokes bidimensionnel (voir [1], [7], [8], [11]). Dans le cas de données quelconques,
E. Grenier dans [11] a montré ’existence d’un systéme limite, en un sens que nous
préciserons, et A. Babin, A. Mahalov et B. Nicolaenko dans [1]-[3] démontrent des
résultats d’existence et de convergence en grand temps des solutions de (F'T¢), pour ¢
assez petit. Notre objectif est de poursuivre ces études, afin d’obtenir une écriture
asymptotique de ces solutions. Dans ce but, nous étudierons le systéme parabolique
abstrait suivant,

0 dans R*t xT¢

Yo,

(59 { Bw* + q(vf,v°) + ap(D)o* + L)

€
v|t=0

ou L est une matrice de multiplicateurs de Fourier antisymétrique, définie par

L(v)=F! 2—:1 w?(n) (Fu(n),e’(n)) e*(n),

ou Fv(n) représente la transformée de Fourier discrete de v, les w®(n) sont des réels,
et ol (€*(n));<,4<q €st une famille orthonormée de vecteurs, pour tout n. On a écrit ¢
pour une forme bilinéaire de la forme

q(u,v) = Z A; (D) (u'v?),

ou Aj (D) est un multiplicateur de Fourier d’ordre 1. L’opérateur az(D) est ellip-
tique du second ordre. Enfin on a noté T¢ pour une boite périodique de R?.

Ce type de systeme a fait I’objet de nombreuses études, dans des cadres divers.
Citons par exemple, outre les références données plus haut, les travaux de T. Beale
et A. Bourgeois dans [4], J.-Y. Chemin dans [6], D. Iftimie dans [12], et J.-L. Lions,
R. Temam et S. Wang dans [18], pour les équations dites primitives du systéme qua-
sigéostrophique, ainsi que les travaux de S. Klainerman et A. Majda ([16]) ou H.-O.
Kreiss, J. Lorenz et M.J. Naughton ([17]) pour les fluides faiblement compressibles.
Enfin les articles de J.-L. Joly, G. Métivier et J. Rauch ([14]-[15] par exemple) sur
loptique géométrique, et le travail de S. Schochet dans [19], concernent des systémes
du méme type que (5°¢), sans terme elliptique.

Dans la section suivante, nous étudions le systeme abstrait (5¢), et démontrons
un théoréme de convergence ainsi qu’un résultat asymptotique sur ses solutions. Ces
résultats sont appliqués au systéme des fluides tournants dans la section 3.

-
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2. Etude du systéme abstrait.

2.1 Enoncé des résultats

Commencgons par remarquer que ’antisymétrie de 'opérateur de pénalisation L
implique qu’il disparait dans les estimations d’énergie, et donc que le probleme (5°)
est bien posé. On a ainsi le théoréme suivant (voir [11]).

Théoréme 1 Si vo€ H*(T?), avec s > % — 1, alors il existe un temps T > 0, indé-
pendant de €, et une unique solution v¢ de (S°¢), bornée dans C°([0,T], H*(T?)) N
L?([0, T], H*+(T?)).

Dés lors, on peut chercher a passer a la limite dans I’équation; on se heurte cependant
au fait que 0;v° n’est pas borné en €, et les méthodes habituelles de compacité sont
donc inopérantes ici. L’idée, en suivant [1], [11], [19], est de filtrer I’équation, en
introduisant le semi-groupe engendré par L, défini par

L) =F13 e M (Fo(n), e*(n)) e*(n).

a=1

On définit alors u® = £ (—é) v°, qui converge dans C°([0, T], H*(T¢))NL%([0, T], H**}(T?))

vers une fonction u (voir [11]), solution du systéme limite (Sp) suivant,

Uit=0 = Yo,

(So) { 0w+ Q(u,u) + A(D)u = 0

ouQ(u,v), et Az(D)u sont les limites dans D’ respectivement de
Q%(u,) % £(=2)q (LG, £(Du) et A5(D)u Y L(-D)ar(DILC e (1)

11 est facile de voir que les opérateurs A,(D) et A5(D) sont elliptiques.

En l’absence de terme elliptique (c’est—a—dire si a2(D) = 0), S. Schochet dé-
montre dans [19] que la convergence de u® vers u a lieu aussi longtemps qu’existe
le systéeme limite, et ce dés que la donnée initiale est dans H® avec s > g— + 3. Par
application de ses méthodes, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 2 Si vo€ H*(T?), avec s > % — 1, et si u, solution de (So), vérifie
u € C°([0, Tol, H*(T?)) 0 L*([0, To], H*+!(T*)),

alors pour € assez petit, la solution v¢ de (S¢) est ausst définie sur [0,T), et

o — L(é)u —o(1) dans C((0,Ty), H*(T%) N L¥([0, To], H*+'(T%).
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Remarquons que la présence du terme elliptique permet ainsi d’obtenir la régularité
Sobolev minimale pour les données initiales.

Notre étude se poursuit alors par la recherche d’un développement de u® aux
ordres supérieurs. Dans [1], il est démontré un résultat de convergence a la vi-
tesse O(e) pour les fluides tournants, et ce résultat suppose une hypothese de type
“petits diviseurs” sur la perturbation L. Nous allons définir cette notion dans notre
cadre abstrait, et sous une telle hypothese, le théoréme 3 donne le premier terme du
développement de u°.

Définition 1 (Estimations de petits diviseurs) On dira que L vérifie une esti-
mation de petits diviseurs a l'ordre p > 2 et de degré a s’il existe une constante C,,
telle que pour tout (ky,..,k,) dans ZP¢, pour tout (by,..,by41) dans {1,..,d}**!, on a

ut(k) £t (k) % ISt (k) e (SR < G 10+ D,

1=1
D’autre part, L vérifie une estimation de petits diviseurs a ’ordre 1 et de degré a; s’il
existe une constante C, telle que pour tout k et tout (b1, by) vérifiant w* (k) # w*2(k),
-1
on a [ (k) — w2 (k)| < Ci (14 k]

Remarques. Une telle estimation a ’ordre p peut se comprendre comme une
estimation des interactions (p+ 1)-ondes créées par la perturbation. Il est démontré
dans [10] que pour tout p > 1 et pour presque toutes les boites périodiques (c’est—
a—dire pour presque tous les a;, avec 7 € {1,..d}), il existe un réel o, > 0 tel que L
vérifie une estimation de petits diviseurs a ’ordre p, de degré o,.

Théoréme 3 Supposons que L vérifie des estimations de petits diviseurs auz ordres
1 et 2, de degrés respectifs a; et az, avec o; > 0, et soit s > %. On définit a5 =
max(l + a3, ;). Alors si vg € H* 12 et si u, solution de (So), vérifie

u € C°([0, Ty], H***2(T%)) N L2([0, Tp), H* 1 +*12(T?)),
alors pour ¢ assez petit, la solution v® de (S¢) est telle que u® = L(—L)v*® vérifie

u =u+eh—eRe, (u)+o(e) dans C°([0,To), Hi*(T%) N L*([0, To), H5(T?)),

ot h est la solution dans C°([0,To), HE~1) N L2([0,To), H?) d’un systéme limite
linéarisé
(S) { dth +2Q(u, k) + Ay(D)h = R(u)
! h|t=0 = hO(u)a

et ou Rﬁsc(u) est une fonction rapidement oscillante en temps, et se calcule explici-
tement en fonction de u, tout comme ho(u) et R(u).

Remarque. Si [ax(D), L] = 0, alors u € C°([0, Ty, H**>2) N L*([0, To], Het1te2)
est une hypothese suffisante pour avoir le résultat.

Notons que dans [9], un calcul asymptotique similaire est mené dans le cas ou il
n’y a pas de terme elliptique (c’est—a—dire quand a2(D) = 0).
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2.2 Eléments de démonstrations

2.2.1 Calcul préliminaire

Afin de démontrer les théoremes 2 et 3, étudions I’équation vérifiée par le champ w® =

u® — u. La solution filtrée u® vérifie

(&) { Opu® + Q°(ut,u®) + A5(D)u® = 0 dans R* x T¢

u|5t=0 = 9o,
ou Q°%(uf,u®) et A5(D) ont étés définis dans (1). Alors w® vérifie le systéme suivant.
Ow® + Q°(w®, w4+ 2u) + A5(D)w® = —Q°(u, u) + Q(u,u) + Ay(D)u — A5(D)u, (2)

avec une donnée initiale nulle, puisque Up=o = Ujt=0 = Vo.
Calculons le membre de droite de ce systeme. Par le théoréme de la phase non
stationnaire, on a

A5(D)yu — A(D)yu=F~' Y eitwn” (ag(n)ub(n), e“(n)) e*(n),

wg’b;éO
avec w2 = w*(n) — wh(n), et u’(n) = (fu(n)|eb(n)) e’(n). De méme,

a,b,c . .,
Q(u,v) — Qu,v) = F71 Y AR (A5 (n)ut (k) (n — K), e5(n)) e(n),
Wi “#0
avec wkn = w(k) + wb(n — k) — w(n).

Par conséquent, le membre de droite de ’équation (2) est un terme rapidement
oscillant en temps. Il s’agit donc finalement de comprendre I'influence, sur un sys-
teme de type parabolique, de termes de forces extérieures fortement oscillants en
temps. De telles fonctions sont définies dans la section suivante, ou est démontré un
lemme général décrivant ’effet de telles forces extérieures.

2.2.2 Oscillations dans des systémes paraboliques

Commencons par définir la notion de terme oscillant suivante. On a noté 15; =
(ki, .., kq), ot k; € Z%, et |k,| = maxi<i<, |ki|. Enfin 1x représente la fonction carac-
téristique d’un ensemble X.

Définition 2 (fonctions (p,o)-oscillantes) Soit p > 1 et 0 € R fizés. La fonc-
tion R

et (fi)i>o telles que R, . peut s’écrire de la maniére suivante, ou:

oscC

osc(t) = Z Re,osc(t)7 avec fRi,osc(t7n) = l{n Iﬁl(n);éo}e‘i;ﬁl(n)fo(t’n)’
qE{l,..,p}

et Vg22, FR(tn)= Y e HaRdng(n, B) fi(t k). folts k),

ke€K
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— q -
avec K = {kq € 24| Y ki=n et By(n,k,) # 0}, et ot o et (fi)i>o vérifient

i=1

- d
Iro(n, )l < C (14 )™ (1+ [l (L Il)’, avee pi 20 et portorts >0

Ffo(t,) est un élément de C°([0,To), H*) N L*([0, To), H);
F10:fo(t,) est un élément de L*([0,Ty], H°™');
[IF'@+1-D)"fit,") est dans C°([0,To), H+*) N L*([0, To), Ho++0);

i>1
et enfin on suppose qu’il existe (5;)i>1 tel que &; + ;4,05 > 0, et F~10,fi(t,-) est
un élément de L*([0, To), H%*%¢).

Remarques. Il est clair qu’une fonction (p, o)-oscillante est en particulier bornée
dans I’espace C°([0,To], H°) N L%([0, To], H°*'). On remarque que si RS, est une
fonction (p, o)-oscillante, alors sa premiére dérivée en temps, 0; RS

, ’
n’est pas bornée
0sC)
)
en €, alors que € O, RS, 'est.

Lemme 1 Soient Ty > 0 et 0 > ¢ — 1 deux réels, soit b° une famille de fonc-

tions, bornée dans lespace C°([0, To), H°)N L2([0, To], H '), et soit a§ une fonction
tendant vers zéro avec € dans H?. Soient Q° et A5 respectivement une forme qua-
dratique et un opérateur elliptique du second ordre, du type (1), et enfin soit RS,
une fonction (p,o — 2)-oscillante, avec p > 1, et soit F* une fonction tendant vers
z€éro avec ¢ dans Uespace L*([0,To], H™1).

Alors la fonction a®, solution de

(€2) { dia® + Q%(a®,a® + b°) + A5(D)a* = R:,.+ F° dans T¢
o Um0 = @5,

est un o(1) dans l’espace C°([0,T,], H°) N L*([0, To], H**).

Démonstration du lemme 1. Pour démontrer ce lemme, on s’inspire des mé-
thodes de S. Schochet ([19]), dont ’idée repose sur la simple constatation suivante.
Considérons I’équation différentielle ordinaire

Owp — F(p) = cos %, avec [ #0,

et définissons la fonction ;
€

1/)=<p—~b-sing.

Alors a € pres, ¥ et ¢ ont la méme taille, et 3 vérifie I’équation

B

qui est une équation ou, a € pres, la partie oscillante a disparu.

atz/J:F(z/)-i——e—siné),

IV-6



Pour adapter cette idée a la fonction R, du lemme 1, on commence par faire
un découpage en hautes et basses fréquences, en fixant une fréquence de coupure N
arbitraire,

Rf)sc RescN+ReN

osc )

& — £ J oy
avec Ry, v = Yoeq1,..p} Bgosc,N» OU, avec les notations de la définition 2,

RioscN = '7:_1 (l{|nlSN}Ri,osc)
Vq Z 27 R; ose,N = ’7:_1 (l{lnl |k-;|<N}RZ,osc>

Par un argument de compacité, on montre que la partie hautes fréquences de RS,
tend vers zéro uniformément en € quand N tend vers l'infini, et les basses fréquences
sont éliminées par un changement de fonctions analogue au cas modéle présenté ci-
dessus: on définit i

d)IEV =a’ +6R€scN7

7 75 5 —i{p1(n)
avec Risc,N = qu{l,-.,p} Rg,osc,N’ et fRi,osc,N(n) zln|<N lﬁl(n)?ﬁo B1(n) fo(t n)’

et

def Z 6_1 ﬁQ(n kq)

VQZ 27 FR;,osc, ( ) = E Z (n k )fl(t kl) fQ(t k)

Inl, qu'SN quK" /Bq(n k )

L’intérét de ne faire ce changement que sur les basses fréquences est double: il permet
d’une part d’avoir un contréle (dépendant de N) sur I'inverse des phases G,(n, k, )
et d’autre part il permet de ne pas perdre en régularité puisque les Rq osc,N Sont a
support compact en fréquences.

Il suffit alors d’écrire I’équation vérifiée par 9%, et de montrer la proposition
suivante (voir [10]).

Lemme 2 La fonction ¢5; vérifie une équation du type
{ at"vb]e\f + A;(D)¢15V + Qs(,‘/)]ev’ 17[)16\7 + b — €R§sc,N) = ERcl);ecN + RgsecN + F*
@bfvlt:o =. ¢N,0 )

ot Y5 o tend vers 0 dans HY, R.: v est bornée uniformément en e, dans L*([0, To], H*™?),
par une constante ne dépendant que de N, et R%5N tend vers 0 dans L*([0, To), H° 1)

osc

quand N tend vers linfini, uniformément en €. La fonction F* tend vers 0 dans L*([0, Ty}, H ™).

Il suffit alors de choisir N assez grand pour controler les hautes fréquences, puis
assez petit pour controler les termes en basses fréquences, et une méthode d’énergie
permet alors de conclure la démonstration du lemme 1. O

2.2.3 Retour au systéme abstrait

C’est I'application itérée du lemme 1 qui va conduire aux théorémes 2 et 3.
Démonstration du théoréme 2. Le théoréme 2 s’obtient directement du
lemme 1 une fois démontrée la proposition (trés simple, voir [10]) suivante.

Proposition 1 Sous les hypothéses du théoréme 2, le membre de droite de ’équa-
tion (2) est une fonction (2,s — 2)-oscillante.
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La fonction w® vérifie donc une équation du type (£Z,,), avec o = s et p = 2. Il suffit
alors d’appliquer le lemme 1, et le théoreme est démontré. O

Démonstration du théoréeme 3. Pour démontrer le théoréme 3, on commence
par définir, par analogie avec le cas modele présenté plus haut, la fonction (2, g—- 1)-
oscillante suivante

R(w) E Du 4 Fo(u, ),

avec

t ab
e, def o— —1e'en a a
D F1y — (ag(n)u (n),e (n)) e*(n),
w:’b;éO n
. _iiwzﬁm
. def _ 1€ ¢ kn i g’ c c
Folu,w) € F Y ——p— (A ()u™ (k) (n = k), &°(n)) €°(n).
a,b,c;éo k’n
k,n

On définit alors la fonction ¥ = ¢~ 4%, avec

'lwb =u° —u+€RZsc( )

qui vérifie ’équation suivante

6t'l/)i+A§(D)¢i+Qs(¢i’¢s+2u—26R€SC) = R(E)SC+A€(D)ROSC+QS( 0sc) 2u €R€

osc)’
3)
avec RSL = Do + F*', e

. 1twab
d — —1€e" a a
Doty & F-1 > — (ag(n)atub(t,n),e (n)) e*(n),
wit#o "
. _iiwa,b,c
e, d te ekn : o
F t( ) Ef Z wa,b,c at (Aj’j,(n)u“ﬂ(u k)ub,J (t7 n— k)’ ec(n)) ec(n)'
wa'b,c?&o k,n
k,n

11 est facile de voir, par ’équation (3), que sous les hypotheses du théoréme 3,
% est bornée dans  C°([0, To), H5 1) N L([0, To), H?).
Ainsi on a
=0(¢) dans C°([0,To), HE™*) N L([0, To], H?),

et donc on peut transformer ’équation (3) de la maniére suivante, ou le membre de
droite est séparé en trois fonctions qui différent par leur dépendance en .

Proposition 2 Sous les hypothéses du théoréme 3, 1§ vérifie une équation du type
Ot + AS(D)Yf +2Q7(¥1,u) = Roy(u) +eR™(u) + R(u),

ot RL est une fonction (3, £—3)-oscillante, ou R*® est bornée dans ’espace L2([0, To] H57?),
et ou R(u) est une fonction mdependante de e, dans C°([0, To), HE=3)NL2([0, To), H:~2).

-
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Remarque. Nous ne démontrons pas cette proposition ici (voir [10]); remarquons
simplement que le terme R(u) de la proposition est di au fait que les oscillations
de deux fonctions peuvent, en interagissant, s’annuler et conduire a une fonction
indépendante de €. C’est le cas par exemple dans une fonction du type Q°(Du, u):
on a

Q“(Dfuyu) = F71 32 e " (4 () D (k) uP (n — k), ¢(n)) e(n),

k,a,b,c

. 1£wab'
2€ ¢k

avec Dfu=F"' > + (a2(k) Y(k), e“(k)) e’(k).
a b Wk
#0
Dans le terme Q*(D*u,u), la phase est donc —w?(k) — wb(n — k) 4+ w°(n) + w(k) —
w” (k), donc la restriction de Q°(D*u, u) aux fréquences telles que w® (k)+wb(n—k) =

w®(n) est un terme non oscillant, qui rentre donc, avec d’autres termes du méme
type, dans le terme R(u) de la proposition.

Cette proposition étant démontrée, il suffit alors de décomposer la fonction 3§
en

¥1=h+wi,

ou h vérifie le systéme linéarisé (S;) présenté dans le théoréme 3, ou la donnée
initiale ho(u) ne dépend pas de €, puisqu’on la définit par

ho(u) = RZsc(”)lt:O-

Alors par application du lemme 1, il est facile de voir que la fonction wj tend vers
zéro avec ¢ dans I'espace CO([0, To], H2=1(T%)) N L*([0, To), H2 (T%)).
Le théoreme est donc démontré, puisque finalement

ut —u = 1/)5 — & ftzsc(u)
= ey] —e R, (u)

= eh—eRf,sc(u)+swi,'

avec w$ = o(1) in C°([0,T], H2~) n L2([0, T, H?). O

3. Retour aux fluides tournants.

L’objet de cette section finale est d’appliquer au systeme des fluides tournants les
théoremes issus de 1’étude abstraite précédente Dans [1]-[3], on peut trouver la
démonstration de la proposition suivante, ot I’on a noté f pour la moyenne verticale
de toute fonction f.

Proposition 3 Pour presque tout as, le systéme limite (Sp) correspondant au sys-
teme des fluides tournants (FT¢) se diagonalise en

atﬁ - I/AQ'E +u- VQ’E
O3t
V-1

a]t:O

v2p7 0)
(NS2D)

|
C|OOA
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pour la moyenne verticale de u, notée u, et pour le reste u,sc = u—1u, on a le systéme

atuosc - VAuosc + 2Q('L_l, uosc) = 0
(Losc) divuee = 0

Uosc,0 = Vo,o0sc -

Il est alors facile de voir que ce systeme limite est globalement bien posé dés que vy €
H %(T?’), puisqu’il s’agit d’une équation linéaire sur u,s., couplée avec une équation
de Navier-Stokes bidimensionnelle, connue pour étre globalement bien posée pour
une telle donnée initiale (voir [5] par exemple). En outre, on peut démontrer la
proposition suivante (voir [10]).

Proposition 4 Pour tout ordre p > 1, et pour presque toutes les bottes périodiques,
il existe un réel a, tel que l'opérateur de pénalisation L correspondant auz fluides
tournants admette une estimation de petits diviseurs a l’ordre p, de degré c,.

On en déduit sans plus de calculs le théoreme suivant.

Théoréme 4 Soient a; et a; fixés; alors pour presque tous les az, on a le résultat
suivant. Si vo € H*(T?), avec s > 1, alors pour € > 0 assez petit, le systéme (FT¢)
est globalement bien posé dans C°(R*, H*(T?)) n L*(R*, H*+1(T?)).
D’autre part, si v¢ est la solution de (FT°¢) et u est la solution du systéme limite
(NS2D, Los.), alors v* — L(E)u = o(1) dans CO(R*, H*(T?)) N L*(R+, H*+(T?)) .
Enfin, pour presque toutes les boites périodiques T3, il existe a > % tel que si
vo € H*(T?), alors le développement du théoréme 3 est vérifié.

Remarque. Les résultats obtenus dans le cas abstrait permettent a priori de
conclure seulement que le temps d’existence du systeme (F'7T°) tend vers infini
quand ¢ tend vers zéro. Le résultat d’existence globale, pour ¢ assez petit, du théo-
reme 4 est di au fait que, comme pour les équations de Navier—Stokes tridimension-
nelles, le temps d’existence des solutions de (FT°) est infini dés qu’il dépasse une
valeur critique, dépendant de la viscosité et de la norme L? de la donnée initiale.
On peut d’autre part remarquer qu’il est bien connu (voir [5] par exemple) que
les équations de Navier—Stokes bidimensionnelles sont globalement bien posées des
que la donnée initiale @y est dans L*(T?) seulement, plutét que Hz(T?) comme le
suppose le théoréme 4. On peut deés lors souhaiter ne supposer qu’une régularité L?
sur g, et obtenir I’existence globale pour (F'T¢). Cela est possible, si I’on se place
dans un cadre fonctionnel de type “anisotrope”: dans [12] et [13], D. Iftimie introduit
des espaces de Sobolev et Besov qui permettent de préciser différemment la régula-
rité de fonctions suivant les variables horizontales et verticales. Ainsi, ’espace H**
(resp. H BO’%) du théoréme suivant peut se comprendre comme ’espace des fonc-

, 1
tions H*® (resp. L?) dans les variables horizontales, et H* (resp. Besov BZ,) dans la
variable verticale (voir [12], [13] pour des définitions précises).

Théoréme 5 Si a; et a, sont fizés, alors pour presque tout as, on a le résultat
. . . _ 15 .
suivant. Soit vy de moyenne verticale 5y dans L*(T?), avec vgsc € H27%, 01 § est

un réel dans Uintervalle 0,1[ (resp. vo o5 € HB%2 ). Alors pour ¢ assez petit, (RF¢)
est globalement bien posé, et la solution v¢ vérifie

v —U— C(é)uosc =o(1) dans L®(RT, H2~%)n L*R*, H%+§v%‘%),
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(resp. L°(R*, HB%2) N LA(R*, HB?7)).

L’aspect intéressant de ce résultat est que vy est supposé étre dans ’espace d’éner-
gie L*(T?) seulement, au lieu de H 3(T?) comme précédemment. Dans le cas ou I'on
considere des espaces de type Besov H B%: plutot que Sobolev H 53=3 ce théoréme
permet de supposer en outre que la “régularité horizontale” de vg,s. est elle aussi
dans L? seulement.
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