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Quelques remarques sur le probléme de Cauchy
pour des équations faiblement hyperboliques

FErRrUcCCIO COLOMBINI

§1 Introduction

Dans cet exposé* on s’intéresse au probléme de Cauchy dans les classes de Gevrey
pour des équations faiblement hyperboliques avec racines de multiplicité variable. En
particulier on considere la question de la forte hyperbolicité Gevrey: on se donne un
opérateur hyperbolique P homogeéne d’ordre m, et on se démande dans quelles classes
de Gevrey le probléme de Cauchy est bien posé quels que soient les termes d’ordre
inferieur qu’on ajoute a P. ( On dira qu’une fonction f € C°({2), Q ouvert de R",
est dans la classe de Gevrey £°, pour s > 1, si VK compact dans {2 il existe deux
constantes A, B telles que |D° f(z)| < BAl®l(a!)®* Vz € K, Ya € N").

Il y a beaucoup de résultats sur ce sujet; en particulier Bronstein a montré ( voir
[1]) que si r est la plus grande multiplicité des racines caractéristiques de ’opérateur

P alors le probléeme de Cauchy est bien posé dans £° pour s <

73 ce résultat
est en général optimal, comme il est montré par 'opérateur trés simple 9] auquel il

suffit d’ajouter le terme 97! pour avoir que le probléme de Cauchy (par rapport a la
r

surface des données initiales S = {t = 0} ) n’est pas bien posé dans £ si s > T
On peut d’autre part espérer d’obtenir des résultats meilleurs ( c’est a dire des espaces
E¢ avec s plus grand ou le probléme est bien posé ) en regardant comment les racines
dégénérent. Dans cette direction on a le suivant résultat de Ivrii ( voir [7], et aussi

[8] pour une autre démonstration):

THEOREME. Soit P 'opérateur donné par
P = 8? 4 a;(t)0;0; + az(t)0?

et soient 11(t), 72(t) les deux racines caractéristiques. Supposons que pour t > 0
To(t) — 11(t) ~ t* ( c’est a dire (m2(t) — 71(t))t~F a une limite finie, non zéro, pour t
qui tend vers zéro ). Soit M un opérateur d’ordre 1. Alors le probléme de Cauchy
2k .
pour P + M par rapport a {t = 0} est bien posé dans £° si 1 < s < T et il n’est
2k

pas bien posé€ en général pour s > 1

Un exemple d’opérateur come ci-dessus est le suivant

P =0? —t**p2.

*Les résultats exposés ici ont été obtenus en collaboration avec Nicola Orru (voir [5] pour des énoncés
plus complets et pour les démonstrations détaillées).
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Nous présentons ici une généralisation de ce théoréme pour des opérateurs du troisiéme
ordre.

On considérera des cas assez particuliers, mais on cherchera & obtenir des résultats
trés précises. On utilisera la méthode des estimations de l’énergie, en définissant des
énergies qui dépendent de quelques paramétres €, qui seront liés & la variable duale
€. Cette méthode s’inspire & celle qu’on a utilisé dans [3] pour étudier des équations
strictement hyperboliques a coefficients peu réguliers, et dans [4] pour des équations
faiblement hyperboliques du second ordre.

Il est intéressant d’observer que, grace a cette méthode, nous ne sommes pas obligés a
supposer aucune regularité des racines caractéristiques, différemment a ce que souvent
on fait.

On trouvera des résultats proches a ceux que nous présentons dans [6], [7]; voir aussi

[9].

§2 Enoncés
On se place dans R; X R?, et 'on considére des opérateurs avec des coefficients de
classe C°, ne dépendant que de la variable ¢, définis dans un voisinage de ¢t = 0.
On étudiera le probléeme de Cauchy par rapport a la surface S = {t = 0}, et on dira
qu’il est bien posé si on a existence ( et unicité) de la solution dans un voisinage de
Porigine.

Considérons d’abeord le cas de dimension 1 d’espace. On a alors le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit P = P(t,0;,0,) 'opérateur donné par
(1) P =082 4 a;,(t)0%0; + ay(t)0,0% + a3(t)03

et soient 11(t) < mo(t) < 73(t) les trois racines caractéristiques. Soit M un opérateur
d’ordre < 2 a coefficients ne dépendant que de t. Supposons que, pour t > 0,

mo(t) — 11 (t) ~ t!, 73(t) — To(t) ~ t*

ot k et | sont deux nombres > 1 éventuellement égaux a oo ( k = oo signifie que

73(t) — m2(t) = o(t"*) Vh ). On peut supposer k < I.
3k
2k -1’

Si k > 1 le probléeme de Cauchy pour P + M est bien posé dans £° pour s <

3k
2k -1
Si k = 1, le probléme est bien posé dans £° pour s < 2+ 17, et non (en général ) pour
s>2+ 17

Pour les cas k (oul ) = oo, on obtient I’exposant limite*; précisement si k = oo, le

3
27

est bien posé pour s < 2, et non pour s > 2.

quelque soit M, et il n’est pas bien pos€ en général dans £° si s >

probléme est bien posé pour s < %, et non pour s > %; si k =1, = oo, le probléme

*Mais cette fois ci nous ne sommes pas capable a montrer la nécessité pour I’exposant limite.
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REMARQUE 1. On notera que si k = [ = 0o on retrouve ’exposant de Gevrey donné

par Bronstein ( >, tandis que pour k < oo, on obtient un exposant meilleur,

r—1
méme si | = oo.

REMARQUE 2. Pour appliquer le théoréme ci-dessus il n’est pas nécessaire évidemment
de calculer les racines 7;; il suffit en effet de considérer les fonctions

f&)y=> (ri—m)?, g)=[[(ri = )%,

i<j 1<J

qui sont des polynémes par rapport au coeflicients a; de P, et de calculer ’ordre de
zéro de f et de g lorsque t tend vers zéro.
Le résultat du théoreme 1 s’étend au cas de n variables d’espace; on a en effet le

suivant théoréme:

THEOREME 2. Soit P un opérateur hyperbolique homogéne du troisiéme ordre a

coefficients fonctions C* de la variable t donn€ par
P = 6;9’ + al(t,az)ﬁf + ag(t, az)at + a3(t,(9x).

Soit £ fixé dans R™ \ {0}; définissons ’indice de Gevrey s par rapport & £.
Si pour £ = £ le tois racines caractéristiques sont distinctes, en t = 0, l’on pose

s(€) = +oo.
S’il y a une racine double 11(0, ) = 72(0, &) et une racine simple 73(0, £), soit I tel que

21 -
= (s(6) =

T1(t,€) — To(t, &) ~ t! pour t qui tend vers zéro; on posera alors s(£) =
2 sil = 00).

Enfin s’il y a une racine de multiplicité trois on pose s(£) suivant le théoréme 1.
Soit maintenant so = inf s(§) = min s(£).

Alors le probléme de Cauchy pour P + M est bien posé dans £° pour s < sg, quel
que soit M opérateur d’ordre 2, et il n’est pas bien posé en général si s > 3.

EXEMPLE Considérons 'opérateur
P =0} — (2 +1202,) 0+ 0s, (02, + 21207
- i_—\:y_—z(11+t 12) t + T1 jIll-l-—z_ T2

et étudions le comportement des racines lorsque ¢ — 0, suivant les differents £. On

trouve que, pour t — 0,

max[(12 — 71), (73 — 72)] ~ 1/12&3 + &}

t2€3

min[(Tg - T]),(T3 - T2)] ~ W
2 1
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On a alors que:
si £ =(0,1) s(€) =3, si £ =(1,0) s(§) = 2, autrement s(§) = 4.
L’opérateur P est donc fortement hyperbolique Gevrey pour s < 2.

§3 Esquisse de la preuve du théoréme 1.
Montrons comment on obtient la condition suffisante.
Soit donc u une solution a support compact en ¢ de Pu = Mu, ou M est d’ordre
2; soit v(t,€) la transformée de Fourier de u(t,z) par rapport & z: cherchons des
estimations de la croissance de v lorsque |¢| — +o00. La fonction v vérifie I’équation

ordinaire ( dépendant du parameétre §)

(2) P(t,0¢,i€)v = M(t,0,1€)v

Soit maintenant L; 'opérateur ayant symbole L; = (7 —i7;(¢)€); de fagon analogue
Lpj = (7 —imp€)(r —i1j€) et Lig3 =P

( 75, pour 7 = 1,2,3, sont les racines caractéristiques de P ). Nous pouvons alors
définir ’énergie qu’on utilisera pour les estimations; considérons d’abord le cas k£ > 1;

on pose
E(t,€) = |L12v|* + |Lasv|® + |La1v|® + €2€2 (|L1v|* + |Lav|?) +
(3) + 56%|Lav|* + €164 v|* + 5647 |v)?,

ou les parameétres €, €;, €3 seront choisis plus tard.

A ce point il faut calculer E'(t,¢); par exemple pour calculer 8;|L1,v|? on a
Bt(ngv) = -—iT{szU - iTzlﬁle + L123’U + iTglegv
et donc, compte tenu de (2) et du fait que Ly23 = P

6t|L12v|2 = 2Re(—iT{£L2UL120 - iTé{L]vL12U+
+ M’UL]Q’U).

En traitant de fagon analogue les autres termes, on obtient alors

E,(t, f) = 2R6(M’U) (ng’() -+ L~23’U + Lglv) +
+ 2Re(—i7m(t)éLyv — i1y (t)éLqv)
+ 2Re(—ity(t)éL3v — iT3(t)éLav) Logv+
+ 2Re(—it3(t)éLyv — i1 (t)€L3v) L31v+
+ €}€?2Re(L12v)L1v + €}6*2Re(L12v) Lov+
+ €2¢22Re(Ly3v)L3v + €2622Re (—iry(t)év) Liv+
+ E€22Re (—im(t)6w) Tav + SE72Re (—ir(t)év) Lot
+ et ¢*2ReL 0T + 2642t |v|? + 26*t*2ReL 7.
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Il nous faut maintenant estimer des termes comme | L;v|; d'un c6té on a évidemment

1
|éL1v] < —+/E; d’autre part on a
€1

(L12 - L13)U

—iTz + iT3

ELl’U =

VE

et donc |€Lyv| < C_tk_'

1
En conclusion |€L;v| < C VE.
tk + ¢
Par des calculs analogues sur les autres termes, on obtient

1 1 1 et ¢ e31¢|
(t) < tk+€1+tl+62 est+e  thte  thte
21142
+ €2 &[] E(t).

+ —
(63t+6?)2 (tk +61)(63t+6%)

On a utilisé le fait, prouvé par Bronstein [2] que les racines 7;(t, £) sont lipschitziennes
par rapport a t.

On choisit maintenant

2k—-1

e =[] =T g =

et ’on obtient ( pour |£] > 1)

E(t) < B(0)exp (CIe 52 log(l¢] +1))

d’ot la thése.

Pour le cas k = 1 on définit 1’énergie comme dans (3), mais sans le terme e2£4¢2|v|?,

et ’on procede d’une fagon analogue.
REMARQUE Nous avons appliqué cette méthode au cas des opérateurs du quatrieme

ordre, en obtenant de résultats analogues a ceux du théoréme 1.

Pour montrer la partie nécessaire il suffit de choisir
M(t,8,0;) = 192
et évaluer les parties imaginaires des racines 7 = 7(¢,¢) du polynéme

3 4+ ay(t)ér? + az(t)ﬁzT + az(t)€® — €2,
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