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CONTROLE DE L'EQUATION DE SCHRODINGER
EN PRESENCE D'OBSTACLES STRICTEMENT

CONVEXES

N.BURQ
Centre de Mathémaùques, Ecole Polytechnique

91128 Palaiseau Cedex, France.

1 INTRODUCTION

Nous nous intéressons ici au problème du contrôle de l'équation de Schrôdinger dans un
ouvert de K3 contenant des obstacles strictement convexes.

Plus précisément, soit Q un ouvert borné de IR3, à frontière analytique ; et soient
(®i)i=i N » ̂  fermés strictement convexes de 1R3, à frontière C°°, tels que l'enveloppe convexe

'N' —
Conv (u 9^) de l'union des 9^ soit inclue dans Q. On sait alors [I 3] que : Vn, V (ip...,i^) ; i. €

N
{1,...,N} ; ij+i ^ ij ; in+i ^ ii ;3!y=u[Xj ,x^] ; Xj e 3 9 y ; j < l ; x^ = x^ tel que y soit une

trajectoire de lumière.

Soient alors ( iet (3-y les deux valeurs propres de module strictement plus petit que 1 de l'application
de Poincarré associée à y.

Soit À^ = Vpy^ et d^ = ̂  llx^ - Xjll.
i

On suppose de plus que : (9^) vérifient les hypothèses suivantes introduites par M. Bcawa :

Hl VKj^,J3<N ; j^^

Conv (9^ u 9 )̂ n 9^ = 0
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H2 3a>0 ^ X^e°^<°o
7 primitif

— N
Soita=Q\u9^

i

soit u (t,x) la solution du problème d'évolution

( i^ -A)u=OdansQx ffi^

(*) u|i=o = UQ

ut^-O

On cherche à contrôler l'énergie de la solution u par l'expression Illulll2 = j | \— (x,t)^ dt dx .
Jo A)H pn '

Lorsqu'on n'a pas d'obtacles, ce problème a été résolu par G. Lebeau [L] qui montre
qu'alors Illulll est une norme équivalente à la norme Uull^L^) • Cependant ces résultats ne peuvent pas

s'appliquer ici puisque compte tenu des trajectoires captives y ; 3SÎ ne contrôle pas
géométriquement Q.

On se propose d'indiquer ici comment la stratégie utilisée par M. Ikawa pour démontrer la
décroissance exponentielle de l'énergie locale pour l'équation des ondes [I 1,2,3] peut s'appliquer
dans ce cadre.
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Remarque 1) Les hypothèses Hl et H2 sont vérifiées si N = 2 ou si les 0. sont des boules de rayon
r éloignées les unes des autres d'une distance d > Nr.

2 ENONCE DU THEOREME

Théorème 1 : V T^ > 0 ; V e e ]0,1/2[ 3 Cç > 0
V UQ e H^(Î2), la solution du problème (*) vérifie :

(TQ ( B 12
lluÊl-e^^Cj l-Td1^HO (îî) e i j — 3n

Jo Jaîî ' '

Remarque 2) L'affaiblissement de notre résultat (perte de e régularité), par rapport à celui de G.
Lebeau (L) est dû au fait que les hypothèses de contrôle géométrique ne sont plus vérifiées.

Remarque 3) Un tel résultat de contrôle est directement lié à la vitesse de propagation infinie de
l'opérateur de Schrôdinger, il est faux pour l'opérateur des ondes.

3 CHANGEMENT D'ECHELLE

Dans ce paragraphe, nous énonçons le Théorème clé qui permet de démontrer le
Théorème 1.
Soit (e^ , À^) la base orthonormale de L2^) pour l'opérateur A avec conditions de Dirichlet. Soient
p > 1, a < p~1.

On note E^ p^ = {u = ^ u^ e^}
p^^ifxv^p1^-1

On identifie les solutions du problème
ih^--h^Au=0

(**) u|i=o=UoeE^p

^=0

XIV-3



4

avec leur donnée initiale Ug (h^ = p^).

On a alors le

Théorème 2 : 3p> l , a<p - l , ko ;To>0 ;Vv>O^C;Vue E^p „

/•kTo /

""'̂ C- ~ |n dtdx

P Jt=-To^Q •

Suivant la stratégie de G. Lebeau, le Théorème 2 implique le Théorème 1 :

on pose v(t,x) = u (—, x) alors v est solution de (*) et VQ e E^^ et llvl^ x p2k x -L .
iç

(C indépendant de k), donc en empilant le Théorème 2 aux temps t = 0, t = k T^,..., t = [v ̂ -] k
Jv

TQ, on obtient le Théorème 1 pour UQ e E^ p ̂  ; V k > k^ ; Une décomposition de Paley Littlewood
permet alors de conclure.

4 REDUCTION DU PROBLEME A UNE ESTIMATION DE
DECROISSANCE DE L'ENERGIE

A toute fonction (p e C^ (T* R3), tangentielle près du bord de Q, on associe, au moyen de
partitions de l'unité un opérateur Op((p) par la quantification :

op((p) (u) = (^r i e"i(x'y) ' ̂ h ̂ ) u(y) dy d^
à l'intérieur et :

Op((p) (u) (x) =(^-)2 ( e- '̂-y') • ̂  (p(x^') u(y',x^) dy' d^'

au voisinnage du bord si localement Sî est défini par x^ > 0.

On peut alors décomposer Fisométrie (pour la norme L2) 1 : u,. -> ui^ ou u est solution
U I-IQ

de (**) en deux termes 1̂  +1^.
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Avec I, défini par :

II : H^(Q) -> Ho(û)

"O-^TO

où v vérifie (ih^ - h2 A) v = i h v'(t) Op((p) (u)

v ' t<0=0
v^=o

avec y e C^ (IR) ; V lt<Tn/3 = ° ^ V \<n,j3 = 1 et ̂  est d^1"1 comme 1^ en remplaçant Op((p) par

Id-0p((p).

Lemme 3 : On peut choisir (p et T^ de telle manière que

r2Ti .

'chki) III^ ull2 ^ C h^
J-2T1 Jâ-2Ti JSO.

dxdt

11 ii) 3p > 1, a < p-1 , k^ ; G > 0, A > 0, C < 0, V k > kg, V u e E^

ll^^uJ^Ch^lM^.

On déduit du lemme 3 le Théorème 2.
En effet : llu^ll^ = ll(Ii + î^ u^ll^

^ I I 1̂  I1 -̂1 ull + IIIi I^1 ull

^ II 1̂  I^1 ull + IIIi 1̂  I^2 ull + 111̂  I^2 ull

or module 0(h) les opérateurs I^ et 1̂  sont de norme ̂  1 par l'inégalité de Garding

N-l
donc llull^ < ̂  III^ P ull^ + III? ull^2 + C N h llull^

n=0
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pour N = - [A In h k], on a donc alors

-[Ainhk] /2To /

llull^a+Chi.Inhk-Ch0)2^ ^ C-1 hj l |-(x,nTo+ ̂  dtdx x -[Ain hj
n=o J-2To ha pn '

donc 3ko ;Vk>k (pVne E)̂  p ̂  .

r(-[Alnhkl+2)To /

IMfo^CkhJ -In l̂ dtdx

J-2To /an • 1

nous avons donc démontré le Théorème 2.

Remarque : Le lemme 3 est un analogue des résultats de M. Ikawa sur la décroissance
exponentielle des solutions de l'équation des ondes :

en effet ; L correspond à la partie de UQ qui entre les instants t = 0 et Tg est sortie de la région non
contrôlée, 1̂  à la partie restée dans cette région.

D suffit donc de démontrer le lemme 3.

5 ESQUISSE DE LA PREUVE DU LEMME 3

Lemme 4 : 3 e > 0 , 3 p > l , 3 a < p~1,1\ > 0, (p e C^ (T*,IR3) tangentielle près du bord tel que

si (p(x,^) ̂  1 ; 1̂ 1 e [a,or1], le rayon généralisé issu de (x,^) rencontre 3Q en temps t e [-TpT^]
et tel que (p(x,^) ̂  0 ; x e 3Q ; l^.nl < e ==> 1^11 [a,or1].

Ce lemme est une conséquence de l'hypothèse Hl. On démontre alors, en utilisant la
méthode de G. Lebeau la partie i) du lemme 3.

Nous allons maintenant indiquer comment démontrer la partie ii) :

Soit q € C^ (T*,R3) ; q(x,^) == 0 si x ^ Q ou dist (x.ôQ) < E ; q(x,^) = 1 si dist (x,3Q) >. 2e ;
x e Q et 1^1 € [a',a1-1] ; a' < a et q = 0 si 1^1 <£ [P,P-1] (P < a').
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On a alors le

Lemme J ' : 3 k ( p O > 0 , A > 0 , c > 0 ; V k > k o , V n e E ^

lll^^OpC^ull^Ch^llulfc

Esquisse de la preuve du lemme 3' :

On démontre ce lemme en construisant une paramétrixe pour 1̂  k Op(q) et en
l'estimant suivant la méthode de M. Ikawa pour l'équation des ondes ([13]) :

On cherche à résoudre le système

(i h 3^- h2 A) u = 0 V t e H Ty ; t > 0 dans fi,

ul^=0

"'nT^'n^lt^q^)^^

(***) (iha^h^v^hvWOpCçKu) V t ^ NTo ;Vxe Q.

^30=0
vln•rS=0

et à esdmer v l_i<- .P'O

On commence par résoudre le système (***) dans R3 en cherchant u0 et v0 sous la forme

u0^ h^fe-^v0^ h'vfe-"^
i=0 1 i=0

ce qui fournit des équations de transport pour u^ et v; permettant de calculer u et v.

On résoud alors le système (***). :

(i h 3( - h2 A) u10 = 0 V t e N TQ , t > 0 ; x e e^
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"° "30. = "0 '39,

^'n^V'nT-o."0'^^

( :̂

(i h ̂  - h2 A) v10 = i h \|/'(t) Op((p) u10

v10^^

v°'n^=0

en cherchant u10 et v10 sous la forme

u'o = ̂  hJ u10 e- <Plo(x^)/h
j=o

v'o = y hJ u10 e-' <Plo(x^)/h
j=o

ou (p'o vérifie IV (p^ (x,^)12 = ICI2

et (P10^. =^199.
'o 'o

et ^ - a fxdet ~^—— ~ - ̂ — ^•S^d11 laoiQ on lae^

On réitère ce procédé, ce qui permet de calculer pour I = (iQ,...,ini) ; i, ^ i+i ; i ^ {1,...,N}, u1

et v1.

La solution du problème (***) est alors (formellement)

u = ^ (-l)'l'u1

ÎÇÛ

v=^ (-l)l^vI

îeû

avecî)={l=(io, . . . , i j ;me N î i j^ i j^} u {0}.

Il reste alors à estimer v L rp .
PTQ
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Nous avons besoin pour cela de deux lemmes techniques dont l'un découle du calcul
explicite de u1 et l'autre des estimations de M. Ikawa (I) :

Lemme 5 : Soit d = min dist (6, ,9.) ; D = diamètre (îî), alors
i^j J

V I e d ; u^=0, V t ^ ^(IJI---1),^-(IJI+1)
2 2p

vî=0^ n —

On note H^ = sup IX^ ... X u(x)l
Xi.....XpeS2

X € Zl

Nous rappelons un Théorème démontré dans [I 3] :

Théorème 3 : Soit le S ; 1 = (ip.. .,1 )̂ ; i^ ̂  i ^ .

m
Alors 3 ! y = u [x^ , x^ ] (on pose i .̂̂  = ig) tel que x^ € 3 6^ et y est une trajectoire de

j=l J J-^ J J
biiïard.

Pour J, 1 € d, on notera J = r 1 + s si on a r > 1 a < s' < III

^Op-Jm) I=(ii,...4q)

avec (Ji,...Jni) = (ii,...4q , ip...,iq,...,iq , ip...,is)
^—————^—————^

r termes

On dira que J est primitif si V i e ï l , J = r I = = > r = L

On a alors le

Lemme 6 : V J e î l ; J = r I + ^ ; V p , V t < É N T o
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'"V^Cp^

^VeL^Cp^

où Y est la trajectoire associée à 1 par le Théorème 3. On en déduit donc que

'̂ (^ S '"^(eL)
Ct<m<-Lc

a s ^•;1"
1 primitif

or si 1 correspond à y, on a exactement 2 III éléments de ^ qui correspondent à y (on peut parcourir y
dans un sens ou dans l'autre et commencer en n points différents)

et I I I=®(dy) et dy= 0(111)

donc lulp(Q)<C ^ dy^7

y primitif

or d'après l'hypothèse H^

Sdy^e^+oo

=^ luIpO^Cpe-^

ce qui permet de démontrer le lemme 3'.

Et comme { x ; V^ ; 1^1 e [a',a'~1] q (x,^) = 1} contrôle géométriquement Q en temps T^, on en
déduit par un argument de propagation le lemme 3, quitte à changer A en A' > A.
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