FREDERIC KLOPP
Impuretés dans une structure périodique

Journées Equations aux dérivées partielles (1990), p. 1-12

<http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1990 A20_0>

© Journées Equations aux dérivées partielles, 1990, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Journées Equations aux dérivées partielles » (http:/www.
math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1990____A20_0
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Impuretés dans une structure périodique.
par F.Klopp
Université de Paris-Sud
Département de Mathématiques Bat. 425
91405 Orsay
et U.R.A 760 CNRS.

Le probléme qui nous intéresse ici est 1'étude du spectre d'opérateurs du

type suivant:

(1) Py=-hZA+V+t8Y

ol VeC®(RN:R) et est L-périodique, L étant un réseau de RN,
058V6C8°(]R";1R) et t est un parameétre mesurant la taille de la
perturbation.

Du point de vue de la physique, P{ est un hamiltonien semi-classique
associé a une structure éristalline (représentée par V) dans laquelle a été
introduite une perturbation (représentée par 8V).

Cet opérateur a déja été largement étudié, tant par les physiciens ([C], .

[LL],...) que par les mathématiciens ( [ADH], [DH], [GS], [Sk], [B], ...).

Dans le cas de la limite semi-classique, dans [S2], Simon a étudié la
largeur de la premiére bande spectrale de P. Ses résultats ont été
également obtenus par Outassourt qui, dans [0], a aussi démontré des
résultats sur existence de valeurs propres pour Pt dans un gap de Py ceci

pour des perturbations pas trop petites.

Ce travail va surtout s‘intéresser a I'existence de valeurs propres pour

Pt dans un gap de Pg dans le cas de tres petites perturbations.

Soit L un réseau c'est-a-dire L=&D<j<n2uj ol (Ujje[q,n] est une

base de RN. On définit: L*={«'e(RM*: V ael «-x'€21Z } et
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T=(RM*/L*.
On considére 'opérateur de Schrédinger suivant agissant sur L2(RN):
(2) P=-h2A+V
avec V satisfaisant:
(H.1): VeC®(RN:[0, +00[) telle que: V(Xx)=0& xel et V périodique sur le
réseau L c’est-a-dire telle que pour tout x dans RPN et tout «
dans L: V(x+a)=V(x). On suppose de plus que Hess(V)(0) est

définie et positive, ou Hess(V) désigne 1a matrice hessienne de V.

Par périodicité, pour tout aelL, |VV(xX)| =0 et Hess(V)(at) est définie et

positive. Par continuité de V, il existe €3> 0 tel que pour §€[0,€q[, on a:
(3) {xeRN; V(x)-8250}=ud€|_ud,8

ol Uy, g§=Ug,s+{x} et Ta famille de compacts (Uy g) vérifie que si aZ !’
alors Uy gNUy! §=42.

Pour €L, on définit T y: LZ(RN) — LZ(RN) par (T yP)(x)=P(x-a). Par
'hypothése (H.1), on a, pour tout « dans L:

(4) T_y°PeTy=P.

On notera, pour ®€L, Uy=Uy o={x}; on appellera les ({a})y |, Tes
puits de potentiel. On notera d(-,-), la distance associée a la métrique
d’Agmon V(x)dxZ2. On définit: So=infy #0(d(e,0)).

Pour chaque o dans L, on construit un opérateur de référence. Pour €

suffisament petit, on prend € une fonction positive dans C%°(U0’e) telle
que, pour XxeUg ¢/2,

(5) 0p(x)=€2/4.

Sion note ©4=T4(8¢) alors,

(6) V+2d€LedZ€2/4.
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On définit, pour elL:
(7) Pu=P+Zg 208

Pour tout o dans L, on sait que Py est symétrique, borné
inférieurement, essentiellement auto-adjoint sur C8°(IR"). Notons
également P, son extension auto-adjointe qui a pour domaine HZ(RN) .

Par un théoreme de Persson [P], le spectre de P est discret en dessous de
e2/4.

Par construction, on a, pour tout oel:

(8) Pq=T°Po°T-q>
donc tous les Py ont le méme spectre noté o(Pg).

Des résultats classiques ([HSjl, [S1]), nous disent que la premiére valeur
propre de Py est simple. De plus, sion la note J, on sait qu'il existe ho>0,
a>0 et Jlp>0 tels-que, pour helO,hgl:

(9) o(Pg)NlL-2a-h, L +2a-h]={p}
ol ) =ploh+0(h2).
On notera Yq un vecteur propre normalisé associé a j.

Notons FCLZ(RN), 'espace spectral associé a P et & [Jl—a-h, L +a-h] et
TTg Ta projection orthogonale sur F. On obtient alors

Proposition 1: Supposons (H.1) vérifiée. Alors, il existe hg>0 tel que

pour tout helo,hgl, P|F est unitairement équivalent a ©, un opérateur de

L2(T) dans L2(T) défini pour ueL2(T), par Q(u)=w-u ou:

(i) w est analytique réelle sur T et analytique dans W(h), un voisinage
complexe de T de 1a forme T +iB(0,1/Ch) ou C est une constante

positive ne dépendant pas de h et B(x,r) désigne 1a boule de centre X

de rayon r dans RN.

XX-3



De plus, (W)g¢h<hg €St bornée dans 'ensemble des fonctions
holomorphes sur W(h).
(ii) 1im supp — glhlog(supg Tl W(B)- M )I= =Sy

(iii) W est paire et si ¥ eL™ alors /2 est un point critique de W.

(iv) u)(e)y est la valeur propre de Floquet du probléme périodique.

Esquisse de la preuve: Grace a un travail de Carlsson [Ca], qui étend

au cas d'une infinité de puits les constructions de Helffer et Sjostrand [HSj],

on construit une base orthonormale de F notée (vy)y e, €n projetant Y et

ses translatées sur F. Or l'invariance de P par translation (4) nous dit que

la matrice de P dans (vy)y e ©St une matrice de convolution, donc en

conjugant par la transformée de Fourier, on obtient 1’équivalence unitaire

annoncée.

L’analyticité de w sur un voisinage de T découle de la décroissance
exponentielle de v hors du puit {c(}. Cette décroissance exponentielle
donne aussi l'estimée (ii).

On remarque que la base des (Vo()o(eL n’‘est autre que 1a base des

fonctions de Wannier, ce qui nous dit que W est 1a valeur propre de Floquet.
La parité.de w est alors un résultat connu.
O
Remarque: Ce résultat a déja été démontré d’autre maniére

séparément par Outassourt [0] et Simon [S2].

Nous allons maintenant nous intéresser a 1'opérateur suivant:

(10) Py=-h2A+V+t8V=P+t8V
ol 1'on suppose que 8V vérifie:

(H.2): 0=8VeCUg g ), 8V(0)>0 et 18V o=1.
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On note: Sgy=infy 2 old(supp(&V),)1>0.
Définissons FtCLZ(an) 'espace spectral associé a Py et

[(L-a-h,jL+a-h], et 1T|:t la projection spectrale sur Fy. On démontre

Théorédme 2: Supposons (H.1) et (H.2) vérifiées. Alors, pour tout
¥ >0, il existe hy >0 tel que pour tout he]O,hX[ et pour tout
te]-a-h/8,a-h/8l:

P{|F, est unitairement équivalent a Q4: L2(T)— L2(T) défini par

Qif=W-f+b(VMof +K(L)f

avec:

(i) Ww=w(6) la valeur propre de Floquet définie par P dans [jJl—a-h,jL+a-h].

(i) Moz L2(T) — LZ(T) défini par: Mof=(vol(T)) ™! [rfde ol de est Ia
mesure de Lebesgue.

(iii) K(t) est un opérateur de L2(T) dans LZ(T) de noyau k(t,h,e,6")
analytique sur D(0,a-h/8)xW(h)XW(h), ol W(h) est défini dans la

Proposition 1. Alors:
k(t,h,8,00=2(y, gyel xL(Ka, pt,he (X056
avec kd”B(t,h) vérifiant pour tout he]O,hX[= kd,B(O,h)=0 pour tout

(oL, B)eL XL et uniformément pour tout [t]|<a-h/8:
19K o B(t,h)|5(;-(1—“o’)[d(suDD(SV),ua{)+d(supp(SV),Ufg)]/h si

(, B) #(0,0) et 134kq o(t,h) [ se~2(1-¥)Ssv/h,

(iv) L'application b(t) réalise une bijection analytique de D(0,a-h/8) dans

un voisinage complexe ouvert de O.

Esquisse de la preuve: On va étudier Py de la méme maniére que P.

Pour cela on construit des opérateurs de référence Py o & partir des Py de

XX-5



1a fagon suivante:
(11) siat £0 alors Py =Py et Py o=Po+t8V
c'est-a-dire que:
(12) Py, q=P{+Z 58 2 Og 0U 63=0g si B#0 et 85=06(-tEV
Une étude de Pt,Ov nous montre que, pour h assez petit et |t|<a-h/2,
o(P¢,0)N[Mu-a-h,l+a-h]={}¢} ol L est une valeur propre simple de Py q.
Puis grace a ces opérateurs de référence, en projetant les fonctions de
Wannier sur Fy, on construit (v{ )qe|» Une base orthonormale de Fy. On
écrit alors la matrice de Py dans cette base. Celle-ci est analytique en t

pour |t|<a-h/4. La dérivée de cette matrice s'écrit comme une
perturbation compacte exponentiellement petite (pour h assez petit) d'une
matrice de rang 1. On obtient ainsi 1’équivalence unitaire annoncée en
conjugant par la transformée de Fourier.

Les proprietés du noyau de K proviennent de la décroissance
exponentielle de v¢  hors du puit {«}.

O

Remarque: Pour t réel, K(t,h) est auto—-adjoint et analytique en t. De
plus, K(t,h) est compact et si on note:
IKloo=5UP(t,0,6")eD(0,a-h/8)x T x T | K(t,h,8,8 | alors:

(13) hlog(llKll o) =-Sgy +0(1) quand h— 0.

Par le théoréme de Weyl, on sait:
On va s'intéresser au spectre de Py contenu dans

[JL-a-h,ld+a-h]\ W(T), ceci pour te]0,a-h/8[, une étude tout a fait

symétrique pouvant étre menée pour te]-a-h/8,0[. D'aprés (14), le spectre
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de Py dans [jL-a-h,i[U]s, )l +a-h] est discret. On démontre 1a

Proposition 3: Pour h suffisament petit et t€]0,a-h/8[, on a

o(Py)nl-a-h,il= g.

Pour poursuivre cette étude, nous avons besoin d'hypothéses
supplémentaires sur w, a savoir
(H.3): (i) W n'admet que les éléments de ((1/2)L*)/L* comme points

critiques et de plus, ceux—ci sont non dégénérés.

(i) Si f(h)=supg ¢ T(W(O))-infg ¢ T(W(6))=s~1i alors:
hlog(f(h))=-Sg+0(1) quand h— 0 .

(iii) Soit W(©)=(w(8)-m)/f(h). Il existe hg>0 et C>0 tel que,
pour 0<h<hg, on ait:

(*) @ n‘atteint son maximum s qu'en un seul point noté 6.

(*%) MaX| | <3SUPgeT | O& W(O)I=<C et |detlHess(w(BNII>1/C.

(%%x%) Pour tout £>0, il existe 8§(€)>0 tel que:

| J(8)- s1>8(€) si Idist(e,64)|>€.

Remarque: On peut montrer que de telles hypotheses sur w découlent

naturellement d’hypothéses de symétrie sur le réseau L.

Notons Dg(w)= | dét(Hess(D (8 ~1/2 et p=(8VYq1¥o).

On obtient alors les deux théorémes suivants:

Théoréme 4: Supposons (H.1)-(H.3) verifiées et n=1 ou 2. Alors, il
existe hg>0 tel que pour hel0,hgl, il existe A(t) une fonction croissante

analytique réelle sur ]0,a-h/8[ dans ]s, )L +a-h] qui est valeur propre simple
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de Py et qui vérifie:
(1) sit/f(hy—o*:
(i) sin=1: (A()-8)/f(h)=(14+0(1))-Cy(h,t)-(pt/f(h))Z,
(i1) si n=2: (A (1)-s)/f(h)=exp(-(1+0(1))-Cx(h,1)-(f(h)/(p1))),
(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour telf(h)/C,a-h/8[, on a:
1/C' <3¢ N (t) =1,
(3) sit/f(h) — +o00 et t/h—0: A(t)=s+(1+0(1))-(pt).

De plus, Cn(h,t) vérifient que, pour tout £>0, il existe hg >0 tel que pour
helo,hgl et pour tout telo,a-h/8l,
(i) Cy(h,1)=(21/2. 1D (w)/VoIT)2-(1+0(e ~(Ssv =€)/ hy),
(i) Co(h,t)=(VOIT/(2mDg(w)))-(1+0(e ~(Ssv=€)/hy),
De plus, pour tout £>0, il existe hg >0 tel que pour he]O,hel[ et pour

telo,a-h/8[, A(t) est 1a seule valeur propre de Py dans-

]s+0(e"(S6V'5)/h)()\(t)—s),}.L+a-h].

Remarque: En dimension 1 ou 2, quand t — 0, B. Simon ([S3]) a déja
obtenu, pour les valeurs propres négatives de —A+t8V pour &V négatif et a

courte portée, des asymptotiques similaires a celles données en (1).

On définit I(k)=(VolT)"fT()\—w(6))'1de pour Ae€ls,+oo[ sin=10u 2

et pour Aels,+o0[ sin=3.

Théoréme 5: Supposons (H.1)-(H.3) vérifiées et n=3. Alors, il existe

hg>0 tel que, pour he]0,hgl, il existe une constante Tgy >0 et A(t), une
fonction croissante analytique réelle sur ]Tgv,a-h/8[ dans Is,J+a-h] qui

est valeur propre simple de Py; elles vérifient:
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(1) siu=(t-Tgy)/f(h)— 0+:
sin=3: (A(t)-s)/f(h)=(1+0(1))-C3(h,t)-(pu)?,
sin=4: (A(1)-s)/f(h)=-(1+0(1))-C4(h,t)-(pu/log(pu)),
sinz5: (A(t)-8)/f(h)=(1+0(1))-Cp(h,t)- pu,
(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour telTgy+f(h)/C,a-h/8l[, on a:
1/C'=94 A () =1,
(3) si (t=-Tgy)/f(h)— +00 et t/h—0: A(t)=s+(1+0(1))-(pt).
De plus, Tgy et Cn(h,t) vérifient que, pour tout £>0, il existe hg >0 tel que
pour hel0,hgl pour tout telo,a-h/8l[,
() Tgy=pI(s)~1-(1+0(e~(Ssv-€)/hy),
(i) n25: Cp(h,1)=(-33 (| =)~ 1(s)2-(1+0(e " (Ssv=€)/hy),
(ifi) C4(h,1)=(VoIT(I(s)f(h))2/ (42D g(w)))-(1+0(e~ (Ssv-€)/hy)
(iv) Cz(h,t)=(VoIT(1(s)f(h))2/(25/2.12Dg(w)))2-(1+0(e ~ (Ssv=€)/hy)
Pour telo,Tgyl, ona, o(Pt)nls,l +a-h]=2. Sin=5, N(Tgy)=s est une
valeur propre de P ,.
De plus, pour tout £>0, il existe hg >0 tel que, pour tout he]O,he[, il
existe une constante positive Tgy vérifiant: Tgy=f(h)-e(Ssv=8)/h teie
que, pour telTgy,Tgyl, A(t) est 1a seule valeur propre de Py dans

Is,)Jl+a-h], et pour te]Tgy,a-h/8[, A(t) est 1a seule valeur propre de Py

dans ]s+0(e‘(S6V"€)/h)(}\(t)—s),u+a-hl.

Remarque: En dimension 3 ou plus, quand t — 0, M. Klaus et B. Simon
([KS]) ont obtenus, pour les valeurs propres négatives de —A+t8V dans le
cas ou 8V est négatif et a courte portée, des asymptotiques similaires a
celles données en (1).
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Esquisse de la preuve: Pour prouver les Théoremes 4 et 5, on utilise

d'abord 1a réduction donnée par le Théoréme 3 pour se ramener a I'étude du
spectre d'un opérateur ﬁt: L2(T)— L2(T) défini par, pour feL2(T),
(15) Qif=w-f+t(Tof +K(VF).
Pour étudier o( ﬁt)n]s,p+a-h], on applique le principe de
Birman-Schwinger & 4 c’est-a-dire:
(16) ()\eo’(ﬁt)n]s,n+a-h] et A est de multiplicité m) si et seulement si
(1eo(Ty ) et 1 est de multiplicité m)
ol 'y, ¢:L2(T)— L2(T) défini par, pour feL?(T),
(17) Ty, gf=t-((A-w(0)) ™1/ 2(TM o + KA - w(e) =1/ 2)s,

On est alors essentiellement amener a étudier les valeurs propres d'une
perturbation compacte exponentiellement petite d’un opérateur de rang 1.
8]

Remarque: Il convient également de faire remarquer que, A(t) étant

simple, si on note P4 un vecteur propre unitaire associé a A(t) alors

(18) 9t A(1)=(8VY¢ 1Y ).

Alors les Théoremes 4 et 5 (et leurs démonstrations), nous disent que Py
est localisée au voisinage de supp(8V) quand (t-Tgy)/f(h) est grand. Par
contre, quand (t-Tgy)/f(h) — 0, P4 est localisée au voisinage de supp(&V)

en dimension plus grande que S alors que dans les dimensions 1 a 4, Py se

“délocalise.

Remerciements: Je tiens & remercier J. Sjostrand pour 1'aide qu'il m'a

apportée durant tout ce travail.
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