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St Jean de Monts
LIENS ENTRE LES RESONANCES POUR

L'OPERATEUR DE DIRAC ET DE SCHRODINGER

Bernard PARISSE

E.N.S., 45 rue d’'Ulm, 75005 PARIS &
Département de Mathématiques, Bat. 425,
Université Paris XI, 91405 ORSAY

L'opérateur de Schrodinger modélise des particules non relativistes alors
que l'opérateur de Dirac modélise des particules relativistes de spin =.

On va voir le lien formel dans la définition semi-classique des résofnances
de ces deux opérateurs, puis on introduira la vitesse de la lumiére dans
I’équation de Dirac pour chercher des limites non relativistes de quantités
liées aux résonances et les comparer avec les résultats obtenus avec
I'opérateur de Schrodinger.

L.Définiti i~ classi
On considére l'opérateur de Schrodinger P= -na +V(x) défini sur
CZO(IR‘?’,C) et l'opérateur de Dirac D=h 2‘:’_ ;D +a, + V(x) I, défini sur
Cgo( IR3;C4) avec :
(05) o)
Q= I ‘ pour i=1,2,3 , a,= l l
Loi 0 J LO - 1 J
I est lidentité de C" et les o ; sont les matrices de Pauli définies par :
°1=(? :))' °2=(? ;i)’ 03= (1) ?x)'
On a la relation algébrique o0+ =281.i )
On veut définir les résonances pour ces opérateurs lorsque h tend vers 0
avec les hypothéses suivantes sur le potentiel :
- V(x) est borné (on peut faire une hypothése moins restrictive du type
IV(x)l<r(x) ot reC (R R) est telle quiil existe ReCoo(le, [1,00[) qui
mesure le gain losqu’on dérive par rapport a x et vérifie :
Rr>1et Vae N>, ac, / Iazrlgcar R et I a‘j‘( rl<C R R )

-V admet une extension holomorphe dans le domaine complexe
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St Jean de Monts 2
(xeC/IRe(x)l>C et |Im xl<(Re x)/C) ol (x)=vI+X .

La mécanique classique correspondante est déterminée dans le cas non
relativiste par le hamiltonien p(x,§)=§2+V(x), qui est le symbole de
l'opérateur de Schrodinger.

Dans le cas relativiste le hamiltonien est p+(x,’g)=V(x)+(§). La matrice 4x4
symbole de 'opérateur de Dirac est DV(X,‘Q):Z?_ 08+ +V(X)I, . Les
valeurs propres de cette matrice sont p*(x,£)=V(z) + (&) chacune de
multiplicité deux.

Le type de spectre prés d'un niveau d’énergie E pour Schrodinger est
déterminé par I'ensemble &=((x,§)/ p(x,§)-E est non inversible}=
=((x,§)/p(x,§) =E). Pour Dirac, il faut considérer &;={(x,£)/ D,(x,§)-E est
une matrice non inversible). Bien sir &,=((x,§)/ p (x%)=E ou p (x,t)=E).

Par exemple, on peut obtenir les schémas suivants :

# Schrodinger 1\1(“\ € be
spec , ‘ﬁs non rpmpact
contina
¢ e AN __;; —————— résonances
\17/_ - - - Valeurs propres } s compact
_____________ l Q’S vide
spectre de 4

(1) etat \ocahsé 3 Vinstant t ruyaﬂt 3 VinFini par effet \:wmz\, madélise par une résonance

4 Dirac spectre analogue

continu N
Ccheodinger
(mars d€calé ded)

résonahces

valeurs progpres

-4 résonances
svectm
Qi les ‘:u"\:s sost sufficament vrofot":: 't\;:;vmr continu

des yaleurs proprec ‘mt'ct"wec peu wlos
en résonances du Bté du q«ht covtinn MﬂatLF.
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On va maintenant définir les résonances comme des valeurs propres de

P ou D sur des espaces de Hilbert.

On définit d’'abord des classes de symbole par :

s™P-(ae COO(IRO,IR)/ pour tout (a,B) cIN? il existe Ca,;s tel que

m—lﬁl<x>n-|od ) et

(1.0) 18725228l < C 46
™R (aeCoo(lRﬁ,lR) / pour tout (a,B)eINz—((0,0)} ona (1.0) }.
On dit que Ge §“ est une fonction fujte pour :

-Schrodinger si en dehors d’'un compact de p"l(E) ona

(LD Hp(G)= {p,G) est positif et elliptique sur p—l(E).
-Dirac si
) (1D, (p",G) est positif et elliptique sur (p*) "'(E) en dehors d’un

compact de (p*) '(E).

i) (1D _ (p~,G) est positif et elliptique sur (p~) '(E) en dehors d’un
compact de (p~) "'(E).

Par exemple G(x,t)=x.t est dans §"! et est une fonction fuite pour certains
potentiels (par exemple pour V constant en dehors d’'un compact).

On associe 2 G une variété 1-lagrangienne A ; définie par :

(x8)eA;siImg=-19 G(Rex,Ref)etimx =t e O (Rex,Reb).

Re x

Les symboles p, p+, p sont bien définis sur A Lorsqu’on fait des
hypothéses plus générales sur le potentiel V(x), il faut sassurer dans le
cas de Dirac que p+ et p sont bien définis sur A, Cest-a-dire que
pour t assez petit, A ; est loin de §2= -1.

Pour t >0 assez petit on aura pour q=p,p ,p et (x,£)e Ag:

(1.2) q(x,t)=q(Re x,Re §)-it(q,G}(Re x, Re &).
Donc p-E [resp. p*-E] sera inversible 3 l'infini sur A, 8race a 'nypothése

d’ellipticité (1.1).

Il reste a définir des espaces de Hilbert et un calcul symbolique pour
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lequel P et D sont des o.p.d. de symbole p et Dy vivant sur A

On utilise une transformation de F.B.I.

Pour ue@’(]Rz’;!E), on définit la transformée de F.B.I. de u par :

o i’iﬁﬂ) x-Re(a )
(13) Va=(o)eC, (Tu@=[ _pse P txah) Xg—5—) ux)dx

X
o>

ou: la phase ¢ vaut ¢(X,(I)=(le-x)0£§+i<

2
o > (X_ax) ’
X

Xecgo(lxlg% ) est une troncature valant 1 pour |x|<12—c,
t(x,o,h) est un vecteur de lt4, dépendant de Req, de symbole dans
n™%% s¥%73% 1ans le domaine ob X, =0, affine en x et tel que

det(t,ax t,aX t, ax t ) soit elliptique a valeurs réelles. Par exemple :

) 3
9/4 3/4 3/4 xl x2 X3
t(X,Ot,h): h <O‘§> (le) (1'<oc > 'Ka > Ka > )
X X X
On définit alors H(A g ; C):(ueLz(IRi)/ Tu e_ztf"(t'x'g)/h eLz(]Rilg ,ﬂ:4) }et

H(AtG;C4)={u=(ul,u2,u3,u4)/ u,€ H(A; ©)). Ici G est une fonction proche
de G définie par G(x§)=G( Re x, Re {)-(Re §)3g, ,G( Re x,Re §) .

Lorsqu’on suit une trajectoire de H 0 (respectivement Hp+ ou Hp— dans le

cas de Dirac), la fonction fuite G tend vers +oo si le paramétre t tend vers
+00, U doit alors étre a décroissance exponentielle si t tend vers +oo et
peut avoir une croissance exponentielle si t tend vers -oo.

- On peut aussi définir des espaces de Sobolev du méme type en rajoutant
un poids m(x,§) appartenant a une classe de symbole s?9 Par exemple
H(A (8" =(ueLX(R3)/ (&) Tu e 200X2/0 eLX(R},.0)) sim=()".
Si G ne dépend que de x, on retrouve les espaces de Sobolev habituels

~-G(x)

mais pour la mesure e dx.

On peut alors définir des opérateurs pseudo-différentiels sur ces
espaces: le symbole principal d’'un tel opérateur est alors un scalaire dans

le cas de Schrodinger et une matrice 4x4 dans le cas de Dirac. On a alors la
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loi habituelle de composition pour les symboles principaux.

L’opérateur différentiel P-E [respectivement D(h)-E] peut étre vu
comme un OPD de symbole p(x,§)-E [resp. Dy (x,§)-E] opérant de H(A,C)
dans H(A;,C) [resp. €*] de domaine un espace a poids H(AtG,(E)z,C) [resp.
H(A (6)C] .

Comme ces symboles sont inversibles a l'infini sur A, on a :
Théoréme | ; Il existe t et h tels que pour O<hgh et O<tgt,, le spectre
de P-E [resp. D(h)-E] dans H(A,1) est discret au voisinage de E et

forme les résonances. A chaque résonance correspond un espace spectral.

On peut montrer que ces résonances sont indépendantes de t petit et de
G lorsque h tend vers zéro (cf [H-S1] pour le cas de Schrodinger).
‘Les résonances de 'opérateur de Dirac sont de multiplicité paire.
Exemple ;
Reprenons le cas du "puits dans une ile" du début de cette section.
On peut montrer qu'a chaque valeur propre du "probléme tronqué au
voisinage de la mer" correspond une résonance exponentiellement proche.

Plus précisément I’écart entre la valeur propre est inférieure a

e(e-ZSO)/h’ ou S est la distance d’Agmon du puits a la mer. Ici la

métrique d’Agmon est (V-E)_ dx? dans le cas de Schrodinger et

(1-(V-E)?),dx” dans le cas de Dirac. 3
potentiel d/un probleme bronque

1\\/ (“\ 1\
Al
/\Puits /"c\mer E £ /\\ 7 > £
IR K s X My &
‘6/ Sodistan\:e d'ASmon \/// i
du puits 3 \a mer

Lorsque le puits se reduit 3 un poink et est non dégénécé, on peut donner
une expression explicte de \a partie imaginaire de la resonance associée
3 13 premiére valeur propre.
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> Limi lativi te Di iculi

On introduit ici un nouveau parameétre pour I'’équation de Dirac: c la
célérité de la lumiére qui tend vers +o0 en limite non relativiste. On veut
voir si des résultats de Dirac tendent vers ceux de Schrodinger lorsque ¢
tend vers l'infini, comme la relativité restreinte tend vers la mécanique
newtonnienne en mécanique classique.

Les opérateurs de Schrodinger et Dirac avec constantes physiques
s'écrivent respectivement :

=-(h*/2m) A +W(x) et
D(h)=-Hc 2?_ oD, + mc? o, + W), avec h=constante de Planck,
m=masse de la particule, c=vitesse de la lumiére, W(x) potentiel.

On les renormalise sous la forme de la section 1 en posant pour
Schrodinger h=hg=H1//2m et V(x)=W(x), pour Dirac il faut diviser
globalement 'opérateur par mc2 (ce qui signifie qu’il faudra multiplier
valeurs propres, résonances, ... par mc? avant comparaiéon avec
Schrodinger) et poser h=hy= fi/(mc) et V(x)=W(x)/(mc?).

Remarquons que mc>p'(xt) = mc® (V/mc® + vI+6-/mc)

= mc® +V(x)+£%/(2m) + 0(1/%) ,
on retrouve i une constante pres (mcz, I’énergie de masse de la particule)
le symbole p(x,t).

Soit SO’D [respectivement So,s] la distance d’Agmon d'un point a un autre

pour Dirac au niveau d’énergie 1 [resp. Schrodinger au niveau 0, niveau

d’énergie correspondant], alors : limc_’oo (SO.D/hD) = S, ¢/hs.

En effet, la métrique d’Agmon pour l'opérateur de Dirac est :

(l—(W-1)2)+dx2=(1-( V(x)/mcz-1)2)+dx2=(2V(x)/mc2-(V(x)/mc2)2) dx°

+

En prenant la racine carrée du terme principal 2V(x),/ mc? et en divisant

par hy=Hi/mc on obtient :
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(me/h) (2V, /mc®)?=(2m)"?/h (V)%= (v )" / ng.
Ce que l'on désirait puisque la métrique d’Agmon pour Schrodinger est
V+dx2.
On peut ensuite comparer la partie imaginaire des résonances. On a alors
un résultat pour la résonance associée a la premiére valeur propre dans le

cas du puits ponctuel non dégénéré dans une ile avec potentiel radial :

. 2
lunc o €3 o (mc¢” Im z; /Im zg) =1,

—

oU equ désigne un équivalent lorsque A tend vers 0 et zp [resp zg] est la
résonance pour Dirac de multiplicité deux (dégénérescence due au spin)
[resp. Schrodinger de multiplicité 1].

Probléme : il serait intéressant d'obtenir des résultats de ce type sans
avoir a tenir compte de 'ordre des limites et/ou pour d’autres résonances.
La théorie semi-classique a un parameétre est insuffisante pour résoudre

de tels problémes. Il faudrait une théorie 4 deux paramétres.
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