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{. Introduction,

on s'intéresse ici & 'équation de Schridinger en dimension 2, avec
potentiel et champ magnétique périodiques et invariants par une rm.utlon
d'angle /3, dans le cas ol le potentiel n‘atteint son minimun gu'une fois
par celiule de périodicité. Le but de cet exposé est de monirer comment
on raméne 'étude de la partie inférieure de spectre de ces operateurs a
ceile d'opérateurs pseudo-différentiels: dans un travail & paraitre, nous
montrons que les mémes techniques permetient de traiter ces opérateurs
pseuda-différentiels. '

Ce travail a été inspiré par les articles des phuysiciens M.wilkinson
(101-{13], F.H. Claro et G.H wannier [2], et surtout de 13 série d'articles
de B. meer et 5.Sjostrand [4]-[9], en particulier [7]-{9] qui traitent Je
cas d‘un réseau carré.

Pius rpm-ement nous nouc intéressons a fopérateur

Pg(h;r—thmﬂ— Ay +'hD —HZ'“+‘~ {«) défini sur L‘(ZPJ’JI', avec ij::—i@},‘

Le champ magnétigue B est donne par B du ..-“-.rj:-f,;,zdl.'is."d:/.}+A¢.d><¢,}|, s0it

BE=3d, A>T .1+ Nous appelons K 1a rotation de centre O et d'ongle /3,
2TV

nous supposons que v et B ¢ 31y ] ar w, et

¥ 2, a""EL \\] ;"En, t|.o"'_:/ ]
gurons egalement besoin de prendre iBi | =€, pour un £, assez petit mais



Nous traiterons le cas ou le potentiel ¥ atteint son minimum {que
'on suppose égal a O) une seule fois par cellule de périodicité, ce qui,
compte tenu des symétries que Von s’est imposé, revient & supposer que
v sfannule aux points de Zﬁ]ﬁazﬁz, et en ces points seuiemeni. On
suppose aussi que ce minimur est non dégénéré, c'est-a-dire que V''{0}
est définie positive.

2. Upérateurs commutant avec P.

MNous allonis maintenant traduire les invariances de V et B par
Vexistence d'opérateurs commutant avec P=P,(h).

L'hgpothése de périodicité de B par translation selnn le réseau
Z9®2ZY, entrathe V'existence de deux fonctions réelles P, et P, telles

que A—*tjﬂs:dgoj, ol 1:‘]- est défini sur LZ(RZ) par ’Eju(x):uix—ﬂj). On
montre alors que les “translations magnétiques’ T1=e“"p1*/'b'-t1 at
Tzzeﬁ-p?*fh‘tz commutent avec P: elles ne commutent pas forcément
entre elles et.on a la relation: T,T2=e@"hT2T1, ou ui-* désigne le flux de
B & travers une cellule de périodicité: &= [ Bdx dxo.

De méme, invariance par rotation de B entrafne 'existence d’‘une
fonction f réelle vérifiant df=A-xX™4A, et donc d'une “rotation
magnétique’ F=e'TN x* commutant avec P.

Quitte a ajouter une constante & f, on peut supposer F6=1d. De
méme, en ajoutant des constantes a *91 et 192, on peut avoir:

$T2=T13
FiTl=T,52
Avec ce choix de Ty, T, et &F on a les égalites:
T|T3=e@”'T3T1=e@’{2hT2, ol Tz est la rotation magnétigue
—cp—1
Tz=F 17,5, |
Ceci nous conduit & introduire t}', plus pgati} réei strictement positif
congru & -&/h modulo 21r. Alors !l f2- 412720 ot quitte 2 changer
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tous les T, en leurs opposes dans le cas ou on a le signe -, on a les
relations:
T Ta=e~ 157 2= 1" 27,
T,T=s'T,7,.
MNous utiliserons donc ces translations sous la forme suivante:
pour oe2<, on pose TX = gih'otyX2/2 T T2,
Ces opérateurs vérifient:
(T~ T=(T%)*=7-%
TUTB =i, BY/ 270+ B Gy & est 1a 2—-forme canonique
olat, Br=ctaB1-% By
$T°‘=Tr—1(°ﬁ'i‘f, ol r est la “rotation’ r{c)=(-ct5,ct;+ a5,

Nous allons maintenant montrer comment on raméne 1'étude de la
partie inférieure du spectre de P & celle d'un opérateur
pseudo-différentiel q{x,h'D).

3. Renarmalisation.

On commence par se ramener a un probleme plus simple (probleme &
un puits) en bouchant tous les puits sauf un.

Soit donc w une fonction positive, radiale, a support dans la boule
de centre O et de rayon 1, N>0 étant choisi assez petit, et telle que
w(0)>0. On considére V'opérateur d un puits

Po=P+Zpez2\(0,0) Wx-£191-£292)

Pour ce type d'opérateurs, Helffer et Sjdstrand ont montré (voir [6])

que la premiére valeur propre A(h) est simple et qu'il existe deux
constantes Cy et C5, 0<Cy<C5 telles que }.(h)=C1h + (S)(hz) et

Sp(P,)N1-00,Cohl={A(h)}.

Soit P, un vecteur propre normaliseé de P, associé a Nih). L'idée

¢ $13 ~ - 1 Z . — f): ~ - 3~
est d'utiliser P, et ses transiates P, =T P, pour construire une base de
F, espace spectral de P associé & Vintervalle lwoo,cz‘h].
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On a des inégalités d'Agmon sur P,:
‘Po“‘lv.&'@c' =0 (exp(- =dy (0,x){1-£)/h + &/h)) dans L
0l V4P ={(0y, — 14094, (0, —iA21P )
et dy, est la di s ahce d’ Agmun, ‘ast—&4-dire la diztance associée & la
métrique ¥ dx<.

On pose P, =T%P, pour «eZ? et bien sir:
[Pl + 17 4Py | = 0p (erpl-dy(x, a0 +0is95)(1-E)h + £/h)) dans
LZ(R2),

Soit T le projecteur arthogonal sur F, alars on montre que
V=T P, est une base hilbertienne de F.

Les propriétés de décroissance des fonctions ’>°o< pertnettent de
montrer que la matrice ¥ définie par Vo B"“”“ lvﬁ} 5! éonit
v=1+0(H),

On a repris la notation de Helffer et Sjostrand suivante:
on dit que A= 0(HMy s pour tout £ il existe h(€) tel que
| Ay B'dd@i Bm)’"' pour h=h(g), avec
d :B(U—mf [ﬂv(otf '25'1}+dv':'5'~| ?52;'4- +GV(7?]'Z‘|;E)I.
]2],31 ...K]_1€22
AFE 1 F . FE#FB
od, pour '3{522, F= Y+ Y
on 1‘ntru:nduit alors la base orthonormalises des v .

By = Z:B a (V7 E)QB

e Carlsson, généralisé & B petit, mais nuu nul, permet
‘étude o'une matrice infinie agissant sur L= (RZ):

[ (]
-
O
(11
! <
=
—
m CL
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Théoréme:
La matrice de F‘A(h}l,: dans la base des e, est donnée par:

P&lp-: AT+ w = N()Id + w + 0(H02)y,
avec WOE ;b"( (P~ }.)eB!e.‘,fU o, J?)
WO( B_(fP '}.hp:Bh_pd)(]_ o B)

| K(hI=2(h) ] =O(h™).
(& est le symbole de Kraonecker.)

On peut lire sur w les: invariances de P:
oy y —oih'{¢1Br-x2Bi2 "

TYe =8, donc Mo, B8 1B2-«zB1)i2 {ot- 5,0
e, est vecteur propre de JF, donc Wil o) nb\—- Wy B

On introduit alors la fonction f(a)= WQ o La de
écrite donne: fer=f.

Cormme de plus w est hermitienne, | est réelle. D'autre part, les
inégalités d’Agrmon permettent de montrer que f est & décroissance
exponentielle: |f{c)| <e” -latl/C pour un certain C>0.

rniere propriété

On a donc montré:

Il existe une fonction f définie sur 22\0, réel

e
exponenhe]!a, invariante par la rotation r, telle que
W B.___e‘.h (C('1;E,2—'~.'Y\2._B1):’2f(0(_3)_

L

eut maintenant ramener 1'étude de la Lrice 8
operatc v ’s sudo-differentiel dont le symbole posséde des symetries
traduisant celles ds W.

JC'

Remarquons tout d'dbUi"d que W est unitairemean
matrice w définie par: w o, BT =gl (BiB2-o102)/2 Vet B
?

,-o-
(a4
£
z

[}

-
L

Cette rnatrlcp définit un aopérateur sur L
@LJ(C()—‘:?_,B - ih'(ot+ Bi)letz - B2)/2 flot—R) ul g

(I3
3,

C' est un opérateur de convolution en la deuxidme variable, gqui par
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transformée de Fourier est unitairement semblable & 'opérateur w défini
sur LE(Zx[0,2TTD) par:

Wuey,0)=8 go~ N (1+ BB2/2 518285, - 8, 8 hu(p),0)
=2 pfte) p=i(20ti~B1)B2/2 41828 (- py,0)
"E:B 1h B1B2/2 f(ﬁ:’ 6 I:E)z{h H1-6) u(oty - £¢,9)

Cet opérateur a le méme spectre que sa restriction a 2x[0,h’[ et si
on identifie 2x[0,h’l & R par ,\1=h'0<1—6, on trouve aque w a le méme

spectre que Vopérateur w' agissant sur LZ(R) par:
qu(x)zzﬁ ﬁ;B) eih’:BhBZf’Z E—iﬁzx U’:K—hffal}

w' est le h'-quantifié de weyl du symbole q, réel et 211 -périodique en X
et £ donné par:

(1) Q(x,gjzzgz P) 22 r(] k\' e—l(kx+].,;
clest-&-dire:
wlu(x)=(2mh*)~! J‘Jei(x—g)x‘;!’h' q{{x+y3/2,E uly) dy dé

La propriété d'invariance de f par r se traduit par:
q(x,E)=q(&,E-x)=q ¢ p~(x,E),
ou p est l1a rotation de 1T/3 dans le repére (O, \)],\37-—}{. (V).

Sous l'hgpothése que, entre deux puits voisins, il existe une unique
géodésigue minimale pour la métrique d’Agmon 'v'-f_x)dxz, les résultats de
(6] permettent de minorer 'effet tunnel entre les puits les plus proches:
¥YE>0, il existe CE,>0 tel que:

51 1€ =B)dy+{ctz= Bl =131, 1wy g1>Ce g=D+eVN

51 [(oty =BV + (et =BV D191, [y ,;-.,Ixe"‘[’*f'““h pour un certain
&U.

D, qui dépend de V et B vérifie
D>dvf_0 \) D= V(O,x),)+®(i
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On obtient donc pour g, en separant dans la somme (1) les termes
correspondant aux interactions entre puits les plus proches, c'est-a-dire
les termes en o=(+1,0), (0,%1), (1,-1) et (-1,1):

alx,£)=2 (1,0 [ag{x,E)+alx,E)],
avec: qyix,f)=cos x +cos £ + cos{x-E&),

!tﬁx,g}l zg~Eo/h pour |[Im(x,E}] =€,/h pour un certain £4>0.

On a donc montré:
Théoreme:
Il existe des constantes h,20, C>0, 0y, Lo avec 0<C,<Cy telles que,

pour O<h=hg:

Sp(P 5 ()N 1-00,C5h1=5pl Alh) Id + op} al

ol R(M=Cih+ 0h?), g=e~ 3 Mg + al, avec 1/C<a<L,
Qgl¥,6)=cosx +cos§ + cos(x-£)

E{ est un symbole analytique, défini sur le domaine complexe
lIm{x,£)1 =1/Ch, vérifiant IE@X,@)Ise‘”Ch sur ce domaine.

De plus, q (et donc q) est réel sur le réel, 21 -périodique en x et g, et
invariant par la rotation p(x,£)=(x-€,x%).

Ces invariances du symbole q sont trés importantes, car elles se
traduisent par l'existence d'opérateurs commutant avec op}’;‘?q, et de

traiter certaines zones de spectre de cet gpérateur comme nous venons
de le faire pour I'équation de Schradinger.
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