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ONDES SEMI-LINEAIRES CONORMALES CLASSIQUES PAR
RAPPORT A DEUX HYPERSURFACES TRANSVERSES

B. NADIR et A. PIRIOU
Université de Nice

Soit un systéme semi-linéaire du premier ordre dans un ouvert X de
]Rn
n
(1) 21 A u + flx,u) =0
j=
ot AjeC®(X,End(CN), f e C°X x N, ).

En fait, on supposera que la dimension N du systéme vaut 2, sauf dans
le paragraphe I, ou N peut étre quelconque. Avant de considérer le croisement
de deux ondes conormales, dont l'une au moins est classique, rappelons
brievement les résultats connus dans le cas d'une seule onde.

I - RAPPEL : cas d'une onde conormale simple ([6], [12], [16])
Soit ¥ une hypersurface fermée de X, simplement caractéristique

pour (1). Pour s € R, l'espace H‘E(X ) est constitué des distributions u dans X
(conormales par rapport a X) telles que :

(2) u est dans l'espace de besov °°Hi°c X, et Z,...2,ue °°Hi°c X) pour
tout € et pour tous champs Zj (a coefficients C*°) tangents a X.

Localement, pour X = {x = (xl,x')eIRlen_1 / x,=0}, H} (X) est
constitué des distributions de la forme :

u@ = [ ™1 a(x,8)dé§
ou a(x,&,) estunsymboledans S*(R"™ x R), p =—s-1/2 (voir [5]).

On posera HS (X)=I*(X). Si X" est une demi-région délimitée par X
(définie localement par x,>0), (X ™) désigne l'espace des distributions dans

X * qui admettent un prolongement dans ™ (X). Si u € I* (X*), alors u estde

classe C* lorsque p+%k < —1, et on dira que u e j‘i(X*’) si B“ulz =0
lorsque u +|a| <-1.
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Soit D une échelle de degrés d'homogénéité, telle que :
{ NcDcC ; D+DcD ; D=D

pour tout M ,l'ensemble {de D / Re(d)<M} est fini
(noter qu'onaalors D c {0} U {Re(d) >0} ).

Une distribution z dans X * est dite conormale classique de type D

par rapport & £ en un point p de X si, au voisinage de p dans X%, u admet
un développement asymptotique

3) u ~ dED o @) a5, o, € C°()
en ce sens que
4) L@ - Y o) a eIM!

Red)<M

En traduisant cette propriété par u e IQ (p), on a le résultat de
propagation :

THEOREME :Soit u € H ;(X *) une solution de (1), avec s >1/2. Alors

l'ensemble {p € £/ u € Ilz) (p)} est une réunion de bicaractéristiques.

II - ETUDE DU CROISEMENT
On suppose désormais N = 2, et on considére deux hypersurfaces

fermées X,, X, de X, caractéristiques pour (1), se coupant transversalement
selon une sous-variété I' de codimension 2, les caractéristiques sur X, %,
étant transverses a I'. Soit encore X une demi-région délimitée par 21, et
X**, X"~ les quadrants de X délimités par Z,.

On utilisera des coordonnées locales telles que :

Zl={x=(x1,x2,x")e]RxIRxIR"‘zl x,=0}, Z,={xy=0}
Xt = {x;>0}, X*t={(x,>0, x,>0}, X" = {x;>0, x,<0).

Rappelons ([3], [4], [7]) que l'espace H$ X) (de distributions

1V22
conormales par rapport 8 X; U X,) est défini comme au (2), en remplagant X

par Z,UL,; H§:1U22 (X**) est encore défini par prolongement.

Onale:
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THEOREME 1 :Soient p € I', C la bicaractéristique sur X, issue de p,
15 e . s ++
ue?'(X*) une solution de (1) telle que uIX” € H}:luzg(X ), u| €

Hy

xX*t-
1UZ2 (X*7) (u est conormale par morceaux), avec s > 1.

Si uelgl (@) en un point qe C\{p}, alors uoslf,:)1 en tout point de C\{p}.

Pour établir ce résultat, on commence par introduire des espaces de

distributions conormales plus souples que celles de H; ; leur front d'onde

1022
est encore contenu dans la réunion des fibrés conormaux a 21 » Lo et I', mais
les régularités peuvent y étre différentes.

Pour u, v € R, appelons J"V (X) l'espace des distributions qui

s'écrivent localement
i(xq&1+x9&9)
ui = [fe TV ax,E,,8) dE, dE,
avec un symbole a € C*¥ (R" x R x R) tel que:

3 9 3, . &8 s caxlg DT arlgh ™

On définit de méme l'espace I*V () al'aide de symboles vérifiant la

majoration précédente pour |Z§2| < Iéjll, et la majoration
2 2 37 a8y 8] s cax gy P as gD
pour [&,] < |&,].

Posons s=—pu-1/2, t =-=v—-1/2. Sur les fibrés conormaux a 21, 22,

I', et en dehors des intersections deux a deux, un élément de J"V est

(microlocalement) respectivement dans H$ x H t):z , H ff . Pour un élément de

I*V, on obtient respectivement H 821 L, HS W H fft .Onala

PROPOSITION 1: (i) Pour p =—s-12 et ¢ > O, ona
s ,— 1/2 s—¢
Hy 3, © r c Hy |3,

@ii) J*Y (resp. I*'V) est une algeébre de fonctions continues, stable par l'action
des fonctions C®° si p,v <=1 (resp. p <-1, p+v <=2, p <v <-1/2).
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Il sera important de contrdler les traces sur Z,ou X, dune

distribution conormale ; si u <-1, appelons J%'" le sous-espace des u eJ**"

telles que 0“ u|21=0 pour |a|+u <-1.On définit de méme JL' si v<-1,
et onpose: Jiy = JPYNJpY sip,v<-l.

Pour controler jusqu'a I'aréte I" le développement asymptotique d'une
distribution conormale classique par rapport & X, en dehors de I', nous dirons
qu'une distribution u € 2' X**) estdans JP¥ (p), ou p e I, sile
développement (3) a lieu, au voisinage de p dans X*™*, avec des coefficients o o
€ I{ (Z)) et un reste (4) dans JIM_ Lv,

La preuve du théoréeme 1 se décompose en 4 étapes :

1°) Régularité a l'aréte.
En mettant (1) sous la forme réduite :

) { X, uy + Ty (x,0uy + f&,u) = 0

X ug+ Tyx,0u; + folx,u) =

|
o

ou XJ est le champ bicaractéristique sur {xj = cste }, TJ dordre 1 en 9" =

(95,... » 9,), et en utilisant la proposition 1 (ainsi que I'analogue du (ii) bien

connu dans ng sis > 1), on obtient la

1VZ2

PROPOSITION 2:Soit u € Hleu

Alors u e -1 (X** pour p = - s - 1/2.

22(X++) une solution de (1), avec s>1.

Onadonc u e PMHF (X %) = JHH X,

2°) Propagation jusqu'au bord X, dans X * %
En supposant u € Igl (@ sigeCnixy,>0}:u" e JPH (p)our ut =
u|X+ + - En reportant dans (5) le développement (3), ou les o, €
C°°(Zlm{x2>0}), on obtient des équations de transport qui permettent

d'exprimer les o, en fonction de o_; puisque o, = uTzl € I‘Ii (Z,), on obtient

facilement oy € I’r‘, (Zl).
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On considere v € JP* telle que v ~ X0, x‘f , et il s'agit de montrer que

w=u"-v estdans Jy °#. Puisque Wiz, = 0, on peut trouver A (-2<A<-1)
tel que ut,v € M, w e J)I"“. D'une fagon générale, supposons w e JJ*# avec

o<-1 et montrons que w € J‘l’ “LE Ona

(6) Xy wy + Ty (x,00wy + f1x,u’) - f&x,v) e J]™F
(7 9, Wy + T3(x,0w + f, (x,u") - fox,v) € JTOH
et la propriété :

(8) Siaed", be o alors ab e JIH

qui montre, grice a la formule de Taylor, que f, (x, ut) - folx,v) € J‘l”“.

L'intégration de (7) donne alors w, € J‘l’ “Le ce qui permet d'écrire
(6) sous la forme :
X, + ) wy € J‘l’"l’“ , avec h e J*#

on en déduit, en utilisant encore (8), que w, € J‘l’ L,

3°) Traces sur X,
Ona uTzz € If? (p). Mais (5) étant satisfait au sens des distributions

dans X*, ona u1|22=u‘{|22, ou u‘=u‘ . Donc uilzze I?(p).

X+-

4°) Propagation & paritr du bord X, dans X +-

Comme au 2°), on en déduit que u~ € JDH (p), dou u € Igl (@) si qe
Cn{x, <0}

III - DEVELOPPEMENTS BI-CLASSIQUES
Pour étudier les distributions simultanément classiques par rapport a
Z, et X, relativement a des échelles de degrés D, D’, on introduit l'espace
JPD (X +*) des distributions u dans X** admettant un développement
asymptotique du type produit :

mw d d
de D,d’e D’ ’ ’
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en ce sens que

d d
u - z Cga % % € E_p q -
Red)<M ’ ’ 1
Re(d)<M’
N » t,D’ , T T,1
ou ET,I' - '{ +JZD +J1,2'

Onale:

THEOREME 2 (croisement de deux ondes classiques): Soit u e

H%luzz(XH) une solution de (1), avec s > 1. Pour p € I, appelons C,, C,y les

demi-bicaractéristiques sur T, " X", Z,n X"~ issuesde p. Si u e I 11‘3)1 aux

pointsde C;\{p} etsi u e Igz aux points de Co\{p}, alors u e JP D" gy

voisinagedep dans X+,

Pour la démonstration, on commence par remarquer que u |20 € If—)(p),

U|y, € IID~' (p) d'apres la preuve du th. 1 (cf 3°)).

En posant E = o, Em: et en reprenant la forme réduite (5) de (1), on

construit v ~ X o, x‘li x‘zi dans JPP" solution du probléeme de goursat

dans X+ :

z AJ- ajv+f(x,v) e E
{ W — v, = 0, Wy -v)p =0

(les o, , sont déterminés par des relations de récurrence explicites, et on
construit un représentant v convenable). On montre que u —v € E en utilisant
en particulier les deux propriétés suivantes, dont la premiére est plus forte que

(8):
Si aEJ‘f’ﬂ, bEJ‘f"B, a,a ,B<-1, aet a'eZ, alors abed¢t*+Lb

Si ae J‘l":g ,be J‘l’":g' , a,a ,B, B <=1, et non dans 7Z, alors

ot+a'+1, B+B'+1
abEJl’2 .
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Signalons que B. Nadir et J. P. Varenne [11] ont obtenu des résultats

analogues pour le probleme de Cauchy a donnée initiale classique par
morceaux, et pour la réflexion transverse d'une onde classique par morceaux
sous la condition de Lopatinski uniforme.
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