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Opérateurs pseudo-différentiels

et analyse harmonique non commutative

André Unterberger, Université de Reims

Certains domaines de IR" sont munis d'une géométrie propre, treés
riche, non héritée de leur plongement dans ®R™ : il est possible de
développer sur de tels domaines une analyse tenant compte a la fois
de leur géométrie intrinseéque et de leurs aspects géométriques eucli-
diens. L'outil essentiel, et plus adaptable qu'on ne le croit géné-
ralement, est la transformation de Laplace : les états cohérents uti-
lisés en physique mathématique sont une version déguisée, ou généra-
lisée, de cette transformation.

I - CONES CONVEXES ; ETATS COHERENTS.

Soit C un céne ouvert strictement convexe de 1R™ muni d'une me-
sure positive dm(t) et d'un groupe transitif G de transformations
lindaires laissant dm invariante : on définit la fonction r > O sur

C par l'équation

-n/2

(1.1) dm(t) = (r(t)) dt

dans laquelle dt désigne la mesure de Lebesgue de R™. Les exemples
principaux sont les suivants : 1) C = IR: , dm(t) = t_1dt, G se ré-
duisant au groupe des homothéties de C ; 2) C est le cbne de lumieére

solide défini dans IRn+1 par X > 0 et r(x) > O avec r(x) =

xi—x?—...-xi : G est ici le produit direct du groupe de Lorentz
propre (i.e. connexe) par le groupe des homothéties de rapport > O ;

3) avec n = vv+1) , C est le cbne constitué des matrices A € GL(v,TR)

2 .. 2/v
telles que A = A' > O : ici r(A) = (det A)
applications A+~ B'A B avec B €GL(v,IR) ; 4) méme idée, avec A €GL(v,C)

et A = A* > 0.

et G est l'ensemble des
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Le cas de IR" opérant sur lui-méme par translations ne rentre
pas, bien entendu, dans le cadre axiomatique ci-haut (il aurait fallu
payer de quelques complications la considération d'un groupe de
transformations affines) mais on étendra trés facilement au cas de
R" les concepts qui suivent. On peut par ailleurs prendre des pro-
duits et considérer en particulier le demi-espace, modéle local des
variétés a bord. Enfin, la liste ci-haut n'est pas compléte méme si
on se limite aux modeéles irréductibles : le livre d'Helgason [ 4]
contient la liste des domaines d'E. Cartan et des domaines exception-

nels possibles.

Pour simplifier les notations, on supposera que C coiIncide avec
son dual 6, ensemble des vecteurs x € IR tels que <x,t> > O pour
tout t € C, et que si M appartient a G il en est de méme pour M'.
Pour tout A réel, on désigne par HA l'espace de Hilbert des (classes

de) fonctions u mesurables sur C telles que

(1.2) Hui? = f(r(t))'“2 lu(e) 12 at < =.
Cc

L'espace de Hilbert de référence H est 1l'espace de Hilbert H des
fonctions de carré sommable relativement a la mesure invariante dm
on fait opérer sur H un produit semi-direct de G et du groupe additif
de R" en posant

(1.3) (U(M,b)u) (t) = u(M-1t)e21n<t,b> '

ce qui fournit une représentation unitaire irréductible.

Enfin on introduit le tube complexe I = c+iR" constitué des
points X = x+if tels que x appartienne a C. Pour tout A € IR et
tout X € I on introduit 1'état cohérent wﬁ , fonction sur C définie

par
A+n
4

(1.4) PhE) = (xlaz(e)) o eTETCEX

On supposera que pour A > Ao bien choisi on a

A=n
(1.55 C(r(x)) Z e—4n<t,x> dx < o« ,
~C
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2/nr(t):

cette condition est assurée dans tous les cas indiqués plus haut avec

condition indépendante de t € C vu la relation r(Mt) = (det M)

AO = 0 dans le cas de la demi-droite, AO = n-1 dans le cas du cbne de

lumiere en (n+1) variables et Ao = Ei%:ll dans celui du cbne des ma-
trices > O a v 1ignes et Vv colonnes. Les deux propriétés principales
de la famille (wx) lorsque X parcourt I sont les suivantes, une fois

que l'on a noté l'appartenance de wx a H pour A > A \-no:
A
(1.6) U(M,b)qk =Y

et, pour A> A et u €H,

A
(1.7) J[ (u, b)) Panx) = oy 2 .
II

Dans cette derniére formule, la norme et le produit scalaire non af-
fectés d'indices sont ceux dans H = Hn, du(x) = (r(x))—n dx d& est
la mesure sur Il invariante par l'action de G x R" sur I qui inter-
vient au second membre de (1.6) et %)est une constante finie : la
formule (1.7) s'appelle une résolution de l'identité au moyen de la
famille d'états cohérents (wﬁ), ce que l'on comprendra aussitét en

la polarisant.

Si 1l'on se sert de l'isométrie de H sur Hy qui consiste a mul-
A—n

tiplier par (r(t)) 4 , on peut aussi écrire (1.7) sous la forme

A n
(1.8) el 2 = 8y (o) 2 Fm0 2 ax ag
avec
(1.9) F(X) = Jh u(t)e 2m<E X,
c

Il est bien entendu, dans (1.8), que u € H et que BA est une cons-

tante : f n'est autre que la transformée dé Laplace de u, c'est une
fonction antiholomorphe de X € 11 . Du reste, une forme du théoréme
de Paley-Wiener exprime que, pour X > Ao’ l'application ur— f est
une isométrie de Hy, sur un espace de fonctions antiholomorphes sur
I, de carré sommable relativement au poids qui intervient au second

membre de (1.8).
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Une conséquence immédiate de la notion d'état cohérent est la
famille suivante d'inégalités de Carleman, dans laquelle §(x) désigne
la distance euclidienne de x € C au bord de C : on suppose, et c'est
le cas pour tous les modéles cités, que l'on a pour une certaine

constante C > O (personne ne la confondra avec le cbne C) 1l'inégalité

c lr(x) ¢ r(y) € € r(x)

§(x)

pour tout couple (x,y) de points de C tels que Ix-yl 5 .

Théoréme 1.1. Posons, pour tout A > Ab et tout entier k 3 0,

A-n
! o

Alors, pour toute fonction u € CS(C) et tout opérateur différentiel

linéaire & coefficients constants P(D) sur IR", on a 1'inégalité
j}r(t))—k/zlP(D)u(t)lzdt

yc 1)1, ) 1 2 () (D)u(t)12at
[0}

dans laquelle la constante C ne dépend que du cbne C envisagé et du
degré de P .

Preuve. On écrit l'intégrale de gauche sous la forme

A=-n
1p(ul 2 = g, |(x)) % 1BEx) 17 1Ex) 1%ax ag
r(x),*+1 .
et comme le rapport (r(y))_ reste uniformément borné lorsque
| x=-y| £ déx) , on peut sans gueére augmenter l'intégrale y remplacer

la fonction I'ﬁ(ix)lzlf(X)I2 par sa valeur moyenne sur la boule de c”

définie par [X-Y| ( §£§L . Le théoréme résulte alors de 1'inégalité
(1.10) 214l p(® (6)121£(0) 12%¢ c 2P 1p(v) 121£(y) 12 dy dn
N lY1I<€,...

valable pour toute fonction f holomorphe au voisinage du polydisque
qui intervient a droite et tout polynéme P : la preuve de cette iné-
galité (dans laquelle C ne dépend que de n et du degré de P) est du
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reste triviale puisqu'on se raméne par changement d'échelle au cas ou

€ = 1, puis a celui ou n = 1, enfin au cas ou P est de degré 1. Dans
le cas de la demi-droite, on a §(x) = x, r(t) = t2, et IA k(t)

—_ - 14
= vt A2k oll Y est une constante, de sorte que le théoréme redonne

les inégalités de Hardy un peu généralisées ; dans le cas du cbne de
lumiére, on a §(x) ~ x;1r(x) et, ainsi que le montre un calcul un peu
2k(r(t))—x/2

fastidieux, IA k(t) 4y t; , ce qui conduit a des inégali-
14

tés peut-étre nouvelles.

sur R", 1'importance des inégalités de Carleman dans les équa-
tions aux dérivées partielles a été reconnue trés tdt par Calderon
[3] , H6rmander ([5] , chap.8), Schwartz, Tréves [10]. Etant donné
A > 0, on introduit le systéme de coordonnées complexes Xj=ij+iA_%£j
et la norme

2
(1.11) llull)\z =\J‘e2“)‘ltl lu(t) 12at

qui s'écrit aussi

>N

2 =1 2
(1.12) ull 2 = je‘“‘“x' *ATEIT) (%) 12 ax ae

si 1l'on pose

mE <t,X>

(1.13) £(X) (Zk)n/4 exp (- g-zii) u(t)e2 dat :

cette transformée de Laplace un peu modifiée s'appelle ici la trans-
formée de Bargmann-Fock (cf. Igusa [7]) et (1.10) conduit tout aussi
immédiatement & 1'inégalité [10]

o2TA ltI2

-1 eZHAItIZ

(1.14) Ip(d)utat » c 'z Al 12 (p)u)at.

ITI - CALCULS DE FUCHS.

Le probléme évoqué ici est celui de la construction d'une ana-
lyse pseudo-différentielle exactement adaptée a la géométrie d'un
domaine C de IR™. Prenons par exemple le cas de la demi-droite : il
est habituel de procéder en étendant simplement & ce cas la défini-
tion usuelle du calcul standard des opérateurs pseudo-différentiels,

c'est-a-dire en posant

(2.1) (Op(£)u) (s) = Jf(s,n)u(t)e”"”‘s‘t’dt an ,
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le symbole f étant défini sur le demi-plan s > 0. Cependant, si l'on
appelle ff;1f la transformée de Fourier inverse de f relativement a

n , on voit que la restriction a Cz(IR+) de l'opérateur ne dépend

en fait que de la restriction de (Qﬁ;1f)(s,z) a l'ensemble défini par
z < s : 1l'hypothése que le support de cette distribution est contenu
dans l'ensemble défini par z { s est l'hypothése de lacunarité intro-
duite par Melrose dans son calcul des opérateurs totalement caracté-
ristiques [9] : bien entendu, ce n'est que pour simplifier les nota-
tions que nous considérons ici la demi-droite plutdt que le demi-
espace, sur lequel tout ce qui va suivre s'étend si 1'on utilise dans

les variables tangentielles le calcul de Weyl.

Nous remplacerons le calcul (2.1) par le suivant :

-3 %
(2.2) [(s )OpF(f) (s"u)l(s)

= Jf((st)% ymult)e?t™s=t) g¢ 4

dans lequel le probléme précédent ne se pose plus puisque 1l'applica-
tion (s,t)r—*((st)%, s-t) est un difféomorphisme global de IR:x ]RI
sur IR: xR : le fait d'avoir conjugué la définition par 1l'opéra-
teur de multiplication par slﬁ est sans importance et ne répond

qu'au souci de considérer H = L2(IRI, s

ds) comme espace de Hilbert
de référence. Plus généralement, soit C un ouvert de R” muni par
ailleurs d'une structure riemannienne qui en fasse un espace symétri-
que : ceci permet de définir le milieu mi%(s,t) de deux points ou,

si 1'on préfere, la symétrie géodésique Sy autour de tout point y de
C. Faisons l'hypothése, vérifiée dans tous les cas cités au début de-
cet exposé, que l'application (s,t)+—> (mif(s,t),s-t) est un difféo-
morphisme global de C x C sur C X R". On peut alors définir le cal-

cul de Fuchs du domaine C par la formule

2im<n,t=-S_t>
(2.3) (OpF(f)u)(t) = 2i[\ nf(y,n)u(syt)e Y dy dn.
CxIR

La premiére chose a faire est de construire au moyen de ce cal-
cul des algeébres d'opérateurs bornés sur H = L2(C,dm(t)), en analogie

. n o .
avec celles associées, sur IR , aux classes de symboles So o Ou bien
14
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o - O o L ' .
1,0 So,o n S1,1 : i1 est commode d'appeler classes de symboles

de type uniforme (resp. classique) celles qui généralisent les pre-

miéres ou les secondes ; la terminologie se comprendra si l'on exa-

S

mine, dans le cas de R", l'effet sur un symbole de la classe Sg o
4
d'une translation par un vecteur appartenant a IRzn.

Dans le cas de la demi-droite, 1l'utilisation de la représenta-

tion unitaire U définie en (1.3) conduit & la formule de covariance

(2.4) U(a,b)Opy (£) Ula,b) " = o%;f(a‘1y,a(n-b))

dans laquelle les couples (a,b) décrivent le groupe affine : les

opérateurs différentiels
= 9 o1 9
(2.5) e, =Y 3y ’ 51 =y 3

commutent & l'action du groupe affine sur le demi-plan {(y,n): y>0},
d'od la définition '

Définition 2.1. Un symbole de type uniforme de poids 1 est une fonc-

tion f de classe C_ sur le demi-plan telle que, pour tout couple

(j,k) d'entiers » O, la fonction

(y g§)3<y-1 g%;k £(y,n)

soit bornée.

Bien entendu, on peut définir des symboles de type uniforme de poids
beadcoup plus général [11]. Le tube complexe II dont il a été ques-
tion plus haut dans un cadre général se réduit ici au demi-plan de
Poincaré {x+if : x > 0} sur lequel la distance intrinsé&que est
donnée par la formule classique

x2+xt 24 (g-1) 2

2xx"!

(2.6) ch d(X,X') =

L'utilisation des états cohérents w; définis en (1.4) conduit, au
prix d'un travail déja important méme s'il ne s'agit ici que de la

demi-droite, a la caractérisation suivante :-
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Théoréme 2.2. Il y a identité entre la classe des opérateurs de la

forme OpF(f), ou f est un symbole de type uniforme de poids 1, et

celle des opérateurs A bornés sur H qui vérifient la propriété sui-

vante : pour tout N > O, il existe X1 > O et, pour tout A > A1, une

constante C > O telle que l'on ait

| (A0} . vho 1 g ¢ e N

pour tout couple (X,X') de points de II .

Il résulte immédiatement de ce théoréme Qﬁe les opérateurs en
question constituent une algébre. Dans le cas ou C est le cbne de
lumiére, ce théoréme s'étend exactement, mais la preuve en est d'une
longueur considérable [12] . Nous conjecturons qu'il reste valable,
avec la notion convenable de symbole de type uniforme, toutes les
fois que le tube complexe I peut étre muni lui-méme d'un ds2 se
réduisant sur C a celui déja connu et qui fasse de C un espace her-

mitien symétrique : c'est bien le cas pour les modeles cités.

On passe de la notion de symbole de type uniforme a celle de

symbole de type classique en remplagant comme a l1l'accoutumée 1'hy-

pothdse qu'il est inoffensif de dériver par celle que c'est avanta-
geux.

Définition 2.3. Soient m et p deux nombres réels. Nous dirons que

£ e gMrH si f est une fonction de classe c” sur le demi-plap vé-

rifiant les estimations

m-k
o )
y 21 ke« ey vt d) :

Nous dirons aussi que f, ou l'opérateur associé OpF(f), est de type

classique d'ordre (m,u).

Si 1'on pose

(2.7) f(y,n) = aly,yn),

la condition s'écrit aussi

(2.8) 1y 2003 (o aty, 01 ¢ oy Y e ™
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on voit que, lorsque M = O, la classe englobe celle des symboles
totalement caractéristiques, dont la définition est plus exigeante
aussi bien lorsque y — 0O que lorsque y— > . Dans ce dernier cas,

on parvient aux mémes classes d'opérateurs, que l'on utilise la for-
mule (2.2) ou la formule (2.1),a condition de faire dans le deuxiéme
cas une hypotheése supplémentaire de lacunarité. Les symboles de type
classique permettent encore de constituer des algebres, mais surtout

autorisent des développements asymptotiques [11] .

Dans le cas du cbne de lumiére, il est commode de transformer
au moyen du difféomorphisme t+=x = (xo,x*)€im X]Rn, avec

2
(2.9) ty = xo(1+lx*l ) s te = 2% %

le cbne C en le demi-cylindre X, >0, Ix, Il <1 : 1le d52 est en
effet plus simple dans les nouvelles coordonnées et la classe des

symboles classiques d'ordre (m,y,v) est, avec
(2.10) £(x,8) = alxg, %, i %€, (1=1x,19)E,),

caractérisée par les inégalités

] )a( ] )k( ) )B

%, agy) ‘3%, a(x,g) |

(2.11) o) I ¢
(o}

¢ ¢ I amix 1 VTlel (upg kIRl

En particulier, les opérateurs différentiels totalement caractéris-
; : 9
o T+ (=lx, 1% 52

tiques sont engendrés par les opérateurs x % ¢
on pourra consulter [12] pour les détails.

J

Revenons une derniére fois au cas de la demi-droite. Les opéra-

teurs infinitésimaux de la représentation U qui intervient ici sont

l'opérateur (t) de multiplication par t et l'opérateur (2in)-1t g% .

Définissons, pour m entier » O et p réel, l'appartenance de u a

m,

l'espace H par les conditions que tH (t é%)Ju appartienne a

H = L2(]R:, t-1dt) pour tout entier j tel que O { j £ m ; étendons
par dualité la définition au cas ol m est entier négatif. On peut
alors obtenir une caractérisation "& la Beals" (cf [1] ) des opéra-

teurs de type classique :
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Théoréme 2.4. Pour gu'un opérateur A borné sur H soit de type clas-

sique d'ordre (0,0), il faut et il suffit que, pour tout couple

(j',k) d'entiers > O, l'opérateur

(ad () (ad(z1= t S ¥a

s'étende en un opérateur borné de u JrJ dans H.

On tire de la la conséquence, d'un style habituel, relative a
l1'inverse d'un opérateur'dg type classique inversible simultanément
dans tous les espaces H 7’ et surtout le fait que l'on reste dans
la classe si 1l'on transforme un opérateur de ce type par un difféo-
morphisme ¢ , pourvu que ¢ vérifie les estimations | (t é%)Nw(t)l
< Cyt et qu'il en soit de méme de son inverse w_1. Comme nf;x:mn
est le demi-espace, modéle local des variétés a bord, on voit que
la théorie permet d'obtenir sur ces derniéres un calcul pseudo-dif-
férentiel, par les procédés barbares de découpage et de recollement

nécessités, dans le cas général, par l'absence de symétries.

IIT LA CLASSE S1 7°
14

Nous avons vu dans les deux premiéres sections 1'intérét des
états cohérents liés a la transformation de Laplace, qui permettent
de représenter des fonctions de variables réelles a l1l'aide de fonc-
tions hoiomorphes. On peut bien entendu concevoir qu'il puisse étre
utile de remplacer les équations de Cauchy-Riemann par d'autres
systémes elliptiques : en voici un exemple, 1ié a l'opérateur de
Klein-Gordon modifié obtenu en remplacant t par it dans 1l'opérateur

de Klein-Gordon.

L'espace complexe II considéré jusqu'a présent doit maintenant
étre remplacé par l'espace symétrique réel de rang un Ho constitué
(e,y) € IRn+1 ‘
métrique d52 = e_z(de2+ldy|2), ce qui conduit a la formule classi-

tels que € > O : il est muni de la

des points Y
que (voir par exemple Lax-Phillips [8])

(3.1) ch 4(y,Yy") (2€€')-1(€2+e'2+ly-y'12),

¢ ™ V9edy . Son interprétation

et de la mesure associée du(Y)
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"physique” est ici celle d'un espace-temps de Minkowski dans lequel
on aurait remplacé t par it, ce qui transforme 1'équation de Klein-
Gordon en une équation elliptique.

On s'intéresse ici a des fonctions ou distributions tempérées

n . -~
sur IR° et, comme dans la section 1, a une chaine d'espaces de

Hilbert HA : ce ne sont autres, a présent, que les espaces de
Sobolev habituellement désignés ainsi, et l'espace H sera simplement
HO‘= L2(IRn). Pour tout & € Iﬁ‘, on pose <&> = (1+I€|2)% et 1'on

définit, pour tout entier A , la fonction wégﬁhm?) par sa transfor-
mée de Fourier

' A F+A -
(3.2) ) = ef cppt AT
Plus généralement, on pose, si Y = (g,y) € My »
(3.3) VS0 = -y s

ce sont les états cohérents cherchés. En dehors de 1l'action évidente
des translations, il n'y a pas de formule analogue a (1.6) permutant
les états cohérents entre eux sous l'effet des opérateurs d'une
représentation de groupe.  On a cependant la formule de résolution

de 1l'identité

(3.4) vf

o

el 12au) = oy fuin 2

valable avec une constante finie si X 2 1. Cette formule est ana-
logue a (1.7) mais on peut aussi 1l'écrire sous la forme (analogue
a (1.8))

(3.5) oy lull 2, = \jﬁ 2P g (v) 12au(y)
II
o

si 1l'on pose

(3.6) £(Y) = ~J‘G(E)e-2ne<€>e21n<y,€>d£

On observera que la fonction f vérifie 1'équation de Klein-Gordon
modifiée

(3.7) 4n°f = [



Au contraire de la transformation de Bargmann-Fock des fonctions
sur Dfl, bien adaptée a la caractérisation des opérateurs pseudo-
différentiels de la classe So,o (éf [12], section 1); la transfor-
mation u +—> f que 1l'on vient de définir est bien adaptée aux opéra-
teurs de la classe 81,1. Rappelons que, a la suite de travaux plus
anciens de Stein, Bourdaud [2] a montré comment on pouvait obtenir
une algeébre d'opérateurs en supposant simultanément 1l'appartenance
a S?’1 des symboles standard d'un opérateur et de son adjoint ; on

pourra consulter également HOrmander [6] .

Plus généralement, appelons poids toute fonction m = m(x,f) sur

R x R , radiale par rapport a la deuxiéme variable, et telle que

1

la fonction W définie sur HO par la relation m(x,§) = Rﬂ<£>- 1 X)

vérifie pour un couple (C1,N1),de constantes positives 1'inégalité

~ ~ N1d(Y,Y')
(3.8) m(Y) < C1 m(Y')e

pour tout couple (Y,Y') de points de HO. On dira qu'un symbole

£ € ¢ (R® xRY) appartient a S (m) s'il vérifie les estimations

(2 "‘(z)ig)B £(x,6) 1 g c<g> @718l mx gy

avec des constantes C ne dépendant que de (a,B8).

Théoréme 3.1. Soit A un opérateur linéaire continu de 3%1Rn) dans

lentes :

(i) les symboles standard de A et de A* appartiennent tous deux
3 §q,qm

(ii) pour tout entier N il existe A1 > 0 et, pour tout entier

A 2 Xy, une constante C > O telle que l'on ait

I(Awér wé.)l < C myye N dly,¥Y")

pour tout couple (Y,Y') de points de M, -

Il n'est pas facile de construire suffisamment d'opérateurs

vérifiant les conditions du théoreéme 3.1 a cause des exigences por-
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tant sur deux symboles 1liés (& la conjugaison prés) par le fait que
1'un est 1l'image de 1l'autre par 1l'opérateur

32

X SE
0X50E

1

expl(2im)” ' ¢ ]

Dans le cas ou n = 1, le calcul de Klein-Gordon (voir [14]) conduit
a un opérateur OpKG(f) vérifiant ces conditions pourvu que le seul

symbole (de Klein-Gordon) f appartienne as, 1(m).
14
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