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Caractérisation du spectre essentiel de 1'opérateur de
Schridinger avec un champ magnétique

par A.Mohamed (d'aprés Helffer-Mohamed)
§0 Introduction :

On considére sur Lz(Rn), Topérateur de Schrodinger avec un champ

— . — ; 2 PR . /
magnetique H(a')+V : H(a )= Zy_l(Di—ai(x\) : Di=1 l 9 et i=/-1.
i
Le potentiel electrique V(x) ainsi que le potentiel magneétique alx) sont

On supposera que a est de classe C ! et que V est continu et de la forme:
. . p 2. . )
(0.1) {V(xh Vo(x)+ Zi_i Vi (x) : avec
LV (x)»-C_: (C_constante donneée).
0 (3] 0]
Le champ magnetique sera identifié a l1a matrice reelle et

anti- symeétrique B(x):

(0.2) Bx-=[Mb.x)] .. - b (x)=9 aflx)-9 alx)
ij 1¢ij¢n ij X i X; i

La forme variationnel q,(a ) ;
q,(2 Ju)=((H{@ )+ VIuu);

(le produit scalaire sur LZ(Rn) estnoté ( .;.), et la norme associée || . ||),
induit un opérateur auto- adjoint sur LZ( Rn), que nous notons encore
H(@ )+ V. L'inegalite:

(0.3)  MHE)+V+h) ™ flc-a+0) 7 11 v e LARY);

permet de montrer que H(a' )+ V est essentiellement auto- adjoint sur

LZ(RD) a partir de CZ(Rn), I'ensemble des fonctions indéfinement

derivables a support compact (cf. [AV.-HE.-SL]).
Notre objet est de caracteriser le spectre o(H(a' )+ V) de H(a' )+ V, et plus
precisement le spectre essentiel oess('H(? )+ V).

Comme dans le cas sans champ magnetique l'ellipticite uniforme de H(a)
permet d'etablir I'égalité de Persson.
Théoréme 0 (Persson): Soit E=Inf oess(H(?% V) ; alors on a:
(0.4) E=R%m Inf{((H(?b Viuu);ue CZ(Rn\QR), flull= 1}
(QR etant la boule de rayon R centre en zero).
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Le cas ou H(2 )+V est a resolvante compacte correspond au cas ou E= + oo,
Ce cas a été beaucoup étudié, on mettait des hypothéses assurant le
controle de la derivee de B(x) par |B(x)l, et quand [B(x)l tendait vers 1«

on pouvait conclure en utilisant (0.4). Le résultat le plus récent en ce sens
est d0 a Iwatsuka ([IWA] (voir aussi [DUF.]) qui montre que si B(x) est

de classe C2 et si:
(0.5)  [B(x)l,_ —= +oo; et
N—Nw

(06) VBB, =0

alors H(2' )+ V est a résolvante compacte.

Toutefois dans le cas ou a et V sont des polynomes, la théorie des
groupes de Lie developpée par Helffer et Nourrigat ([HE.- NO.]) fournit
toute une série dexemples ne rentrant pas dans ce cadre mais a résolvante
compacte.

La caractérisation du spectre essentiel de H(a ) n'a été etudiée que dans
le cas de la perturbation du champ nul ou constant (cf [IWA]l pour le cas

n=2 et [MOH.] pour le cas général). Notre caractérisation du spectre
essentiel donné par le théoréme 3, contient les résultats précédents et est,

a notre connaissance nouvelle méme dans le cas sans champ magnétique.
§1. Enoncé des résultats

Pour caractériser la compacité de 1a résolvante , on a le théoréme:
Théoréme 1: Sous la condition (0.1), sion a:

(1) v ec' et Viec“z, j=1..p et bﬁec‘"'l Agi<jen;

(r étant un entier »>0)
et s'il existe une constante Cl telle que l'on ait:
B p &

(12) 13 BOX)I+IVV (x)l+2i_ila V@I« m(x) tlal=r+2 et Bl=r+1;
P p r+

avec, m(x)=1+V _(x)l+ 2 Zi 5 0|a V.l Zm o

Alors, il existe une constante C X telle que l'on ait:
-r-1

(13)  Mm@)* ull® <C (q,(@ u)+lull*): v ueDig,@));

-r

(1.4) Imix)+V(x _zmkcmm Y+ Vull+llull) : v ue DH(E )+ V).

Ia B(x)l

(D(qv(?J) et D(H(a' )+ V) designent les domaines de qv(?) et H@ )+ V).
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Corollaire 2: Sous les hypotheses du theorémel, et si:

Vix)+ m(x), Wit

Alors H(@ )+ V est a résolvante compacte.

On s'interesse maintenant au cas ou les hypothéses du théoréme! ne sont
plus satisfaites.

Supposons que:
(1.5) B(xleC ™
Soit 9(x) un poids temperé sur R® vérifiant:

1<olx); et (p(X)ixg;Z’w”:'

(1.6) Ip>0et C >0 tels que: Ix-yl<pop(x) = C (p(yj<(p(xJ<C o(y).
On suppose qu'il existe C tel que:

o, r+3 Ja)-r-1
. V.ix)+Z

lol=r+2 " x Jot)=r+1

(17) 19V {xls Z Z (X9 B(x)lgCélp-l

(x);
Théoréme 3: Sous les hypothéses (1.1),(1.5),(1.6) et (1.7), on a:
oess(H(E’ J+V)=§_

(S°° est défini ci- dessous).

Pour un y fixé on défini les potentiels polyndomiaux Ey(x) et Vy(x) :

B (0-Z, , (@(2+kd) " x"(3Bly))x et

ol = 0

v (©0)=V (y)+ Ep 2‘“; ox“az Vi(y)/a!)z.

S_est alors défini par: §_=\U O(H(—l;z V)

2 €T

ou T est lensemble des suites z =(y ) . telles que: |Yv|v:;:°*°°‘

—

b (x) — b (x) et V. (x) —, v_ ()

Yv V =3 +o0 Z, YV V —p +9 Z,

(les convergences étant celles entre polynomes).
Que S_soit un ferme n'est pas évident en dehors du cas r=0. Comme

application de la théorie des groupes de Lie de [HE.- NO.J, nous montrons:
Proposition 4: Si V 0" 0,alors S_est un fermé.
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On peut préciser le résultat de [IWA.]2 en établissant des estimations a
priori comme dans le théorémel.
Remarque 5: Sous I'hypothése (0.5), si B(x) est de classe Cl, et ¢'il existe &,
0g8<2, et une constante C5 tels que:

(18)  IVB(XI<C.BR';

Alors il existe C6 tel que l'on ait:

(19)  lioul’® <C,(q (@ w)+lull*); vueDig (@)
et, si 0¢d8<3/2, on a en plus:

(1.10) lio* ullgcé(llﬂ(?)ulhllull): Yue D(H(@ ))

1/
|

@@)=BEI' 2 sid<3/2, et dx)=BEN"° | si3/2<8<2).

(Quand 8 3/2, (1.9) résulte de [DUF.]).

Quand il existe un couple (i) tel que: bii(x) —_— oo

x| —» +eo

H(a ) est a resolvante compacte. Cest ce qui se passe quand n=2 et que
(0.5) est vérifié.

Quand n> 2 et que (0.5) est vérifié ainsi que (1.8) avec §=2; il existe un
contre-exemple de [IWA]2 ou H(2)) n'est plus a resolvante compacte.

Remarque 6: Les résultats ci- dessus sont encore valables si on perturbe
V par un potentiel 0-A-borné, avec 0go<1.

§2 Esquisse de déemonstration

+Pour le théoréme1, notre démonstration s'inspire de la demonstration
de Kohn ([KOH.]) de I'hypoellipticité de 'opérateur de Hormander somme de
carrés de champs de vecteurs.

Pour tout réel s, on considére 1'ensemble M5 des fonctions &(x) telles qu'il
existe une constante Cp de facon a avoir:

-1 2 — . o«
™" Lull*<Cpla, (@ u)+llull* ;v ue C(RM)
Ona VeM!/2
L . . " -2, ., 2
La métrique riemannienne g_est tempérée: gx(z)= m (x)zl .

En considérant une partition de l'unité de R™ associée a un recouvrement
localement fini de g-boules de rayon € assez petit, on peut régulariser m(x)
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oy 2
de facon a ce qu'il soit de classe C et que:

(2.1) |az m(x)l<«Cm(x); pour lulx 2.
On considére H(a )+ V comme une somme de carres:
H@)+V-V +Z"°L® avec L=D-a(x).j=1,.n etL .=V,
0 "=t R i
On verifie aisement que:
(220 [LLlem!/?;
il sufit de remarquer que:
llm e [Li;Li]uH2= (Liu;m ‘I[Li:Li]Liu)- (Liu;m _l[Li;Li]Liu)
+(LufLom L LT~ (L wlLom "L L ),
i i o 1 | t
comme m _I[Li;Li] est une fonction bornée ainsi que son gradient, on a (2.2).
On montre que:

Si hix)e MSn ¢ et si. 8% h(x)l<Cm(x); pour I<lol<2,

(2.3) Alors,sirz 1, on a: [Li;h]E MS/Z. pour tout i.

Alors (2.2), (2.3) et I'hypothése (1.2) montrent que:
~-lal-1
a‘: bii(x)e M2 pour lalgr;
-l

(2.4) a‘; Vi(_x)e M2 pour j=1,..p,et Iglalgr+1.

Les injections MS ¢ M, sitgs, permettent d'avoir (1.3) a partir de (2.4).

La démonstration de (1.4) s'obtient a partir de (1.3) en remplacant dans
-r-1

(1.3) u par (JVI+ m)’ .
+Pour le théoréme2, I'analogie avec les problemes d'hypoellipticité
traités dans [HE.- NO.] permettent de voir que, dans une g-boule centrée

g 2 2 . ,
en vy de rayon assez petit,(ici gx(z)= ¢ (x)lzl” ), et sous une jauge que f'on

(
b,

trouve dans [HE.- NO.J, 'opérateur H( y

)+ Vy est une approximation de
H(z)+V quand lyl est assez grand.

- Pour établir linjection: S_co_ | H(a )+ V),

on part du fait que: side 0(H(Fz )+ Vz ), alors, pour tout £> 0 fixe ,on peut

o0 Lol

trouver ueCZ(Rn) tel que: ||(H(B'Z )+ Vz -Mullse et lull=1.
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En considerant la suite de fonctions (uv)v : uv(x)= u(x-yv) (ou y estla

suite z ) on montre que: ] A- 264+ 2e[ N oess(H(? )+V)=g.
-Pour la demonstration de: 6_ H(@)+V)cS_,

on part dun A g 'S'; . Le théorémel permet de voir que, pour R>0 assez

grand, il existe CR > () tel que:

I(H(@ )+ V-)ull> Cllull; Vue CR™MQ,);
ce qui permet de conclure.

o : o, 28-2 2
+Pour la remarque$, on vérifie que la metrique : g\,(z)=Ile)| lzl " ;

est tempérée. Les estimations des: ( (bii/IBls)[Li;Li]u:u), permettent d'etablir

(1.9), lon prend s=1 ou s=28- 3 suivant les cas).

L'estimation (1.10) s'obtient comme (1.4) a partir de (1.9), en régularisant

1+ el (8-
au départ |B(x)] de facon a ce que: la‘; |B(X)||‘\5C|B(X)|‘ el (&) CIglalg 2.
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