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CONFERENCE N° VII
HYPOELLIPTICITE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES

par XU Chao-Jiang

INTRODUCTION

Depuis le travail fondamental de Bony [ 1], on dispose d'un calcul paradiffé-
rentiel qui permet d'obtenir, dans le cas d'équations non linéaires générales,
une analyse de la propagation des singularités des solutions. On s'intéresse ici
au probléme d'hypoellipticité pour des &quations aux dérivées partielles non 1i-

néaires du second ordre.

1. RESULTATS ET NOTATIONS

On considére 1'équation suivante :
2.5 2
(M F(x,u,u,v"u) =0.

Sur un ouvert Q de Ifl, ol F est une fonction réelle de classe C . Etant

donnée une fonction réelle 11€C$OC(Q) avec p >4, on pose
__0 2
ak‘(x) - F(X,U(X),VU(X),V u(x))
J Bukj

k,j=1,...,n
2

Ce sont des fonctions réelles de classe C§;§(Q).

Comme dans [7], on définit le systéme de fonctions suivant :



n
. (x,8) = a.:(x)(1¢§), j=1,...,n
8 Ly 2K k -,
-1 2 . ey
(3). gn+2(x,€)=|£| ka;] makj(x)(] gk) (ng)’ £=1,...,n

=

go(x,€) = ;;21 b, (X) (i &) -asg O xgPaq X (Eg)

les fonctions gj (x,¢), j=0,...,2n, sont des fonctions homo- '
gdnes de degré 1, de classe C en E+0 ct C‘l);ca cn x . Ltant donnC un multi-
indice &= (aj,...,a,) avec O <as<n, lal =k, on définit g (x,E) = ("i)k-1

e ,...,(¢g 8, } ...}, od {+,} désignec le crochet dec Poisson. Pour p asscz
o ay oy .

grand, les fonctions g, sont définics homogénes de degré 1 de classe C en € $0
Cp k-2 ) en x. On dit que lcs g; (x,£) satisfont la condition de Oleinik-Radkev
d 1'ordre r, si p>r+3, et si pour tout compact K de €, il existc une constan

C>0 telle que

(4) le]? s ¢ T lg (x,8) 12

o |<r

pour tout (x,£) EKx ]Rn, €] >R>0. On a le résultat suivant :

THEOREME 1. - Soit u une solution réelle de (1) de classe C (Q) avece
p>max{ 4, r3}. S7 2 QkJ(x)EkE 20, pour (x,5) EQxR' et i la condition
kj=1

[e°)
de Oleinik-Radkevic est satisfatite & l'ordre r, on a alors u apparttent ¢ C (§).

Remarque. - Dans le cas ol (1) est de la forme

(5) X§U+X0u+f(x,u)=0

It ~3

j=1

avec X Z akJ (x, u(x))ak » J=0,...,m. La condition (4)signifie que la condi-

n
tion de Hormander est vérifiée 3 1'ordre r pour le systdme X.(x,ﬁ) = Z akj (x,u(x

(61 € ) J= .,M. On a la méme conclusion sous 1'hypothdse u €C (?) avec

p >max {Z,r} .



On peut supposcer p»max {3, r+2} dans le cas ol (1) est quasi-linéaire, ct

p>{2,r+1} dans lc cas ol (1) est semi-linaire.
On considére aussi la fonctionnelle suivante :
L6 ) I(uw) =I fx,u(x) , Yu(x)) dx

Q

n, et f(x,z,p) ECw(QX Rn”). On dit qu'une fonction

ol 2 cst un donaine de R
réeclle u de classe LIB'OC(Q) ) est un minimum "'trés strict'", si
I(u) <+, ct si pour tout x €2, 1l existe un voisinage K de x dans @, deux

constantes C>0, €>0, tels que

2
(7 Clloll &+ T < I(u+o)
pour toutc ¢ réelle de C;(K). On a le résultat suivant.

THEOREME 2. - Soit u une fonction réelle de classe Cs(Q). St u est un minimun

(o)

"trds strict" de la fonctionnelle (6), on a alors que u est nécessairement C
7

En effet, 1l résultc de (7) que u cst unc solution de 1'¢quation

e

9. f[7~ (X,Ll,Vll) - fZ(X,U,Vll) =0

(8) Y

j
n

avec ) f

) o p (x,u(x) ,Vu(x))(,q (,820, pour tout (x,£) €Qx R". De plus, pour
af3=1 a''B '

tout K compact de Q, il existe deux constantes C>0, §>0 telles que 1'opéra-

N
teur linéaris¢ P de 1'Cquation (&) satisfait

2 N2 2
o) loll < c{umal 3+ ol g}

pour tout @€ C(S(K) .



On a donc obtenu un corollaire du théoréme 2.

Corollaire.

Sott u un mintmum "trés strict" de (6) de classe 03(9). On a alors pour

tout K compact de Q, il existe C>0, §>0, tels que :

(10) By(x,0) < Bu(x,Co’)
P

pour x €K, 0<pgl, ou la boule B, définie comme dans [11].

P
En effet, il résulte du théoréme 2 que u est C°°, les coefficients de 1'opé-

uY o
rateur P sont donc C réelle, mais le théoréme de Fefferman et Phong [11] dit

que (9) et (10) sont équivalentes.



Lquation puradifférenticlle.

Nous faisons ici un minimum de rappels sur les oplratecurs paradifféren-

ticls de Pony, pour les détails, nous renvoyons i (1]

~

.. . ~ - (o]
Soit  2(x,€) wune fonction homogéne de degré m en £, C en £ +0 , a
support compact en x ct de classe C° en x » p>0, ondefinit 1'opérateur Tl de

1a maniére suivante :
N\ -n A -
(1) T 0@ = @m™ [ x(emn,m 2E-nm) s() Gl

ol X(G,n) est une fonction de classe Cw(]Rnx R" ~{0}) , homogéne de degré 0 et

vérifiant pour 0O<e, <e. assez etit
po 1 2 P

x{(8,n) =1 pour |o]<e; |n|

x(®,n) =0 pour [g] e, [n]

3 ECm(]Rn) réelle, s(x) =0 au voisinage de 0, s(x) =1 en dehors d'un compact.
E(&,n) est la transformée de Fourier de 2(x,¢) par rapport i x. TP. applique
alors contintment H® dans 1I°™ et une modification du choix de X et s pour

T, ne modifie cet opératecur que par addition d'un opérateur (p-m)-régularisant.

DEFIVITIONT 1 - Soit Q un ouvert de ﬂ?n, nous noterons Z’Z(Q) s pour me€ER
et p>0 non entier, l'ensemble des fonctions L(z,E) définies sur Qx R~ {0}

et de la forme suivante
(12 ) Lz, ) —‘lm(a:,g) ...t R,m_[p](:x,g)

ou Qm_k(:x:,g) est homogéne de degré (m-k) en £ de classe C. en £+0, et

o-k
('locm) en x.
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[ est clair que st 2(x,6)  est d support compact en x, on peut alors

m-(p) S .
definir Ti =2 T i C'est aussioun opérateur continu de H dans 1> M.
J=m
s . e ) n . . ...
DEFINITION 2 - Soldent 0 un owert de I, et [ une application linéaire de

D) dans lui-méme support propre. On dit que L est un opérateur paradifféren-
ticl d'ordre m et de classe ¢ dans Q et que 1'on notera L EOP():’:;I) Q). S'il
. I AP . o . . R
ceiste L€ z,p(;z) Lol que, pour tout compuct K<Q, pour tout X ECO(SZ) égale a
. . . - s ,
1 au voisinage de K, l'opérateur [ -X ’J"XQ applique continiment l/comp(.l() dans
1P q)

S

Il est évident que si L,EOp(Zg)(Q), L applique alors HlOC(Q) dans
H?;S(Q). On notera o(L) =2, lec symbole de L, o (L) =2 le symbole principal de

‘L. Le symbole de L est unique. On a de plus que 1'application de symbole
0+ 0p(Z)) (?) —> ()

est surjective, son noyau est lecs opérateurs de (p-m)-régularisant. Tout le calcul

pscudo-différentiel classique peut s'étendre a ces opérateurs (produit, adjoint,

comutateur, ...), le calcul symbolique étant fini, les restes étant p-régularisant
et non infiniment régularisants, des opérateurs pscudo-différentiels

sont paradifférentiels.

i : M p P .
Pour unc fonction € .‘_/)(Q) , on peut cgalement définir un opCrateur
»

pseudo-différenticl. Entre ces deux classes d'opérateurs, on a

o

LEMME 1 Soit Ux,t) homogéne en € de degrié m, de classe € en

%0 et Cp en x,d support compact en x,avec P Sm alors l'opératewr L(x,D) -
}) < < r4d 2 3

9
T, applique continiment HO  duns [,", pour ¢ > O
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Le lien fondamental entre opérateurs para-différenticls ot Cquations

Aux derivées particlies non-1linéaires vient des résultats suivants. S0t

. B3
Fix,u,...,) “»"')[3]\<m
] o 8 3
T LAy gty
(13 ) kU<k6m lo]=k

) 8 -
+ /\k“(.\,u,...,a u ,...)IB|\<kO-O

. . - . ~ . - ‘m ~
une cequation non-lin€aire d'ordre m, od F est réelle et de classe C , Ou on peut
supposer  p(k) <k, en convenant qQue p(k) = -« lorsque les Aa correspondants ne
dépendent que de x . On pose alors :

d=max<ko,k+jp£ﬁ).

LEMME 2 - Sott u une fonction réelle de C?OC(Q), avec Di>max(Kb,p(K)),

posons :
Cia) ple,€) = O (z,ulz),...)(i€)8
| B]>2d-p
on a alors pEZ'g+m_2d(Q).

Malntenant, on peut associcr 3 1'€quation non linéaire ( 1) unc ¢quation
paradifférentielle lindaire. C'est le point de départ de la démonstration des théo-

rémes 1. ¢, 2. parce que nous obtenons une équation linéaire équi-

valente, on a

THEOREME 3 . - Soit u une fonction réelle appartenant 4 (P

Zoc(m n”loc(Q)

avec p >ma:c(ko,p(k)) » §>0. Sott P l'opérateur paradifférentiel de symbole

o(P) =p(x,€) défini par (14) . s¢ p>d, et u une solutionde (1) ona

go-2d o) o ySto-2d Q).

Ruﬁcwc loc - -
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On peut nminfféfuint considérer les problémes pour I'équation (" 1) : d=2 Soi
u unc fonction réelle de C‘l)oc , 24 On a come dans le lemme 2
(15 ) P(X,€) = p,(x,6) + p;(x,€) + Pp (x)
ou

n
pz(x;g) = z
ki=1

n
akj(x)(igk) (i S]) ’ PI(X,F,) = QZ] bl(x)(i 59)
Po(¥) = 3% (U0, Tu(x),72u(x))

Soit P l'opérateur paradifférentiecl associé
I

a p(x,£). P s'écrit alors en
) )
p = 9, A . 9. + B, a, + P
Kj<1 kK "ki 73 P T 0
(16 ) E
= 9, Q. +Q, + P
k=1 k <k 0

ol Qc»k=0,...,n sont les opérateurs paradifférentiels de symboles gk(x,g) ,
définis par (3) . En vertu du théoréme 3 , S1 u est une solution réelle de (
de classe C‘]) ,=(1° 3

loc nHloc , on a alors

1)

b o
(17 ) . Pu —.*-5"6 HI'OC ) n Clocm) )

. - . - n
Pour 1'opérateur linéaire (16), en utilisant

)

3 akj_(x)gk F,J. >0 et le lemme 1,
j=1
on a :

PROPOSITION 1 (estimation d'énergie)

n
S
PD$4 , supposons ) a, . (x)E, E.%0
LTk k >j
kj=1
pour (x,£) €Q xR*. Oon a alors pour tous KCCQ, s €R, 1l existe une constante
C(K,s) telle que :

Soit P l'opérateur (16) . avec

on

)

2 2 . 2 2
Tl e lagoli o< ctizoll? e lloild
J:

pour tout v €C;(K).
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PROPOSITION 2  (estimation de commutateur).

n
Soit P l'opérateur paradifférentiel ( 16) avec p 34 , ) ’c\z'kj(:z:)ék EJ. >0,
: k,Jj=1

pour (x,£) €Q an, et {QO""’Q.Zn} les systémes des opérateurs paradifférentiels
de symbole gJ.(:c,E) définis dans ( 3)-:. On a alors pour tout compact K<Q , entier

L<lp- 1, 7l existe deux constantes C(K,%) et €(2) >0 telles que

2 2. 2
T lepoliZyccf{ieonl o}

[I] <2

pour tout vE€C,(K) ou szal,...,ak}, || =k, QI:[QGJ,...,(Qak_Z,Qak] o]
le commutateur des opérateurs paradifférentiels.

Démonstration : On raisonne par induction pour |I|=1, c'est la proposition 1

avec 0<a] <%.

Supposons que ce soit vrai pour |I|=k avec O0«< Eks’]Z' On montre que c'est aussi
vrai pour |I|=k+1<2% avec un autre €x+1 > 0. On pose alors QI = [Q,QI,] ol

[I'| =k. On a : a) Cas Q=Qj, j=1,...,2n.

Comme k+152<([p3], ona p-3-k>1. 0n a donc

- 2e-1
HQuvili, < 1@ v, T 7| + J@Qv,Q 17|

2
scfliouvl f vl e+ vl _€k+2€}.

On prend 0< S \<JZ €c» On utilise 1'hypothése pour |I| =k, et la proposition 1.

on a alors
2 | 2 2
togvilg ysc{iieviiguviig).
I €] 0 0

b) Cas Q =QO. C'est analoguc au a) en utilisant
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3 Démonstration des théorémes 1
9

-

PROPOSITION 3 . - Sous les hypothéses du théoréme 1.. . soit P l'opérateur
(. 46/, et supposons compact KcQ,t€R, il existe alors C(K,t) >0, €(K)>0,

telles que
2 2
ol 2, < c{iteol 2« ol , |
pour tout v€C°0°(K).

Démonstration : D'aprés 1'hypothése du théoréme 1. il existe 0<2<[p-3], tel

que

[ I6lx,8) 1% > cle)?

(18 ) |1]<2

n-1
2
o2p-3-2+12>1. On peut utiliser 1'inégalité de Ggrding pour 1'opérateur pseudo-

*
différentiel ) G} G} (x,D) , c'est-3a-dire pour 0<e<1, il existe 2>0 tel-

|I|s2

pour (x,£) €EKxS et G}(x,&) EZ;(Q).

le que :

vl s c{ = nepem vt 2y + vl g}

[T]<8

pour v E€ C‘S(K) )

Soit Q} 1'opérateur paradifférentiel associé au symbole G} (x,€) ,

ona Q = Q} + Q(I) , ou Q?EOp(Z?’_])(Q). 11 résulte du lemme 1

2 2 2
ol 2 clirevi 2+ niviig}

od C dépend de K.
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. t
Soit E, un opérateur paradifférentiel associé au symbole (1+|[E])" .

Comme E' est propre, on a encore EtVECE (K') pour vﬁcg(l(), K' compact de
On a donc

VI g < c{ NP E IS« v 2}

Zn
2 : 2
scflieviy s T olagvinZe 2]
J:

2 2
scfilevi?e v ?)

pour v € C:(K) .

t+2

comp(K) parce-

Remargue : Dans les propositions 3 on peut prendre v €H

que les opérateurs P et L sont continus de Ht+2(9) dans Ht(Q) et C;(K) danse
t
dans Hcomp(K) pour t€R.
Maintenant, on peut montrer le théoréme suivant :
THEOREME 4 - Sous les hypothéses du théoréme 1. sott P Ll'opérateur ( 1§°)
u€C§OC(Q) la solution de ( .1). Supposons (DECE(Q) s Supp@=K, il existe alors

¥, ,(02€C°0°(Q) s> C(K,8) >0, €(K)>0, tels que

scf{llo pull, « loyull, + lisll,}

Il oull
(19) ste
ou fez/comp (Q).
Ce th€oréme induit le théorcme 1. parce que (DE-C;(Q) est quelconquc,

on a donc obtenu- u ECS(K) nllS+€(K) od €>0 est indépendant de s. Par récurrence

on a1 u ECm(K). C'est la conclusion du théoréme 1.
- e . S 3 . N
Démonstration : Comme ue Cloc r‘lllloc , d'aprés (17 ) ona

Pu=geC nHj (@ . )
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Soit QD]GCOS(Q) , cp]=1 sur K, on pose, pour 0<8<1,
Ug(0) = Tgu (x) = 0 (1-68)7 ©(x) u (x)
On a alors ug>®u dans &' quand 60 et
rgull, < clioull
C indépendant de &, on utilise la remarque précédente, on a alors
2 2 2
lugl 2e < {1l PTgull 2 + l1T5ull 2
2
ccllirgrull 2« Npagdull 2+ gl 2}
2 2
cc{liopull 2+ oull2+ Itpglull 2},

Comme TG est uniformément borné dans L2 , on peut donc estimer

Il [P,T(S]ullg par la droite de (19).

4. Démonstration du théoréme 2.

11 est évident que la fonction u du théoréme 2 satisfait 1'Cquation

suivante :
n
f - Yu) =
021 3y pa(X’U’VU) £,(x,u,7u) =0
n n
avec y f (x,u(x),Vu(x))gagB>0, V(x,E) EQx R .
o,BR=1 papB
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Maintenant, on construit une estimation a priori pour l'opérateur li-

naire suivant

n
L = d_a 9, + b
(20 ) a,g=1 a o "B

2(0).

ou aaB(x) = fI B(x,u(x) , Wu(x)) €C

)C! P

b(x) =
a

nhesmz3

] % fpaz(x,u(x) L) - f(x,u(x) ,Pu(x) € C'@) .

On a 1'estimation suivante :

PROPOSITION 4 . - Soit u une fonction réelle satisfaisant les hypothéses du

théoréme 2 . L est l'opérateur (20) , on a alors pour tout compact K<Q, <l

extste C(K) >0, €(K)>0 tels que

2 2 2 o
o) Tl Es e{ewll 2« 1ol 2 ], voectm |

Pour terminer 1a démonstration du théoréme 2 on associe, comme dans

la section I, 3 1'équation (8) un opérateur paradifférentiel

n
P = 3 A 3, +8B
(22) a,%=l @ oB 78

2
R . o 2 g
ol AaB associé au symbole aaB(x) = EE;EEE f(x,u(x) ,vu(x)) €cC () et B associé

n n n
2 1
au symbole b(x) = f + f + f - f C .
ym (x) . §=1 P, Py 34p U() a; p 2z 3 u az] b zx " f22 € )
’ €
En modifiant le lemme 1. , on peut démontrer que (P -L) applique continlment H2

dans LZ. En effet; en utilisant la décomposition « en couronnes dyadiques

€ [
] 776

, pour aGCSUU, b€eH , ab-T_ beH c:L2 on a donc

2 2 ) 2 2
v g <e{ievirg e v )
)
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mais || v|| z < &8l ul| EZ: + C(8) || vl S , pour § suffisamment petit. Avec une autre
2

constante C, on a donc obtenu

2 2 2 o
(23) ”V“E<C{HPVH0+ HVHO}’ ¥V EC,(K)

ol K est un compact de .

En utilisant la proposition et le 1inégalité. (23) , on

peut obtenir une estimation a priorl sur la chaine des espaces de Sobolev.

PROPOSITIONS . - Soit P l'opérateur , VKeQ , Vt€R, il existe alors

€(K) >0, C(K,t) >0, tels que

2 2 2 ©
o) ol 2,c < c{lipwllZ« w2}, voechm.

t+2

En fait, 1'inégalité est aussi vraie pour tout Vv EH
, g po -~ comp

(X).
Si u est une fonction réelle dans le théoréme 2 , il résulte du théo-
réme 3 . que

\25) Pu=g€C@) nK_(@).

Nous faisons maintenant tout a fait comme dans le théoréme 4 . On peut
déduire u €C3(K) n H$+€(K), par récurrence il résulte enfin que u €C°°(K) , Ce qu:

termine la démonstration du théoréme 2
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