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Conférence n° 8

PROBLEME DE CAUCHY POUR DES
SYSTEMES HYPERBOLIQUES SEMI - LINEAIRES

par A. BACHELOT

Introduction

On s'intéresse au probléme de Cauchy pour le systéme de Dirac-

Klein - Gordon (D. KG) et pour son approximation semi - relativiste, le systéme

de Schreedinger -Klein - Gordon (S. KG)

{(—iv“’au + M¥=F (v
(D. X6) (T + ) ¥ = G (w,¥)

(S° KG) f i“’Jt + qu"= F (Wa\f)
L (+n®)¥=0c (v,6)

Un exemple important de couplage est 1'interaction de Yukawa (Y)

{ F(,f) = Y.v¥
G (¢,¥) = -Y.y

()

Dans le cas ot 1'interaction (F,G) est polynomiale on résoud facilement le
probléme de Cauchy local dans CO(O,T;HSGRD)) pour s>% ; si de plus les
valuations de F et G sont assez élevées on peut résoudre le probléme global
par la théorie du scattering, pour des données initiales petites et réguliéres
(voir par exemple [3], [9]). On considére ici des interactions de type
quadratique généralisant (Y). On résoud le probléme local pour (D. KG) pour
des données peu réguliéres, si bien que la non linéarité F(%g15 n'est plus
lipschitzienne et que les méthodes classiques de point fixe ne s'appliquent
pas. Enfin on résoud le probléme global pour (S. KG), en particulier dans le

cas ol il n'existe pas d'énergie conservée (voir [1]).

I SYSTEME DE DIRAC - KLEIN GORDON.

Le probléme global en dimension n = 1 est résolu dans [ 3] ;
pour n = 3 le probléme est ouvert (voir cependant|[4]). Le probléme de Cauchy
local 3 données peu réguliéres pour le systéme de Dirac - Maxwell a été résolu

par Gross [ 5]



iyM o + MY =gA v Wy
(D.M.) L y MO
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On étendra ce résultat 3 une classe plus vaste d'interaction. On fait les
hypoth&ses suivantes sur le couplage de (D.KG)
PO, = £0P). W
G, = g (P g, (H + Y. (Y

O] f,go,gl,h sont des fonctions C°, de dérivées Lm, nulles en O, f étant réelle.

(H)

Théoréme 1. Soient %; € H10R3), YL € H3/20R3), %3 € H1/20R3). Alors le systéme
(D.KG) admet une unique solution (\W,9) pour T > 0 assez petit,vérifiant

Ye (o, ®)), PE o, 2@ ncto,m;u2@®Yy).

¥o,) = ¥ (), Flo,.) = P (), P.(0,) = ¥ ()

On remarque que 1l'interaction F(¥,f) est au mieux H1—€GR3)
3
(e>0) alors que %Qt) < HICR ). Ce paradoxe sera levé en notant le caractére

linéaire en Y du systéme de Dirac avec potentiel f(V).

Idée de la preuve On utilise principalement les théorémes de Kato-Rellich et

Kato-Yoshida (voir [10]) et le lemme de produit dans les espaces de Sobolev :

Lemme Soient u € HSGRn), v € HtGRn); Alors u.v € HGGRn) pour s,t,q satisfaisant
) ou b) :

a) 0 < s +°t, T=sNtA(s+t —-% - €), 0< ¢
b) 0<s+t, Si‘%, t 4o, G—=S/\t/\(S+t—%).

On résoud alors la suite de problémes linéaires :
. . -1,
iy g, + M- PNV = 0
2 +1 -1
(O +my $7 =6y ™, P

la norme de ¥ " dans Co(o,T;H1(R3)) est estimée avec la norme
de \Pn-l dans Co(o,T;H3/20R3)), Cl(o,T;Hllz(R3)) qui est estimée & son tour par
la norme de \Yn-z dans Co(o,T;HIGR3)).

On obtient ainsi une estimation a priori qui permet de passer a

la limite.
On obtient un résultat analogue pour le systéme (D.M) et un

couplage du type
CYEQ), g () g (a) + Wh(w).




IT1 SYSTEME DE SCHROEDINGER - KLEIN - GORDON

(S.KG) avec couplage de Yukawa a été résolu globalement dans
COGR,H20R3) par Baillon et Chadam en utilisant la conservation de 1'énergie
{21 ; (le probléme de Dirichlet est étudié dans [6] ). On montre ici que la

4/3 L? et L? - L? des

conservation de la charge de Y et les estimations L
propagateurs S(t) et R(t) de Schroedinger et Klein - Gordon, permettent
d'établir 1l'existence de solutions globales pour des systémes sans énergie

\]
conservée. On rappelle les estimations P - P (voir [8] et [10])

(1) s, .. sc e300
(t) L?GR3) Lé/BGRB)
-1/2
(2) [ nLGR) 1|72 )] g

On suppose que l'interaction (F,G) satisfait 1'hypothése (H')

F(y,¥)
(")
Glw,P) = g (¥) g, (¥) + Y h(¥)

v f(¥)

0d f,go,gl,h sont des fonctions uniformément lipschitziennes,
nulles en O, f &tant réelle.

Les estimations (1) - (2) montrent que 1'interaction est
lipschitziepne dans Co(o,T,L20R3) N LéGR3)). On en déduit que si qjo et\§0
sont respectivement des solutions de 1'équation de Schroedinger et de 1'équation
de Klein - Gordon dans COGR,L?GR3) N L§0R3)), alors pour T assez petit le
systéme (S.KG) admet une unique solution \#, ?‘dans Co(o,T,L?OR3) N LéGR3))
de mémes données initiales que o et\? ; mais comme S(t) t-%%(t) n'opérent
pas dans L GR ), on ne peut a priori prolonger la solution. On résoud alors
la suite de problémes linéaires :

n

LY+, - £ ¥ = 0

'\n_l

D\Pn+m2\€n=c(‘+‘n—1"+ )

L'équation de Schroedinger avec potentiel est résolue par
régularisation des données et le théoreme de Kato - Yoshida. De plus la charge

de H’n est tonservée :

(3) IRy
©F 2@3y = 1Y @I 243

Les estimations (1)-(2)-(3) permettent de montrer la convergence



de Yn et W}“ dans COGR,L?GR3) N L§GR3)) vers la solution Y, V¥ ,(voir [1])

Théoréme 2 Soient W’ et 30 solutions respectivement de Z'equatzon de
Schroedinger et de 1'équation de Klein - Gordon dans C°(R, L.GR ) n L_GR ))
Alors 11 existe une unique solution ¥,¥ de (S.KG) dans c° GR,L.GR ) N GR ))

vérifiant
\{/(090) = \"/O(.)’ \P(O,-) = \Po(.), \Pt(o") = \.Pl(.)
De plus st Y _, f;e COGR,H10R3) N WI/4GR3))
1/4, 3

Ft st f,go,gl,h sont C1 alors V¥, Pe COGR,HIGRB) NW' ' ®R)).

On obtient un résultat analogue pour les sytémes de Schroedinger
- Schroedinger (voir [1], [7] ). Dans le cas de 1l'interaction de Yukawa on
généralise le résultat de [2] en montrant la convergence de\f’n et ?n dans
C (R,H GRB)), obtenue par le théoréme d'Ascoli et la conservation de 1'énergie

démontrée par 1l'invariance du systéme par conjugaison et renversement du temps:
‘The‘ore‘me 3. Sotent l,UOEE'HI(IR:&), \Po € Hl(]R3), kPl € I_Z(IRB), \Po et '“Pl Stant
réelles. Le systéme (S.KG) couplé par (Y) admet une unique solution (¥,¥)
vérifiant :

ve cm,u'®)), Feclmu®)nc® S

Y(,.) = ¥ (), ¥ (o0,.) = ‘PO(.), P (0, = P (D)
De plus on a

SAT ¥y 12+ 3UTE @ 12419 @) 12 0?9 (0) [P+ ]¥eo)] > 0e)) ax

= cste

1
Remarquer que 1l'on obteint une solution € H  alors que
q q (t)

le second membre \V(t)\P(t) € Hl/z.
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