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Conférence n° 2

UNICITE DE CAUCHY POUR DES OPERATEURS

FAIBLEMENT PRINCIPALEMENT NORMAUX

par Nicolas LERNER

. INTRODUCTION

La notion d'opérateur différentiel principalement normal, intro-
duite par Hormander [3] , est la suivante. Un opérateur différentiel P, de
symbole principal p, est dit principalement normal si 1'identité (0-1) est

vérifiée,

pm apm
(0,1) Im —E(x,i) - Tag (2,8) = 2Rep (x,8) q_,(x,8).

ol q,_q est un polyndme homogéne (en &) de degré m-1. Rappelons que 1l'utilité
de cette notion est reliée & 1'unicité de Cauchy, pour laquelle Hormander [3]

.

a dégagé des conditions suffisantes, dites de " strictepseudo-convexité "

Nous vous proposons ici d'introduire une notion plus microlocale
du type (0,1) et d'établir un théoréme d'unicité de Cauchy. L'intérét d'une telle
généralisation réside tout d'abord dans 1l'unification qu'elle fournit pour les
opérateurs principalement normaux et les elliptiques, qui rentrent dans la classe
introduite, ce qui est naturel au vu des hypothéses de pseudo-convexité qui sont
les mémes pour ces deux types d'opérateurs. Par ailleurs, cette microlocalisation
resserre le lien entre 1'unicité de Cauchy et la résolubilité locale (voir
Hormander [3] , [4] , Nirenberg-Treves [5] , Treves [7] , Strauss-Treves [6]
Egorov [1] ) . En outre cette notion permet de traiter des produits d'opérateurs
(dont les variétés caractéristiques sont en position " générale'" ) alors que le
produit d'opérateurs (classiquement) principalement normaux n'est pas en général

principalement normal (cf. exemple plus bas).



1.LES RESULTATS

1.1. Opérateurs faiblement principalement normaux.

Un opérateur différentiel P 3 coefficients (complexes) Cw,
d'ordre m, de symbole principal P s défini sur un ouvert 9 de R" sera dit
faiblement principalement normal en xo(xoe ) si, pour tout gOEth \0 tel
que pm(xo,Eo) = 0, il e:iste un voisinage conique w de (XO,EO) dans T*(Q) 0
et une fonction 9Q_1° C sur w, homogéne de degré m-1 en &, tels que, pour

(x,£) € w, on ait :
(1.1) Im —EET{X,i) . —bg-(x,g) = 2 Re pm(x,g) qm_l(x,g).

REMARQUES

_ (a) Cette notion est trivialement invariante par changement de coordonnées.

(b) Les opérateurs principalement normaux et les elliptiques sont faible-

ment principalement normaux.

(c) Pour un opérateur de symbole principal P tel que gradx,g]Re p, et
gradx’g Im p_ soient indépendants sur pm(x,g) =0, &+# 0, x dans un voisi-
nage de X s il est équivalent d'étre faiblement principalement normal et de
vérifier

op op
(1.2) Im Szm(x,i) . ~32-(X,€) =0 si pm(x,E) =0

pour x dans un voisinage de X,

En effet, si pm(xo,Eo) = 0, IEOI = 1, posant
ap Jp
- L = _m o m
c2m—1(x’€) To2d {pm’ pm} Im 96 °  ox °

de 1'hypothése d'indépendance des gradients, on en déduit facilement 1'exis-

tence de q(x,£), C* au voisinage de (xo,go) (dans ]RZn) avec

czm_1 = 2 IRe ;; q,

et de cette identité sur U X V (U voisinage de X V voisinage de EO,

dans Sn_l), d'oli le résultat en prolongeant q par homogénéité de degré m-1.



(d) Le produit de deux opérateurs faiblement principalement normaux en Xy
de symboles principaux P> Pys est faiblement principalement normal pourvu

que ces opérateurs soient en position relative " générale " i.e.

n
Zxo(pl) N Zxo(pz) = ¢(2,(p) ={EER V0, p(x,8) = 0} )

Ce résultat de stabilité par produit (en position générale) est faux pour

des opérateurs principalement normaux comme le montre 1'exemple suivant

EXEMPLE

Dans :m3, X = (t,xl,xz) , &= (1, El, EZ) les opérateurs

suivants sont principalement normaux

t 2
£1

{'pl = T2 + t(g% + gg) - 1ie
(1.3)

|

£, + x

2 2 2 . tp2
1 Py = T+ t(E] + £ + e [E) ¢ xE L - %8161,

(et en position générale en (0,0,0)) alors que leur produit n'est pas princi-
palement normal (mais seulement faiblement principalement normal).

a(p,p,) a(p,p
En effet, posant A= Im ——~%g§— . ___E%ﬁg ,

A = =0 2 Re PPy (i T(P1+Pz)) + M, avec

4 2 .2 2 2 2,.2 2
M= (r - ED B 2T (Ey - £+ TO(E] +Ey) 26 £, (5] +E).

Par suite si p1 P, €tait principalement normal, on pourraiE trouver des

A - P 5 . 3-k
polyndmes ak(il,EZ), Bk(gl,gz), avec M = 2TRe p,p, i Z (ak + 1Bk) T77¢]
ce qui méne facilement a une contradiction en examinant les coefficients

de T6 et de T2.

1.2. Pseudo-convexité.

Nous rappelons ici la définition de la stricte pseudo-convexité
notion introduite par Hormander [3] , identique pour les opérateurs princi-

palement normaux, elliptiques, faiblement principalement normaux.



Soit P un opérateur différentiel de symBole principal P
4 coefficients C . faiblement principalement normal en x, et S = P(x) = Q(xo)
une hypersurface c” orientée passant par X . On dit que S est strictement
pseudo-convexe par rapport & P au point X si pour tout (EO,FO) # (0,0)

tel que pm(xo,Eo— iPo\f'(xo)) = {pm,w} (xo,go— i Fo q'(xo)) = 0, on a

-1 8pm Bpm
e%}: (T +6) Im 33—-{X0,Ye) -l € 5% )
op ap

m m

(1.4) + (=¢"(x ) —gg(xo,yo) —3E(xo’yo):>o’
avec yg = EO -1 (Fo + 6)?'(xo).

Remarquons que 1l'expression (1.4) a toujours un sens si P,

est faiblement principalement normal en X

1.3. Les résultats.

N

Théoréme 1. Soit P un opérateur différentiel & coefficients (complexes)C®
faiblement principalement normal en Xys S une hypersurface orientée

(S =@ (x) = Q(xo)) strictement pseudo—convexe par rapport d P en X

Alors 11 existe un voisinage V de X, tel que s Pu = 0

sur V et
VN supp u €S, =¢¥(x) zfp(xo),
alors u = 0 sur un voitsinage de X, -

Autrmement dit P posséde l'unicité de Cauchy par rapport

a S prés de X, o+



ey (1)

Théoréme 2. Soient p et p(2) des opérateurs différentiels d coefficients

(complexes) C* , fatblement principalement normaux en x_, S une hypersur-
face orientée (xoE S) strictement pseudo-convexe par rapport d ;fl) et a

P(z) en x .
o

ST p(l)et p(z), de symboles principaux P(l), P(z) , sont

en position générale par rapport a4 s, en x i.e

(1.5) s(ptD, s, x) A s(p?, s, x) =

avec

(1.6) L, S, x)) = {(E,NE@®xX® \ (0,0), P(x ,E+ il N) = 0}

ou N # 0 est dans le conormal d S en x_, on obtient alors que tout opé-

(l)p(Z)

' vateur de symbole principal p posséde L'unicité de Cauchy par rap-

rport d 5 prés de x.

Ceci donne en particulier 1'unicité de Cauchy par rapport 3

S=t=0 ©puisde (0,0,0) pour (PIPZ) donné par (1.3), produit non princi-

palement normal.

3. Indication sur la preuve.

Posant PY = e YWP eYW , avec
(3.1) ¥ = f(x) + @' (x) (x=x ) + 2 @"(x) (x-x)°
: o o o 2! o o
A ' 2 1 . 12
e AGACR I C R Dy S F S R WY
2A
paramétres réels, on démontre une inédgalité de Carleman : il existe V,

(o]
voisinage de X s A >0 tels que si Yy z_eA, pour tout v € CO(V)

|
1 m= 1 m—i"J !

(3.2) lev] >a™" 7 v % [[p% v| )
Y L2" - |0, =j X L2

*
Pour cela c(x,§,Y) désignant le symbole de (PY) P, on prouve

¥
\J . . . -~ P .
l'estimation suivante, commode 3 démontrer en raisonnant par 1'absurde.



I1 existe A > 1 tel que pour tout x, ix—xol f_A—z, pour

tout Y igA, pour tout & de :m?, on ait

(3.3) vt c(x,8,v) > a7t |E-1 Y‘l"(XHzm—z

Puis en utilisant 1'inégalité de Garding avec gain de deux

dérivées due 3 Fefferman et Phong [2] on obtient le résultat.
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