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Conférence n° 13

INTEGRALES SINGULIERES HOLOMORPHES

par

J. VAILLANT

1. - Notations et introductions

C(xz)e ™ x e, g1 .

U (x, ) est un germe de fonction holomorphe au point (y,0),

(y0 =0, yl #£0 , ye st voisinage connexe de 0) ramifié autour de

V:g(x,%T) =03 ¢ estholomorphe dans & ; ¢ (0, x', 0) = x1 ; on note VX
la fibre : <{X(zr) =0 , de dimension g-1 ; on fait 1'hypothése (1) que,

pour tout x , tel que VX soit Tisse, le hessien de ¢ n'est pas identique-

X
ment nul en T , autrement dit VX‘ n'est pas développable.

On considére 1'intégrale :

x° x0 - b _ “k x° - Z k=
I(x) =J d; .. leksi-1 4 . leksa-1 7 gy, 2) de ;
0 : 0 J 0 q

elle définit un germe au voisinage de y dont il s'agit d'étudier la ramification.

Une telle intégrale apparait, en particulier, dans la représentation
des solutions du probléme de Cauchy & données singuliéres pour les opérateurs
aux dérivées partielles holomorphes (331, (91 , U101 . Dans 91 , (101 nous
prolongions & 1'analyticité en x un mémoire de J. LERAY [7] , ol Ta phase

est algébrique. L'étude était ensuite accompli sans cette hypothése par



KOBAYASHI [2) , [5] , qui employait le théoréme d'isotopie de THOM, sous une
forme qui le conduisait a une compacification nécessaire pour rendre la
projection propre. Dans le travail actuel, sous des hypothéses de "finitude"

de Weierstrass nous prolongeons la méthode de LERAY du cas algébrique au cas
holomorphe ; 1'outil essentiel consiste en deux propositions &lémentaires sur les
espaces polaires (en dualité) ; a ce propos, nous utilisons un travail récent

de J.P. HENRY, M. MERLE, C. SABBAH ([41 , cf. (1], qui donne une expression
géométrique élégante aux idées précédentes. Aux récurrences prés, la démonstration
de notre théoréme est alors ramenée au cas d'une intégrale simple et nous semble
adaptée a une étude plus précise du comportement prés des singularités de
1'Intégrale I(x). Sur ces questions nous signalerons 1'exposé de F. PHAM a

Nancy (81.

Je remercie M. MERLE pour plusieurs conversations utiles et agréables

sur son travail et ces questions.

2. - Cas d'une variable (g=1)

On notera la phase dans ce cas : f(z,:f), fet et on fera 1'hypothése

de Weierstrass :

f(0,3) #0 ;
on a :

f=aP,
ol P est le polyndme de Weierstrass et a est inversible, Pr est le polynome
réduit déduit de P .

Le discriminant : di?c. Pr(z,Zf) est un germe en 0 non nul qu'on

appellera discriminant local de f en 0 et qui sera noté d.4, f(z, J).

3

Note Si f(0,0) #0 ,0ona P=1 et d.X{f(z,:f)E'l



D'aprés cette définition, i1 existe un nombre r0>0 et pour tout
ré]O,rO] un voisinage ouvert connnexe 511 de 1'origine (en 2z) tels que

tous les germes f, a, P, Pr seront holomorphes dans 57.1 x 5\-2 ou :

512 =ZIfGC ;l'.‘f|<r3 et tel que :

pour tout ze ) = fze Ny IdX‘J f(z,q) # 0)

on ait :

Card § ¥ €8, | f(2,F) = 07 =k

ol k est le degré de Pr .

I1 en résulte que 1'ouvert {(Z,U’)e 51; X 9.2 ; f(z,F) est

naturellement un espace fibré localement trivial.

On déduit alors (7] la :

Proposition 1 - Soit U un germe de fonction holomorphe en un point
(zo, 0) € 57.1 x 9-2 ramifié autour de f(z,‘:)o), c'est-d-dire se prolongeant

analytiquement au revétement universel de

f(z, e A xRy 5 f(z,F) £073

Soit .‘f(z) : S).l — 57-2 une fonction holomorphe telle que :

f(z

Alors 1'intégrale (intégrale dans le plan complexe C‘j" le Tong du segment

o) =0

(0, :f(z)) lorsque z est assez voisin de Z,

3
1(z) =J’ (z) Y (z,F) dF
0

définit un germe de fonction holomorphe au point z, qui se ramifie autour de

fzen 5 f(2,0) f(z, T (Z)).d.lj. f(z,¥) # 0].



3. - Transformation du germe I(x)

On va considérer le "changement de variable" :

T-= (tl seees ‘t:q) , > (0'1 geees c,-q_l,t‘q) .

défini pour ag petits par :

(2) z. = 2 a Tt o
J o j+leksq J

Cette équation définit aussi un hyperplan de ¢d .

De plus, comme grad ¢ (0) = 0 dans les exemples qui nous motivent,
T
on sera amené, pour pouvoir écrire les conditions de Weierstrass, & préciser (2),

en posant :

(3) a, = o, o,

On en déduit, comme dans [7] que la ramification de I(x) est la méme que

celle de :

< (- T o) i)
. _ ; 1sf<q-1 % 3773 K .
(X) = jo c"l cee . ‘uz(xs aj’ U’j9 t"q) q

pour tous ag voisins de O .

~n
WU est transformée de W par (2) et i est inversible holomorphe

voisin de 1 .

4. - Hypothéses de Weierstrass ; appui.

On fera 1'hypothése :
s 9e ey 0 5
¢ (0, 0 ‘tq) #

on posera alors, aprés avoir utilisé (2), (3)

: _ k q e
chsc,_qu @ (x,T) = By(x; a5 055 a0 15 o g) 5 §€92 3



on fera 1'hypothése :
A1(09 Os 0, 0’ O"q_l) # 0
¥
et on considérera le dé¢scriminant :

k .
(d'%rq-l'dl) (x, a5, o-j,dg_l) ,  Jjeq-2

A cause du théoréme de Hartogs, seule nous intéressera la plus grande hypersurface

incluse dans 1'ensemble analytique obtenu en écrivant que :

k 9 3 - q . .
d. Jao_q_l -8y (x, aj,a-j,o(q_l) =0 , Vo(q_l ;

on notera :

AZ (X’ ags 0':]) =0 ’ jsq—z

son equation, (qu'on peut déja choisir réduite) et qui n'est pas identiquement
vérifiée.
- On posera

8,(0, 0, o p) #0

On construira ainsi un nombre fini de conditions de Weierstrass, la derniére de
ce type s'écrivant :
les autres étant obtenues en échangeant le rdle des variables 23 et x° - Ef‘t3 .

On aura donc défini, par exemple :
A, (x, 2, o) »  J=q-4
£ J J

On déduit facilement de (2) que dans ces conditions, les (ag, ‘rj) définissent Tes

coordonnées d'un A -plan de ¢4 soit Fp s si

A (X’ alga O'J)E Aﬂ(x, F)=0 ’

£

on dira que le L -plan (x, Fb) s'appuie sur V.



5. - On note dans €9 Tj :'cj =0 ; T0 : ’rj = x° » les (g-1)-plans faces,
si x°#0 du "simplexe" d'intégration ; on définit naturellement ses arétes

TJ , comme dans (7).

Théoréme - Si on a 1'hypothése (1) et les hypothéses de Weierstrass, i1 existe un

n+1

voisinage ouvert S).o de € tel que I(x) se ramifie autour d'une hypersurface

de S)_O incluse dans :

{xeS’Lo ; une des arétes TJ du simplexe est telle que TJan

ait un point singulier, ou bien Vx a un point singulier z .

La démonstration s'appuie essentiellement sur deux propositions qui relient la

notion d'appui a celle de X—plan tangent.

Proposition 2 - Soit W un germe d'hypersurface analytique Tisse réduit de
dimension k non développable ;
Si F est un hyperplan tangent & W en un point quadratique et si F est un

hyperplan voisin de F transverse @ W , alors FaW est non développable

(dans F) ; de plus, si A_; (F,G) =0, (G hyperplan de F , F voisin de F) est

un germe d'espace analytique réduit, qui pour F fixé F # F , définit un germe
v ' -

de 1'ensemble FAW dual de FaAW , alors A-l (F,G) n'est pas réduit.

Conséquence 1 - Posons G = (Go,s), ol G0 est la direction de G représentée
par la forme n et s =<n,T3 sa valeur au point de contact de G , de sorte

que G a pour equation (en '?:') :

<'t'—'2.’,?7=0 s
ol
~
<2',|?>-S=0



Si Zl_l (F, Go,s) vérifie une hypothése de Weierstrass en s , on a :

d'iSCs A"]. (Es Go, S) =0 ’ VGO N

G. dans un voisinage convenable.

Conséquence 2 - On peut supprimer dans la conséquence précédente 1'hypothése
que F est tangente en un point quadratique, du fait qu'un

point général sur W est quadratique.

Conséquence 3 - Par récurrence, on obtient ainsi, que, si pour x , un ,ﬁ-plan

" (L<q), est tangent & V

3 alors i1 s'appuie sur V .

6. - Proposition 3
Soit V: ¢ (x,¥) =0, un germe d'hypersurface analytique en (x, 0)

dans Cn+1x ¢ , réduit ; on suppose que, pour tout x , ol Vx est lisse,
la fibre Vx est une hypersurface non développable. A : A (x,F) =0

(F hyperplan de Cq), est une hypersurface analytique réduite telle que :

¥ (x,F)e A , ou bien F est tangent & Vy » ou bien F passe par un
point singulier de V. . Alors si, pour x, A (x, F) est non réduit,

Vx a un point singulier.

Cette proposition est la conséquence d'un Temme de [4] , cf. aussi (1]

Ce lemme montre que si Vx » (x fixe) est un germe d'hypersurface de ¢9 en
réduit Tisse non déve]oppgble alors, dans un voisinage convenable de 0 , un
hyperplan tangent a VX en un point général & est tangent seulement en 2,

avec un contact quadratique.



Conséquence 4 - On en déduit que :

Si un X-plan (x, l-:e) .4 >q , s'appuie sur V et ne coupe
pas la partie singuliére de VX , alors il est tangent & Vx et
si (X, Cq) s'appuie sur V , VX a un point singulier.

La démonstration du théoréme 1 se fait alors par récurrence & 1'aide de la

proposition 1 en considérant 1'intégrale I'(x).

Une rédaction détaillée sera donnée dans une autre publication.
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