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Conférence n° 10

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES : Comportement asymptotique de la fonction

spectrale de 1l'opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété ayant des singu-

larités coniques.

PIIAM THE LAI et de Vesselin PETKOV

On considére une vari&té riemannienne compacte Y sans bord ayant des
singularités coniques. On obtient une asymptotique de la fonction spectrale
associée a l'opérateur de Laplace-Beltrami L sur Y. On en déduit 1'asymptotique

de la fonction N(N comptant des valeurs propres de L plus petites que )g.

We consider a compact riemannian manifold Y without boundary assuming
that Y has conic singularities. We obtain an asymptotics of Beltrami operator

L on Y. This enables us to obtain the asymptotics of the function N()) computing

the eigenvalues of L less that )?.

§1. Introduction

On considére une variété riemannienne compacte sans bord (Y,s) de di-
mension n+! 2 et on suppose que Y est 3 singularité conique c'est a dire que Y
est C¥, sauf en un nombre fini de points au voisinage desquels Y est un cdne. .
Sans restreindre la généralité, on suppose que Y a une seule singularité et s'é-
crit au voisinage de ce point Y = R+LX , ol (X,g) est une variété riemannienne com—

pacte sans bord ¢® de dimension n,et que la métrique de Y s'&crit
2
@0’ + £ glaw)

Soit L 1'opérateur de Laplace Beltrami sur Y et A 1l'opérateur de Laplace Beltrami
sur X. Dans -un systéme de coordonnées locales (x],...,xn) on a
" .
Ag = O gE ST
Au-ég*)(gﬁ,}’%u)

X

<3 N
| w = P R VR _fm)
- U - >r* + w2 2
2

On considére l'espace L (Y;dy) des fonctions de carré sommable sur Y (ou dy::gifjcirdx
au voisinage du point conique) et 1'espace d'énergie

10 < [ ool o B ¢ v
I1 est facile de voir que L se réalise comme un opérateur autoadjoint 2 o sur LZ(Y),
de domaine (L) =i u é-H](Y), Lué& L2(Y)u? .
Soit L = V/X.E (dA) la résolution spectrale de L.

L'objet de cette note est 1'&tude du comportement asymptotique de la trace du

noyau E(T; r, x; P ,y) de la projection E( J-w, ng ). Le résultat principal est le :

Théorcéme 1

1) Le spectre de L est discret et est composé de valeurs propres, de multiplicités

finies. Rangées en ordre croissant, les valeurs propres forment une suite (>\j)

qui tend vers +% lorsque j=> +% .
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. 0 < . -
2) Soit ;(x)é-C (X) a support dans une carte locale de X et ,((r)(E:D (R*) égale
d ] sur un voisinage de 0. Posons «f’=](§

I1 existe CO 7 0 tel que : pour rT >z C_, nous avons
n & Ont (’Z.'C)n -[n.&l)"
n c‘;'le E(T_;H.,x)'c,X); ¢ = { dgdg + O Y 4= |
o o N ’ A
CLA.
L, (1,x;3,5) <!

gg_Lo(r,x PR ;) est le symbole principal de L et O est uniforme en T, %, x.

o

Ce résultat implique le
Corollaire 2 oit N(t) le nombre des valeurs propres de L plus_Petites_gEg_Lz

R
L,

n
(\ ) (‘I;X)'ﬁ,f)

oli de" est le volume symplectique sur T*(Y).

Alors

Remarque Le corollaire est un résultat connu de M. Kalka - A. MdnIfoff (4) .
Ces auteurs ont fait 1'hypothése supplémentaire n > 1.

La preuve du théoréme | utilise d'une maniére essentielle la méthode
hyperbolique : on considére la solution fondamentale u(t;r;x;-f,y) de 1'équation

des ‘ondes Di - L.

On applique une idée de V. Ivrii(2)qui consiste 3 construire explicitement
une asymptotique de la trace u(t;r,x;r,x) en terme de singularités en t au voi-
sinage de t=o0. Notre construction utilise un '"'figeage' 4 notre avis inédit et la
transformation de Mellin pour la variable r. L'asymptotique construite ici, comme
dans le cas de V. 1lvrii, est composée de termes de singularités croissantes ;
cependant sa trace est composée de termes de singularités décroissantes.

On prend un voisinage de t=o sous la forme itfs:;L avec ¢ suffisamment
petit, ce qui explique l'expression du reste dans | . Nous espérons montrer pro-
chainement que 1'asymptotique reste valable pour t; & %, (indépendant de r) et

)

améliorer le reste dans (1) sous la forme O [krt:)éj .

§2. Localisation

2.1. On note {) une carte de X contenant le support de ;} _ (r,x

)

EEREFES

les coordonnées locales de R xf2 et Q =R x§L

" Soit u la solution du probléme de Cauchy :

on

Pu=<-o0 Le®R ,(xx)eQ
u,.,=¢
* qu| = o (n-p) $(x-y) (2,x) € R (5,406 &
t=0

est ammené 3 considérer sur Q 1l'espace

Lo (@) - g w j JQ ¢ 1ul® 4 <oof
ot

ol & est le poids ¢(r) =1
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En appliquant la théorie variationnelle, on montre que le probléme (2) a une

-5 —
solution unique dans c (o, 7], H o’ (Q)) avec Sy % ot
0,-& — \ T o .
Hrz. ((x) désigne l'espace { w (H\/-A ) u é L" (Q)}
)
D -S . -
Si : u € H pour un certain s,on dira que u vérifie une condition d'an-

nulation de type de Fuchs au voisinage de r=o.

2.2, Pour (f,y) fixé dans J , on considére 1 opérateur figé P défini par :

— Dy, D
P:.D: ['r.D-‘f' ‘,2 Y D)

on considére la solution u du probléme (2) avec P remplacé.par P et avec la
condition d'annulation de type de Fuchs au voisinage de r=o.

Notons K = P-P, et E la paramétrix du probléme

‘( F‘w: f WL‘_:D = bf.w‘t___o =0

Z condition de type de Fucihs pour w

En notant 4= E 5(’: f)g(% y))ll est fac11e de voir que pour tout m €& N, on a la représentation:
m

- m+l

3 S BT (ER) e
K=o , - nt
Par le changement de fonction v =4 " T , on voit que v s'écrit
f'.‘ — ,\ — AI’i‘Yl
4) v/ (EN)T 4+ (ER) v
[ e
ot 1'on note P], ‘F] les opérateurs P et Favcc n=] et K] = ;] - Pl’ EJ la
paramétrix de Pl' -
Pour K] = Pl - Pﬁ;, on développe
> < b2
B . ) ) .
K.-"—‘; E 61 B (x g) (L"ﬁ ) D + > CA(ch_f_)}-(tl)l) +4“
A& 4 Hlalgm *“Bid 1<y m
os!Bls2 7 E 2 -‘
S a4 D 4+ ¢ l,\”‘ \,1\ 11
+ — R4 M
oIple2 . Lorp mat 2lleg 2| )
. m+l 5lleg £ . _ O( oa I 2
avec a = 0 (\'14(” + | LC_‘J ;_ ‘) e 3z ) b Ml l 7 7"
¥ ‘ .m
eqe - . : 7] .. £
(On a utilisé la formule L = 1+ 2 LOQ{ +---t ! (L";'-,—i + reste) .

Suivant aprés la procédure d'Ivrii, pour calculer v, on annule v pour t<o, on note
Vo la fonction ainsi obtenue et on effectue la transformation de _Fourier X=> ; .

. Mellin r+{ et Fourier-Laplace t—»>2 pour Im 2 <o .

La transformation Mellin pour une classe de distributions est introduite
par 1'un de nous et ses propriétés importantes sont rappelées au §4.

On obtient facilement "

—

FE - £ S o)

(]

T I e MW T A e %

R e e i i e A A TR 4T G Ay YA L S S N P

a7 3 s b

. .
g g -

R T
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La transformation de Mellin-Fourier-Laplace notée #¥F transforme g(’hﬁ) 5(’7&5})
-i3-0 -yl ‘
en ‘o e ,

» l'opérateur E] est transformé en la multiplication par _F

‘ v
2 ; 2_2 ) . a A\ .
oi fi= S + A\‘g@)-j’ﬁ el x-4 en l%-éi > L“g 3 en o - L°é’_r’
. ‘ oo § IR
On attribue & un terme de type E] (X-—('j) 03 ?) Dx le poids
4 2 ~ .
w2 1"«“} _ JE', et 3 un terme devtype E1<Lo§ i) (/’z D@'H) le poids
o ’ < ‘

W= 24 (} .

I1 est facile alors de montrer par récurrence que .\_r:) a une asymptotique
‘dont . chaque terme a une transformation 4F de la forme

g g = b
(5) - ff e § "1 0
ol CC est un polyndme homogéne en S, § , de degré ¢ vérifiant
'ZC“CE = w2 , poids du terme correspondant.
Soit }“(f‘xj)zg)les racines par rapport i 5 de 1'équation p=o telles qut
+lm A, >o.

Le théoréme 4, du §4 permet de montrer par 1'inverse de Mellin, que la trace r = d'un
terme (5) est donnée par le résidu :

' -1~ -

¢ (o |Ce- )
(o [¢E-10 ]

zZ= h.}.

(r=;>) a unc asymptotique dont chaque terme a une
transformation de Fourier-Laplace

i=! __‘11’; -
. 2
—_ tf’ (’ & )l D

+ £

‘avec D{; positivement homogéne en § de degré

2*‘4{ = uy+i

On voit donc que v

de vérifiant

. - . - . 5
En revenant a u, on voit que u a une asymptotique dont chaque terme a une trans-

formation de Fourier t-»t , x—$§

-t B “ -
Iy ' 2 2 2 , |
6D g[rz(t-io) CNywy] t- [y (t+i0) -A(g,g)]

Ll

od 0 est la fonction égale 3 1 sur _/_\(z’!§)\<f'-t2 , nulle ailleurs.



En revenant 3 X et en prenant la trace x=y , on obtient des termes de types

n-4- %
(6) -ipoa (sy5804) (prt) Ogk < mal

avec ak des fonctions bornées. nl

Un calcul précis du terme principal donne - lf (fl‘cl) O avec

. l ) 2
7 = —— 1~ Alys)) 48
(7 d° (2‘-‘)“ f ( y )

T A S

On a le :

Théoréme 3

Avec ¢ et X comme dans le théoréme 2, soit GCOC ‘R) 3~ ‘1 pour Itl <
S et f 1 soit f pour

. _ g +
et R=c pour Jtl>1et soit ﬁto (8) = B ( E—)
11 existe £ >0, C>¢ telles que pour ’Lf‘cl) C.o on a
btk o /] B . / = m-1-4 \ } n-m-ll
— , . C + O
(8) ﬁ{ou (T; X% x)s -2 ;\:_\ a&(q,x,i,x)(rrh?/ L
avec ’{c =& , O étant uniforme en i ,r,x

Le terme principal ao' est donné par (7).

2.3. Preuve du théoréme 3.
Dans le développement (3) de u, on note par Uk le groupe des termes de poids k pour

k & m et tous les autres termes étant 1nc1us dans le reste U . On a

+ ]
/ /
(9) U= L/o+(,4+« L/"‘b <
Pour £, >¢ assez petit, on montre que la trace de u a la singularité normale au

sens d'Ivrii dans un voisinage ftl$§o , c'est d dire qu'il existe s, tel que

& L E
(10) (t‘Dt.) ‘-L'(b.ir‘,»"j (YC r}(" ») VJCJN , uniformément par rapport i r,x

La formule (6) montre que la trace de chaque terme U , o ¢ k<s m, a

k
aussi la singularité.mnormale. En tenant compte de la propagation de singularités

‘[’cf (4)} on montre que WF vérifie

WF () N £¢<{ est, 1tis ey C
§ (3908 5308,049)5 U= £]4 - yl+(~ l§+wl+l§+9l)( S +l§|) £

En utilisant cela et une inégalité d'énergie pour le probléme de Cauchy dans
des espaces du type du paragraphe 2.1, on obtient. ceci : (9) est une asymptotique en

termes de singularités décroissantes en t, dans un voisinage |l|l< &4

Chaque terme de (9) est calculable par (6) et on obtient facilement (8). Finalement,

~o
on observe que la restriction H,];;io'z, sert seulement 3 1'étude du terme Um+l’



-6 -

(Nous espérons, dans un prochain travail, montrer que, dans (3), on a une

asymptotique pour |[t| <& ).

3. Preuve du théoréme 1 et du corollaire‘Z

On montre la partie 2. Pour cela, on observe d'abord que E(<;r,x, ‘J,y) est le
noyau de E (:]oo} t*] ) relatif i la normalisation L (Y,dy)

Si 1l'on note par E('C I,X, ,y) le noyau distributeur de E( ], T *1 ), on a dans

une carte Q la relation
S

T g}‘ E(e;n,x,%,x) = E ()%, % %)
le théoréme 3 donne : _
' A ~ - o~ o
f@to \t_/.c)alE(fL;z,x)z,x)/u 71: ﬁtou, (T;a,x, %) |
Co -
~ %—[ab(ia/xjh,x)(‘l»t) + 4y (‘Lt) + J
et d.'aprés (7) on a : ,
4 o) = &
—ﬁ“ Q, ('“L,X} X ’ = dt
avec
V(IJ ( )'\4' d; Jg
Lo (2,x;%,%)

Comne L'o; s, , un théoréme taubérien (cf V. Ivrii (2)) donne le résultat.

Pour le corollaire 2, on utilise une majoration uniforme :

E ¢ C<™ T,
('C}T,X,’C,X) N -c t/ ©

\%

oli C est indépendante de r,x, T¢.
Cette majoration est une conséquence facile d'une estimation du noyau de 1'opérateur

de la chaleur associé a L, donnée par J. Cheeger - M. Taylor (1).

4, Transformation de Mellin

Nous énoncons le résultat suivant de la transformation de Mellin décrite
dans Pham (6). C'est une adaptation des résultats de J. Leray (5) sur la transfor-
mation de Laplace.

Pour une fonction & définie sur R,, on note
00

(11) Mu (5) = f o5 (%) é%

0

Soit I un intervelle ouvert de R. On note /‘(/(I) 1'espace des distributions o ¢ ;7)’(';:2“)

vérifiant : quelque soit 1'intervalle J < I, il existe un polynome P et une fonction

p, dépendant de J, telle que

P(»D,) B aw  seng ol P(R.)

3,;)1;]« . l }Lyﬁ("() lzéé £ 0
< R,



/ . , .
On note (1) 1'espace des fonctions holomorphes F dans B(I) = {566 > o‘mS eIS

i croissance lente c'est 3 dire: quel que soit JC I, il existe un polynome

g J l F(3)
P(3)
#0 ey
/
Alors la transformation de Mellin (9) est un isomorphisme de /% (I)

10/ ~
sur )@ (I) et /Z est donnée par

M - J_f v Fisidg

Al L

Le chemin d'intégration L &tant une droite Jmg = 6I, 1'intégrale ayant
¢

P tel. que 2
A3 <o

le sens suivant :

, S Tie
P(ADA) - j (= '(S) AS
) P(3)
rMp! ' . p
On note, pour g¢& I, dg(l,o') 1'espace des fonctions méromorphes F dans B(I1),
a croissante lente et ayant un nombre fini de pdles sur Im3= 0" et on note

‘/L,(I, ) 1'espace des couples de distributions u = (u+,u’) définies sur ,.R+, image

de Mellin inverse c'est 3 dire, pour F C?G/(I,c‘) : ) ¢
: . : l$ ,
S v - = ] v? (3 d
u+.—_,1_J v ” F13)ds “..";,E;;J 50e
m
2 Il'«tS: 34’ A Ih’\g: d-‘
oii y, € 1 avec 2~<0‘< Y,
*
On a le :

Théoréme 4

/
Pour F 6:76(1,6")) on a : :

w_ - u+ = 1 Z nes [’l‘.g F(é)]

gEx_Zest la somme des résidus se trouvant dans B(I).
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