BERNARD HANOUZET

JEAN-LUCJOLY
Formes bilinéaires compatibles avec un systéme

Journées Equations aux dérivées partielles (1982), p. 1-5
<http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1982 A19_0>

© Journées Equations aux dérivées partielles, 1982, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Journées Equations aux dérivées partielles » (http:/www.
math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1982____A19_0
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Conférence n° 19

FORMES BILINEAIRES COMPATIBLES AVEC UN SYSTEME

par B. HANOUZET et J.L. JOLY

n
1. Soit A(D) =

n
A, D, avec AiG»WZMN(C). On pose A(E) = T g, A
i=1 i=1
N
Soit f: C ><...><EN-*E une forme k-linéaire et on cherche sous quelle con-

dition f définit une application continue - encore notée f -
£ @ W(A,X,Y) x «.. x W(A,X,Y) — &' (R™)

(ul,....,uk)k———§ f(u1,...,uk)

ou W(A,X,Y) = {u€X,A(D)ucyY} .

P . . . . i<
X et Y étant deux espaces de distributions contenant les fonctions et X, 8>

et tels que el\)<x’§>

-0 lorsque v-oo.
I1 se trouve qu'une telle exigence limite en général beaucoup
les applications k-linéaires admissibles ; en fait les formes k-linéaires f

sur EN doivent vérifier la condition nécessaire suivante
n k
V'gl,---,ng]R 9 Zlg.lfo [] Z§.=0 [
1

f(Ker A(E ),....,Ker A(E )) = 0 ,

iv<x,§i>
qu'on obtient en considérant les suites : u;/=e p, , avec piE Ker A(§i).

De telles formes k-linéaires, on dira qu'elles sont A-compatibles.

I1 est facile de remarquer que la A-compatibilité entraine en général une
limitation sur le nombre de variables.
Ainsi il existe un sous-ensemble Ve R" \{O} de dimension m possédant la

propriété que le cone
U Ker A(E)
gev

engendre EN tout entier, alors il n'existe pas de formes k-linéaires

A-compatibles a plus de m variables.



En particulier, si A(D) définit un autre systeme fortement hyperbolique

n
A(D) IDt+ .2 Bi Di
i=1

avec B(g) Ti(g) mi(g)

I
M2

i=1

ri(g)eR , 1si<N

mi(g) mj(g) = 6ij mi(;) , 1<i , j<N ,

alors 1'ensemble V associé a un §062Rn \ {0} , et défini par
vV = {(50,11(50))3""(goaTN(go))} [

permet de voir que les seules formes A-compatibles non triviales sont néces-
sairement linéaires ou bilinéaires.

On trouvera des exemples de formes A-compatibles correspondant a des sys-
temes classiques dans Tartar [3], Murat [2] et Hanouzet-Joly [1]. Indi-
quons seulement un des exemples les plus importants, qui concerne les sys-
temes différentiels extérieurs, ou on sait décrire 1'ensemble de toutes

les formes compatibles : celles-ci s'obtiennent comme combinaisons linéai-

res des coefficients de tous les produits extérieurs non triviaux.

2. UN RESULTAT DE CONTINUITE POUR LES FORMES BILINEAIRES COMPATIBLES
DANS LES ESPACES DE SOBOLEV.

Théoreme : Soit S ti’ i=1,2 des réels vérifiant

Syt S, <O

S, + t2 > -1
s2+t1 2 -1

S, 2 t1 2 s, - 1
s

> t2 2 s,-1 .

2 2

Alors pour qu'une forme bilinéaire f: EN><EN-E définisse une application

continue



Sy t Sy s, ¥s

£ W(AH (n)u (R ))xW(Al—I (n)n (m))-—)nloczn“)

~ " _ _
ou s *s,={s=s,As,As, +s ,

1 2
il faut que f soit A-compatible et il suffit que f soit régulierement

n -4 €0
_.5 ! }

A-compatible .

' ' s, ¥s
Remarques : 1) Quoique 1'espace d'arrivée H 1 (R") ne dépende pas
des deux indices t1 et t2, ce résultat est optimal dans la classe des

systemes généraux : cf. [1].

2) Il n'est pas optimal pour les systeémes elliptiques

(évidemment) ou hyperboliques.

3) La démonstration repose sur le fait que si f est
A-compatible et si f(p,q) s'écrit (p,Fg) on a la propriété
¥ E£0, J G(E) et D(§)€EmMN(E) telles que

(1) F = tA(g). D(§)+-tG(§). A(g) .

On peut maintenant expliciter la derniere hypothese de 1'énoncé du théoreme :

on dira que f est régulierement A-compatible, s'il existe une famille de

solutions de (1) : € (G(E),D(E)) homogenes de degré -1 en € et bornées
sur |§|= 1. La démonstration se fait en utilisant 1'effet régularisant

via Fourier de D(§) et G(E) .

3. DEUX REMARQUES CONCERNANT LE CAS HYPERBOLIQUE.

On suppose A(D) fortement hyperbolique. La solution du pro-
bleme de Cauchy

(2) ' ,{

~ @ ~
s'exprime, a C pres,

A(D)u =0

u(0) = e & (RM)

N i(<x,e>-t 1, (€))
u(x,t) = £ [e 7 ) B ag
k=1

1'intégrale ayant le sens d'une intégrale oscillante. Soit f une forme



bilinéaire, alors formellement si u et v sont deux solutions du probleme

(2), on écrit

i[<x,§+n>-t(rk(g)+r£(n»3

flu,v)(x,t) = ¢ jj e f(wk(g)Q(g),uw(n)$(n» dge an -
k,4

Pour donner un sens a cette intégrale, on doit regarder le comportement

de 1l'amplitude au voisinage des points critiques de la phase

&4 = <x,§+ﬂ>-—t(rk(§) +1,(M))

définis par

o¢
k4
ax:§+'n:0

X @ m o= 0 .

Si f est A-compatible,

§+n =0 N Tk(§)+"|:£('n) =0 % f(mk(g),mz('ﬂ)) =0 9

et par conséquent 1'amplitude f s'annule sur les points critiques en général

a un ordre fini sauf si n=1. Dans ce dernier cas, au contraire le support
conique de f(mk(g),mz(ﬂ)) est contenu dans {(€,7)/€.M=0}, donc bien disjoint
de 1'ensemble des {(E,M)/E+ TM=0}. Ceci permet de voir - d'une fagon un peu
compliquée ! - que f(u,v) a un sens des @“CRz) pour des données initiales

des €' (R) , mais surtout de comprendre mieux la propriété de A-compatibiliteé

avec un systeme hyperbolique.

La deuxieme remarque concerne le comportement quand

t » » du produit f(u,v).

Supposons que u et v soient solutions de (2) avec des données initiales

?® et ¥ telles que ¢ et | soient dans & @®" \ {0}).

On sait alors que, par exemple u, s'exprime exactement sous

la forme précédente :

u(x,t) = & uk(x,t)
k
i(<x,E>-t rk(g))

uk(x,t) = f e mk(§) $(§) dag

et que moyennant des hypotheses de régularité classiques sur les Tk ,



n-1 . x k k
o ipt[ (<=6, ,,>=-71 (0. ,.)]
uk(x,t) = (-{) 2 mk(el;/t) \Vk(x’t)f e t'x/t k "x/t
0

[y

T . _u(aK n+1
7 sigT (ex/t) ——

2

i N k k 1
" —_—
e @(p(ex/t» det T (p(ex/t))dp+-0«t) )
ou x/t'--oex/t(ESn“1 est uniquemeht définie et différentiable dans un voisi-
nage de la k-ieme nappe du cone d'onde qui contient le support de la fonc-
tion tronquante Wk'
n-1

donc u, est en O((l) 2 ) et par consé-
n—l)

Ce résultat dit que U

quent si f est une forme bilinéaire en général f(u,v) = O((%)

Toutefois, utilisant 1'écriture explicite de chaque u, , il est facile de

k
voir que

n
1 .
flu,v) = O((;) ) <& f A-compatible ,

ce qui semble indiquer que l'interaction quadratique décrite par f est

plus faible si f est A-compatible.
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