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Conférence n® 17

INVERSES D'OPERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES
A CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE VARIABLE

DANS LA CLASSE DES OPERATEURS DE VOLTERRA

par D. GOURDIN

I. INTRODUCTION

L+
On se place dans des bandes X = [T_,T+]><I@ c R 1 de largeur T+ - T

finie ou non ; le point courant de X est x = (xo,x') avec X_¢€ [T_ ,T+] et
x' EIRQ .
< . * L+1 .
Les élements du fibré cotangent T X = X x R sont notés (x,g) avec
L +1
£ = (go,g'), EOEJR, £E' €R ; E=IR2 \ O et E'=IRQ'\ O . Le champ de

covecteurs ,j'= (jx) avec Cg:de coordonnées Eo = 1 et g' = O représentera

X € X
le champ des directions d'hyperbdlicité pour les opérateurs aux dérivées partielles

considérés par la suite dans X.

=

On étudie deux cas d'opérateurs hyperboliques relativement a .7 , a

o]
coefficients réels C (X) vérifiant des hypcothéses de stationnarité a 1l'infini [2],

représentés par une équation du second ordre dans le premier cas et par deux

équations du premier ordre dans le second cas.

Hypothése 1 : Le déterminant caractéristique peut s'écrire sous la forme
.2 ' !
1, - A Gg"N) g - Az(x,g ))

oﬁkj€6°];(Xx ') (§ =1 et 2).

En notant
. . _ *
Aj(x,g) = go - Aj(x,g ) ,:Mj ={(x£) €eTX, Aj(x,g) =0},

on suppose de plus que l'ensemble des points critiques N M1 n M2 #0 .



Sous cette hypothése 1, on a une 2éme condition nécessaire d'hyperboli-

cité donnée par V.Ia. Ivrii et V. M. Petkov [6]
%6 elet {a, 8336 =0 =K&E =o

ot X est le sous-caractéristique de 1l'équation ou du systéme considéré.
Petkov [14] a conjecturé la condition suffisante d'hyperbolicité suivante (voisine

de la condition nécessaire) :

(L) "il existe un symbole c d'opérateur pseudo-différentiel sur X tel que

X = c{Al, A2} sur A"

Dans cette formulation générale, cette conjecture n'a jamais été démontrée a
ma connaissance ; seuls de nombreux cas particuliers ont été examinés :

V. Ia. Ivrii [7] établit la C.N.S. d'hyperbolicité forte :
{a,8} #0 sur Y&

V. M. Petkov [13] et Y. Ohya [12] montrent la condition suffisante d'hyperbolicité
faible suivante : " JK et {Al' A2} nuls sur ¢4n“ (cas involutif).

T. Nishitani [10] améliore cette condition sous la forme :
X -1
5 {Al' A2} sur N

Ces conditions suffisantes d'hyperbolicité faible ont été étendues au cas d'un

systéme de n équations dans [1] sous la forme :

X = t% {Al' A2} sur N".

Aprés les travaux de L. H6rmander [5] et Vv.Ia. Ivrii [8] établissant d'autres

5 (ef (1))

*
et utilisant la géométrie symplectique de T X, R. Lascar [9] a construit

conditions suffisantes d'hyperbdélicité portant sur K , le hessien de P

une paramétrix microlocale sous la condition nécessaire d'Ivrii-Petkov citée plus

haut et sous la condition



(1)

(L")

!

{AJI{AllAz}} (X:E) # o (:I = 1,2)
*
Vix,E) € P= {(x,E) €T X ; AE =4, (x,8 ={4,8,} (x,£) =0}
dans une situation ol les formes normales du hessien aux points caractéristiques

doubles ne sont pas d'un type constant.

Nous allons examiner un autre cas particulier de (L) lorsque
{8, {8,,8,}}x,8) =0 sur L

Ce travail a été résumé dans une note aux Comptes-Rendus de 1l'Académie des Sciences

[3] et doit paraitre au Bulletin des Sciences Mathématiques [4] .

II. CAS D'UNE EQUATION DU SECOND ORDRE

§ 1. Hypothéses et résultats

On note :

13 o - :
D, =3 il D' = (D ,...,Dg), D = (D_,D').

P(x,D) = P2(x,D) + Pl(x,D) + Po(x,D) est la décomposition de P en opérateurs

différentiels & symboles homogénes en & de degré successifs 2, 1, O.
_-2 — - ‘l S
P, (x,8) =1 Az A1 avec Aj(xlg) = Eo lj(xng ) (3 =1,2).

82
a—ga——g‘xm P2 (X:E)

I ™M

Vg E) = -1
x(xlg) = Pl (XIE) = Pl (xlg) 2

a=0

HXEothése 2

Il existe O constante réelle et § € sé(x X E') (espace de symboles d'ordre O en

x' [2] ) tels que :
(N 4 L= 20 {A ADx; & =X,E) = 8(x,8) (A, - X)) (x,E") .
2 1" 72 ' %o 1’ ! 1 2"

On montre que cette hypothése est équivalente & 1l'hypothése de décomposition de

P en opérateurs différentiels en X et pseudo-différentiel en x' suivante



Lemme 1 [3]

(If)¢::$- il existe &« constante réelle et des opérateurs Bj = i(Do - Aj(x,D'))
ol Aj(x,n') est un opérateur pseudo-différentiel de symbole principal kj(x,g')
tels que

(2) P = 82 31 + a [31, 32] +r dans X

ol r est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre O en x'

Hypothése 3
) {%orsque 0 2 0, il existe B et Y constantes réelles telles que 82 + 4y =2 O

et {{a, , A1} ' A1} = B{Az, A1} +v( Az- A

ou

2

{Lorsque o<1, il existe B et 7Y constantes réelles telles que 82 + 4y 2 O
(c" — -
et {{ A Az}' A2} = 3{A1' A2} + Y, - A ).

.

On considére les espaces de Sobolev suivants

7@5 o [T_,T+]><]R£) ={ue€ L2(]—°°,T+] ' HS(]RQ")) i suppuc[T ;+e[ X Y .

’

L L
# (1-=,T ] xR = Y K, leT] x '),
+
L 2 ) 2
]gs’o([T_ﬁ of xR”) = {u € Lo (R/A(RT)) ; suppu < [T_,+=[ x R },
- . y =
7§,k(X) = {u; Dou € %s—j,o(x) pour j 0,...,k} .

On obtient alors le résultat suivant

Théoréme 1 [3] : Sous les hypothéses 1,2,3 le probléme de Cauchy a "données nulles"
3 Py = f (f € # _(x
(3) Y 2 o)

posséde une solution et une seule y € 2%—[p ] (X) avec p =0 si (C)

:P+1‘[ p ]
est vérifiée et p=1-a si (C') est vérifige. ([p] = partie entiére de p ).




§ 2. Démonstration du théoréme 1

L'idée est basée sur le lemme suivant, dont la démonstration est évidente

par récurrence sur n € N et on utilise une méthode voisine de celle d'Ivrii [7].

Lemme 2 [7]

(1) Soit Q = 32 81 +n [31,82] (n € N) tel que
(ii) [aj’ [811 82]] =0 (J = 1,2) .,

-n n _

(iii) :dlors 81 o} 31 = 32 81 .

b

On va généraliser le lemme 2 pour qu'il s'applique & la décomposition (2)

en utilisant 1'hypothése 3 qui est plus faible que (ii) . On obtiendra une &égalité

analogue a (iii) qui permettra de résoudre le probléme (3) en calculant les

. = . N P a
inverses a droite et a gauche de P. Pour cela, définissons 81 avec 0 constante

réelle .

® Dsfinition e 3/ [7] .

Elle s'inspire de la représentation de Riemann-Liouville des opérateurs de dériva-

tion

(e}
p® u(x ) = — £ 71 ) (x_ - t)dt Vmetn € N
o o (m-n) ! o o
o etm > n .
On en déduit la représentation suivante de 8? (o €R) .
+ ©
(4) ai‘ = ! (m-0) Jf gmmo-l u, (£) a’f at
o

VmEN tel quem > Q avec Ul(t) semi-groupe de générateur - 31 [15] .

Existence de (4) : On utilise les classes suivantes d'opérateurs de Volterra

.£t’m<x) = . D]R & (;Kslk(x),iés_t’k_m(x))
k=m ,m +1,...
+' ¢

(t € R est l'ordre global en x et m € Z 1'ordre partiel en x im = sup (m,0)),

avec



%(%s,k(x), 7

(x)) = {a opérateurs linéaires continus tels que
s—-t,k-m

L 2
supp u CV[T,+°° [x®r = suppau clT,+e [xRr "}

sur lequel on met une topologie d'espace de Fréchet (de Banach quand X est de largeur

finie) définie par les semi-normes

I|a"X',S,k =IIY’X'Xa" ;6(a% k(x|)'5%

s__t,k_m(x'))

ol X' est de largeur finie et X' € X et Y’X' a désigne la restriction de a a X'.

X

b2 x)= {a €L (x); lal _,
m X

L
'= W2 T'"] XR < X
iy : — 5 o0 , vx'=[T!,T]

'S,k ' '
T'-T'=0
+ - Vs € R,Vk=m+,...}

Propriété 1
o o
* o c :g
:Gt;m ;Gt',m' t+t',m+m’'

* Lt m(X) = {opérateurs pseudodifférentiels d'ordre t en x et m en X de
symboles dans St.n}XXE)prolongeables en fonctions analytiques de EO dans
’
c—\R}C;gt:m(x) ot ¢_ ={z€¢C; mz<o0}.
*

- o . c
Les opérateurs du type I+A avec A € :Go o(X) sont inversiblés sous la forme
Z

I+B avec B €5° (X) .

’

* U0 € N cp([o,+°°ﬁ,:8pp(X))

p EN !
* s = : > " | R ' [}
YX'X Ul(t) 0O sit T+ T' largeur de X', V X'c X .
Alors 8“ a un sens comme élément de & (X) car c'est
1 ([al+ D, (fal +1),

1'intégrale d'une fonction continue sur ]JO,+*[ & valeurs dans

2

X) convergente en O (m - 0-1> ¢ 5 1'4nFing ' -
( [a]+1)+x[a] +1)+ (‘) g9 ( 1) et a 1'infini d'aprés les

propriétés de Ul(t)'

Propriété 2

o o
* 31 est indépendant de m € N tel que m > 0 et 31 € d% )

[oz]+1)+, [a] +1 %

¢4
* 31 est un élément d'une classe LS K € (Ul'x) formée par les opérateurs intégro
14 ’
pseudaosdifférentiels de la forme
+ 0o
(5) A(x,D) = I a(t,x,D)U, (t)dt
o



ou a(t,x,D) € Ls

4

e . l1-e+q, d |, g
k(X) vérifie : t (:ﬁ;ﬁ a(t,x,D) € Lw(]O,T],LS'k(X))
pour VT >0 et Vg€ N.

o
- i >
81 € L[a]+ 1’[a]+,1’€(Ul,X) (Ve , 0<e < [a] +1 o) sia=o0 et

o
, o <
31 € Lo,o,e (Ul,X) si 0.

*
LS k(x) cL

, st ket e UprX) et L (U %) c;ﬁ:’k(x)

’

* L'ensemble des opérateurs intégro-pseudo-différentiels attachés au méme semi groupe

U1 forme une algébre de composition.

@ Réductions sur P

On a d'abord un lemme généralisant le lemme 2

Lemme 3 [4]

Sous les hypothéses 1) 2) 3) on a :

, _ =0 o _
(6) P' = 81 P 81 82 81 + r + R1 + R2

(resp. P" = 8_(1_a)P 31_d =9, 3, +r' + R' + R avec
. 2 2 1 72 1 2

] ]
r et r'€ Lo C)(x) ,R1€L1 Oll(Ul,X),R2€L001(U1,X),R €L1

,0, 1 0,1(U2'X) et

14 ’

’

]
R2 € L0 o

’ 14

1 (U2,X) .

Ce lemme est long a démontrer ; le commutateur disparait de (2) mais il
vient & sa place dans P' et P" un terme intégro pseudo différentiel d'ordre
global 1 en x et d'ordre partiel O en X (les autres termes sont négligeables) ;

on va le faire disparaitre en utilisant un deuxiéme lemme de réduction.

 Lemme 4 [4]

Sous 1'hypothése 3 (c),ak)etlg € I%) 1(U ,X) dont les noyaux pseudo différentiels
’

1
’
admettent le méme symbole principal bo(t) indépendant de x et £ tels que

(7) (1:+19)(32 81+r+R1+R2)=(32 31+820 + s+ S)(I+b)

avec O et S dans Lo

i ,o,1(U1’X) et s € Lo,o(x) .



Sous 1l'hypothése 3(C') on a un résultat analogue.

C) Calcul des inverses de P

Proposition 1 [4]

Sous les hypothéses 1) 2) 3) il existe des inverses a gauche xﬂ% et & droite

R, depP de classe &° X) avec = & (res =1 - oa)si (C res c'
*a / [p]’[p]_l() P (resp p ) (C) (resp (C')
est vérifiée.

Preuve (prenons par exemple a = 0)

D'aprés (6) et (7) on a

(8) (I+Db) azo‘i p % (1+'15)“1 = 9.(9 +0) +s+8S =p"
1 2" %
Soit
= [t .

-f(’j Jo Uj(t) dt € Lo,o,l(Uj'x) ; alors
(9)

3. R.= R o5, =1 (3 =1,2).

i 3 3

D'aprés (8), (9) et la propriété 1 ,

1 - - -
ad = ‘Ql(I + c-fl} 1 \%(I + (s+S)‘?l(I+0f1) 1 ‘//az) 1 existe et représente un
inverse & droite de P™ dans X .
a = -1 n, -0 . < .
Donc J?d = 31(I+-b) J?d(I4-b) 31 est un inverse & droite de P dans X ;
on a de méme un inverse a gauche Clg de P. D'ou l'existence de la solution

y = a;f de (3) et son unicité.

III. CAS D'UN SYSTEME DE DEUX EQUATIONS DU PREMIER ORDRE

Soit
h(x,D) = h, (x,D) +h (x,D)
o
l'opérateur de ce systéme décomposé en opérateurs a symboles homogénes en £ de degrés

succassifs 1 et O .

On note



9

( Hi H1
hl(x,g) = iH(x,E) = i ( 2 2) la matrice caractéristique et
H H
1 2
Ai A;
A(x,E) = la matrice des cofacteurs de H .
(1o)< A2 A2
1 2
_ .2 : - _ ' —
det H = i A2 Al avec Aj(x,E) = Eo Kj(x, £y (3 =1,2),
5fle polynome sous caractéristique associé & h [1] .

Hypothése 4

Inf {IAi (x; Xj(x,g'), EYl ;x€x , &'l =1, j=1et2}> 0
Théoréme 2 [3]

Sous les hypothéses 1), 2), 3), 4) le probléme de Cauchy

£y

f

(11) hy = £ dans X avec f = (
2

) ,fj € ;@; p(x) , posséde une solution
’

Yy
et une seule y = 1 avec
Yy

yj € 5Z£_1_[p],p_[p](x) et p=0 (resp 1- o) si (C) (resp (C')) est

vérifiée.

-

Preuve : ( on prend le cas o 2 0O, le cas o < 1 est analogue).

1
1 1 1 1
a a2 a 1 a 5
L'hypothése 2 équivaut & l'existence de a = ( é 2) et a' =( 5 2)
a1 a'1 a'

)
différentiels en X et pseudo différentiels en x' d'ordre 1 (de symbole principal

commun A) et des opérateurs Bj = i(DO - Aj(x,D')) tels que
(12) k =ha= ( 32 31 + a[al,az] )I + r
(13) k' = a'h = (32 31 + a[al , 32]) I +1r'

avec r et r' matrices d'opérateurs de Lo (x).
’
Comme dans II, on calcule un inverse & droite 5@& de k et un inverse a
gauche 5?é de k' ; d'ol les inverses .ﬁ% = a &% et CZ; = C?éa' de h et l'existence

et l'unicité de la solution y = 62df de (11).
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