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Conférence n°® 10

DEUXIEME MICROLOCALISATION SUR LES

SOUS-VARIETES ISOTROPES

par G. LEBEAU

§ 0. INTRODUCTION

La notion de deuxiéme microlocalisation le long d'une sous-variété invo-
lutive réelle a été inventée par M. Kashiwdra [cf. J. M. Bony 1] et ses aspects
algébriques ont été développés par Y. Laurent [3] . Dans [5] , J. Sjdstrand a
construit, en utilisant ses propres techniques, la notion de deuxiéme front d'onde
analytique sur une sous-variété lagrangienne réelle. Les résultats (a paraitre) que
nous donnons briévement ici montrent que les idées et méthodes de [5] , ainsi que la
théorie géométrique de P. Schapira [4] permettent naturellement de construire une
deuxiéme microlocalisation & partir d'une sous-variété isotrope réellé.

Cette notion a été développée pour traiter certains problémes de diffradtion
pour les opérateurs P du second ordre, de type principal réel lorsque toute une
bicaractéristique de P est contenue dans le bord, et permet d'étendre un théoréme
de Kataoka [2] sur la diffraction aux géométries non strictement convexes.

On utilise ici systématiquement les espaces H@ de J. Sjdstrand [5] :

Si X est un ouvert de ¢n, et ¢ une fonction continue sur X, & valeurs réelles, une
fonction u(x,)\) définie sur X X Ig_ , holomorphe en x appartient a Hw(X) si et seule-
ment si

0.1 Ve>0,3Me), A>Ae) = V x € X lux, )| < e MO

Pour u € Hw(x), on définit son spectre, SS(u), comme étant le fermé de X complémentaire
des points au voisinage desquels on a une estimation 0.1 avec ¢ remplacé par ¢ - C

ol C est strictement positif. Lorsque ¢ est pluri.sous-harmonique stricte} la 2-forme
de Lévi %— 58w munit X d'upe structuri symplectique réelle, et les élements de H
jouent le rdle des microfonctions sur T I{?'. Pour I sous-variété isotrope de X

pour %-53@ , on définit au § 1 la notion de T-analyticité et c'est cette notion
~gqu'on microlocalise en associant & tout élément u de H(p un deuxiéme micro support
qui est un fermé d'une variété analytique réelle de dimension 2n, notée ?’, construite
au § 2. Il est remarquable que ? soit munie naturellement d'une structure symplec-

* o
tique homogéne, et on a une injection canonique de T I dans [. Dans le § 3, on

énonce les deux théorémes principaux, régularité microanalytique et Watermelon, et



on donne dans un cas particulier l'expression d'une transformation intégrale de type

Bros-Iagolnitzer qui permet de lire le deuxiéme micro-support.

§ I. T -ANALYTICITE

. sy < . . . R
Soit X une variété analytique complexe de dimension n. On note X la

. . R . < * R o
variété réelle sous-jacente, TX &~ TX le fibré tangent & X, T X le fibré cotangent

R % * *
X , T X le fibré cotangent & X. On identifie T X et T X]R de la fagon suivante :

r

(o]

la forme €-linéaire T € T:X on associe la f:rme R -linéaire u » - Im Z(u). On

note ¢ =93[zdz] 1la 2-forme canonique sur T X, Re 0 et Im 0 ses parties réelles

et imaginaires qui sont des 2-formes sympléctiques sur T*X]R identifié a T*X ; alors
-ImO0 est la 2-forme canonique sur T*XI{. Suivant la terminologie de Schapira [4] , pour
une sous-variété de T*X, on dit qu'elle est R- symplectique (ou lagrangienne ou iso-
trope ou involutive) (resp. I symplectique etc...) si elle est symplectique pour la
2-forme Re 0 (resp. Im O).

Soit ¢ une fonction sur X a valeurs réelles, on note jw 1'injection de

*
Xdans T X :

; = (g 209
I.1 Jw(x) = (x,7 ax(X))
et
I.2 A =

i X) .
© J(D()

* R
Alors Am correspond par identification au sous-espace de T X :

I.3 {x,5) €T X , & =4d¢ (xx}
et donc est I lagrangienne. On a :

4 ¥ 2 3%
I. J‘D(Re o) = 7 90®

Par suite Am est IR- symplectique si et seulement si 58@ est non dégénérée et

* .
dans ce cas [cf. 4] T X est complexifié de Aw. On notera

|~

I.5 stiw(u,w = <330 (u,iv)

[



la 2-forme hermitienne de type de Lévi associée & ¢ . Dans la suite, ¢ désignera

une fonction analytique de X dans IR strictement pluri-sous-harmonique, i.e. j& est

définie positive. Alors A est I-lagrangien, R symplectique , et X est muni de la

2-forme symplectique %—53@ .

Lemme I.6 : Soit V un sdus-espace R linéaire de TxX, vi son orthogonal pour

% 33p. Alors

1) vt ® iv = T X

2) Si V est involutif et H =V N iV

vie® H ®ivt = T X

L

D'aprés le lemme précédent, si [ est une sous-variété isotrope de X, TI' N iTl = {0}
donc est totalement réelle. Le lemme suivant caractérise les sous-variétés isotropes

de X.

: a2 < . c
Lemme I.7 : Soit I' une sous-variété totalement réelle de X de complexifié r~ .
Il y a équivalence entre

1) ' est isotrope

2) Il existe h pluri harmonique sur Tc telle que

-h > - =
® rm h=20 et (@ - h) T 0

Si 2) est satisfait, h est unique et

I.8 @ ¢~ h =~ distz(z,F)
T

Soit & présent V une sous-variété involutive de X, au voisinage de V, d'aprés le
lemme I.6, X s'identifie & V} la réunion des complexifiés des feuilles isotropes de

V. On définit donc la fonction réelle @V sur X par :

I.9 Si T est feuille de V, (0)

- = h, o h est défini par le lemme I.7

TC

Alors wv est pluri-sous-harmonique et on a @ = wv avec égalité exactement sur V.

=

~— *
Soit a présent jw(v) la réunion des complexifiés des feuilles de jw(v) dans T X.



—~
Lemme I.10 : A =3 (W,
R @y ®
d'ol
Corollaire I.11 : Si T est une sous-variété isotrope de X, V et V' deux sous-

variétés involutives dont I est une feuille, alors

®; ~ 0y, € O (distz(z, l“(t))

On pose donc la définition suivante de régularité analytique partielle :

fes s . TP 2 =

Définition I.12 : Soit I' une sous-variété isotrope de X pour E~33w , et xOE r.
On dit que u € Hw est I'-analytique en X si et seulement si il existe M= O et
V sous-variété involutive dont [' est une feuille, tels que au voisinage de xo, on

ait u € HW' o @'(x) = wv(x) + M distz(x, Fc), et on note T'-supp.sing(u) le fermé

de T formé des x ol u n'est pas I'-analytique.

L

Cette définition est justifiée par le théoréme suivant (prolongement analy-

tique) qui se déduit du principe du maximum :

Théoréme I.13 : Si u est ['-analytique sur un ouvert connexe w de I' , alors

SS(u) N w est soit P , soit égal a w.

~

§ II. CONSTRUCTION DE I' :

Soit M une variété symplectique, analytique réelle de dimension 2n et T
une sous-variété analytique isotrope de M, de dimension d. Alors au voisinage de
chaque point de T , il existeé une carte locale symplectique (X,£) de M, centrée

en ce point, dans laquelle I a pour équation :
II.1 X =...=X_ =0 £E=0

Les résultats qui suivent se montrent en se ramenant a une telle carte.

Soit E l'ensemble des fonctions s - y(s) de Cm(I{,M) vérifiant +y(0) € T

=

Y(0) € (TY 1")"L et E2 l'espace des jets & l'ordre 2 en s = O des éléments de E,

(0) ‘
qui est une variété analytique de dimension 4n. On munit E de la relation d'équiva-

lence ~ définie par :



Yl(o) = 72(0) ; YI(O) - Y2(O) € 1T
11.2 Yl ~ 'Y2 ssi o
viecCc (M\R) , £

=0, H| €T = (foy, - £.Y,)(s) €0(s:

r £

r

et on pose
I1.3 /f‘/= E/~

n
Alors [' s'identifie & un quotient de E_ et est une variété analytique de dimension

2

2n. Pour Y € E, on note ?’ sa classe dans fl et T désigne l'application canonique
N LJ

de T dans (TT)L/(TF) induite par Y = (y(0), Y(0)), qui est surjective. Soit O

la section nulle de (TT)“/TT et Y tel que ?l € ﬂ—l(O). Alors pour f vérifiant f\F = 0,

Hf €Tl , lim Zé £ [y(s)] ne dépend que de Hf[Y(O)] et définit une injection
T s >0 s

n
canonique j de T*I' dans [. On a donc une "suite exacte" au-dessus de I

.
II.4 0—sTT I, T T o@nt/T — 0

~
Sur ' on a évidemment une homogénéité canonique définie par t.v = éﬁ::;??ﬂ;; .
Soit 3 présent TE 1l'ensemble des ¢ € d»CR,TM), ¢(s) = (y(s),v(s)) vérifiant

1) v() €T , Y EE

oo _ 2
2) VvEE€EC (M,R) fF =0, Hfr € Tr=>de(s)[v(s)] € 0(s“)

Pour ¢ € TE, on pose

II.6 20 (¢) = 1lim 1 <y'(s),v(s)>
s » 0O s

~/
Lemme II.7 : 0.(¢) induit une l1-forme canonique af/ sur I , homogéne de degré 2

et(uf = duf/ est une 2-forme symplectique sur .

o~
On appelle - I' 1'éclaté symplectique de I' . Ces constructions géométriques

. , 2
s'expriment simplement dans la carte II.1 : Si pour (§3£) € R" on pose

2
11.8 Y(s) = (X',sX", —§—%" 8 E")

~
alors (ﬁﬁéﬁ - ?’ est un systéme de coordonnées locales sur [ dans lequel on a



~ ~ ~
gldgl + gud’}'gu - ;{’nd gu

aE" A X' + 2aE" A ax"

200
II.9 { r
2y

§ III. DEUXIEME MICRO-SUPPORT

Soit X et @ comme dans le § 1, et I' une sous-variété isotrope de X pour
- ~
— 990@. On montre qu'a tout u € HW(X)' on peut associer un fermé homogéne de I , noté

e N

S%(u) et qu'on appelle le I'-deuxiéme micro-support de u. On pose alors

2

*
I.(u) N3 T"\7D)

2 2 ok *2
ITII.1 ssr(u) = Sl"(u) n jech ; ssr,(u) = 8S

et on obtient l'analogue du théoréme classigque de la microlocalisation :

Théoréme III.2 : 1) S?(u) =@ ssi ss(u) NT =0
*
2) Si p est la projection de T T sur ', on a
2
p(SSP(u)) = T'.supp sing (u)

Soit a présent T une fonction analytique réelle sur I , telle que l'hypersurface
R ~
T=0de T soit lisse. Si ?IE I'' et © est un vecteur tangent, alors la classe
~ 2
dans I' du chemin s - vY(s) + §5-6 ne dépend que de la classe de 6 modulo (Tl")‘L

~/
donc définit une action additive de T T sur T .

Théoréme III.3 (Watermelon) : Soit u € HW(X) tel que rnssu) NtT<o=¢ .

2
Alors SF(u) est invariant par R.dT .

=0

Terminons en donnant un exemple de transformation intégrale caractérisant

le deuxiéme micro-support : soit X = Cn Px) = %{Im x)2 ’ ' ={x= (x',x",
Im x' = 0, X" = 0} avec x' = (xl,...,xd). Pour u>0,z€ et w ouvert de T ,
on pose, pour u € H au voisigage de w
:LAH___.(Zv_x-)Z
2(1- 2)
III.4 ﬁw(z,u,K) = J e H u(x', pz",\)dx’
w
Alors pour Re z' € w , |uz"| assez petit, on obtient par déformation de contour

d'intégration l'estimation

: 2
I1I.5 1§zl < RATE SCORRgRAS



pour A > A(€E) et O < U < uo, ol uo dépend de la distance de Re z' au complémentaire

de w.

Soit AU(Z) le point de X :
L} p— 1 1 2 L} 11 "
III.6 Re X' = Re z Im x'" = Y Imz', x" = uz

et Ekz) la classe dans f du chemin III.6 tracé dans X lorsque U varie.
[Lorsqu'on écrit III.4 sous forme de transformation canonique (& u > o fixe),

AH(Z) est le point stationnaire de la phase qu'on obtient dans l'exponentiellg].
Alors z - X(z) est un isomorphisme de ¢ sur ?’et T* I' s'identifie a z" = 0. De
plus, il est stplectique si on munit ¢2 de la 2-forme %—38@ . Alors pour

z € ¢” , Re zé € w, K(zo) 4 S%(u) équivaut &

III.7 Il existe C > O et U voisinage de z, et U, > O tels que pour O < U < M,
~ et )\ > \(u) décroissant en J on ait
' ~ w2l o(z) - e
Vz€EU luw(z,u,X)l < e
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