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Conférence N° 2

OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER SANS PHASES

par
J. SJOSTRAND

Il s'agit d'une généralisation de la théorie des opérateurs intégraux de
Fourier. La partie géométrique doit beaucoup & un travail de P. Schapira [3].
J'ai également profité de nombreuses discussions avec B. Lascar. Le travail présent
se situe dans le cadre des singularités analytiques, et on y développe une fhéorie
d grand paramétre & la Maslov. Cependant je pense que les mémes idées s'appliqueront
par exemple dans le cadre plus classique de singularités Coo et ou on construit

des vraies distributions.

A. La géométrie

Dans tout ce qui suit on travaille avec des germes de variétés ou de
2n

x,£

symplectique complexe 0 = I dgj A dxj et suivant Schapira [3] on observe que

fonctions définies prés de certains points fixés. Dans € nous avons la forme
Reo. = %%0 + G) ;t Im g = %E(G - 0) sont des fcrmes symplectiques réelles. Nous
avons donc sur GXTE (et plus généralement sur une variété symplectique complexe)
deux géométries symplectiques réelles en plus de la géométrie complexe. Si par
exemple r = p + ig est holomorphe et ﬁ; désigne le champ de vecteurs réel associé
au champ hamiltonien complexe Hr » nous avons les idgntités

ﬁr - ngo= q;mc , g. - _HReG - HImo
oll par exemple H;eo désigne le champ hamiltonien de p pctvr la forme symplectique
Reo .

Suivant Schapira on dit qu'une sous-variété (de classe C°° YA < ¢2n est
I(R) lagrangienne [symplectiqﬁd si elle est lagrangienne [symplectique] pour
Imo (Red). Ainsi une variété I et R lagrangienne est une variété lagrangienne
complexe; (€-lagrangienne.
Exemple 1 : T*n{l = Iglx Ifl est I-lagrangienne et R- symplectique.
Exemple 2 : Soit V C ngx nfl une variété involutive réelle alors Gl= la réunion

des complexifiées des feuilles bicaractéristiques de V, est une variété I-lagrangienne.



Si A est une variété I-lagrangienne transverse a {x = O} en (0,0) alors
A Aw : = %- %% oi ¢ est une fonction Coo réelle. (Les hypothéses minimales de
régularité dans cette théorie sont vraisemblablement pour les variétés lagrangiennes
d'étre de classe Lipsctitz et pour les fonctions génératrices d'étre dans la classe

1,1
C'" : de fonctions dérivables aux dérivées de classe Lipschitz). On remarque gue

ReO"A = %5&[/ .

2n

Définition 3 : Soient F une variété C-lagrangienne définie prés de (XO,EO) €EcC
et N\ une variété I-lagrangienne définie prés du méme point. On suppose que F est:
transverse 4 A . On dit que A est F-pseudc-convexe s'il existe une transformation
C-canonique #t.q. H(F) : x =0 , HN) = Aw ol ¢ est pluri-sous-harmonique

prés de x =0 .

On peut montrer que cette définition ne dépend pas du choix de la
transformation canonique ZK et qu'élle est méme stable pour des déformations

continues de F : t—sF,_ & condition  que Ft coupe N\ transversalemert en (xo,go).

t
On petlit: aussi montrer que pour A = T*R" (ou plus généralement pour A R -
symplectique) alors A est F-pseudo convexe si et seulement si F est strictement
négative (par rapport & A) au sens de la théorie des OIF & phases complexe.

Soient Al' A2 deux (germes de) variétés I-lagrangiennes, passant par
(xo,go). on dit alors que A1 < A2 s'il existe F : C-lagrangienne passant par (xo,Eo)
telle que A1 et A2 sont F-pseudo-convexes et wl < mz aprés la réduction :

#r) = {x = 0o} , JK(Aj) = Aw ' wl(d) = wz(O). On montre que la définition ne

3
dépend pas du choix de Z. En plus on peut remplacer F par toute autre variété ¢

lagragienne G telle que A2 soit G-pseudoconvexe.
Exemple 4 : Les variétés (¢-lagrangiennes positives au sens de Melin-Sj&strand [2]
vérifient A < T*R" .

L'outil principal dans les vérifications est. le
Lemme 5 : Soit @(x,y) une fonction pluri-sous-harmonique définie prés de

n k 2 PP
(xo,yo) € ¢ X ¢ telle que Vy w(xo'yo).= o, Vy w(xo,yo) est non dégénérée de
signature O. Alors la valeur critique par rapport & y : d(x) = @(x,y{x)) est
une fcnction pluri-sous-harmonique. Si é?x,y) < @(x,y) est une deuxiéme fonction
~

pluri-sous-harmonique avec dﬂxo,yo) = w(xo,yo), alors ¢ < ¢ , si 5‘ est la valeur

critique correspondante.




B. L'analyse

n+N
[ee]
Soit ®(x,0) une foncticn C réelle définie prés de (xo,eo) € ¢ 0
On dit que @ est une phase admissible si
(1) (¢ est pluri-sous-harmonique
oc
(2) Il existe une fonction C pluri-sous-harmonique VY (x,w) définie prés de
n+N
(xo,wo) €c¢ v t.q. Y+ ait un point critique non dégénéré de signature

Oen (x ,w ,0 ).
o o O

Les phases admiscil:les sont rnorn-dégénérées au sens ce HErmander. On

peut donc former A@ = {(x,%~§£{x,@) ; %g-= o} qui est ure variété I-lagrangienne.
o]

Pour les rhases admissibles on peut toujours prendre 1 pluri-sous-harmonique
dans (2) (méme indépendante de w). Alors A@ est A_¢—pseudo—convexe. En général
on peut cseulement dire que Aw X Aw est N*({(x,y) € e4n ; X = y})-pseudc--ccnvexe.

Désignons par H l'espace des (germes) de fonctions holomorphes en

o, (x ,0)
(x,9) ; u(x,6,\) définies dang v X Hﬁ_ , ou V = Vu est un voisinage de (xO,GO) et

telles que pour tout € > O, 3 C€ > O telle que

lu(x,06,)) ! < Ceex(w(x,6)+e)

. e s e S - x,0,
On identifie u,,u, € Hw’(XO'eo) s'il existe C O telle que Iul(x,e,)) uz(x 6,1 |

el(w(x,e) - 1/c

< C ) pour (x,0) dans un voisinage de (xc,eo), A= C.

Soit I¢ 1'espace des ckjets formels

ulx,\) = j a(x,6,\)de , a € Hm(xo,eo)

Si Y(x,w) est comme dans (2) et on suppose que qﬂxoﬁo)= w(xo,wo) = O pour
normaliser, alors avec v(x,A) = {b(x,w,%)dw € Iw on peut définir (modulo un
facteur - + 1 et un terme CNe_A/C)) le produit

<u,v> = }{{ a(x,8,\)b(x,w,\)dx d6 Aw

Il suffit en effet de choisir un contour d'intécration convenable, passant par
(x ,0 ,w).
o o <

On a alors le théoréme d'équivalence des phases



n X Nz/

< o - . P - x
Théoréme 6 : Soit (0 une autre phase admissible définie prés de (x ,0 ) € ¢ ®
avec @(x ] ) 0O et A A Alo r toute u € I il exi tO ~'OE I
; = ~ = . rs pour toute il existe u v
o""o ¢ "o P © @
telle que modulo un terme & décroissance exponentielle
<u,v> = <ﬁ‘,v>
pour V v € I¢ et V ¥ comme dans (2) avec W(xo,wo) =C .
L '
Dans la lumiére de ce résultat on écrira I = 16— = I[ . Si A1 < A2
L
[

alors T cI
A
1 A2 .
Dans le méme esprit on développe un calcul pour des opérateurs

~ N
A : IA.___,Iﬂfoﬁ‘ A est 1'image de A par une relation I-cancriique associée & A.

L'espace I n est essentiellement celui des hyperfonctions.
T*IR

C. Propagation des singularités analytiques

Soit P un opérateur différentiel & coefficients analytiques, Q = tP,

n ‘
(xo,so) € T*R \ O, P(xo,eo) = G . Ici p, g sont les symboles principaux de P,Q. On

s'intéresse & la propagation des singularités analytiques en (xo, —&O) pour une distri-

bution u vérifiant
(3) (x_,~E ) £ WF_(Pu).

On se donne pour cela une variété I-lagrangienne A < T*R™ \ 0, avec (xo,Eo)E A]R
(Par définition A]R consiste des points de A N T*R" correspondant au point ol

¢ =9 , si on fait une tranformation C-cancnique qui ervoie T*Igl en AQ et

A en /\“p avec @ < 9). Soit r(x,£) une fonction analytique & valeurs réelles. On
suppose

I1 existe O € [0,m] , € > O et un voisinage complexe V de (xo,Ec)

tels que
(H) | q(exp(te’ H ) (x,8) + (y,&)) #0 pour
o<t<e, (x,£) €A nv, (y,m € ¢2n , I(y,m)| < et .
Théoréme 7 : Avec les hypothéses ci-dessus, si

{(x,-&) € ™R\ 0; (x,8) EV ./\]R , r(x,&) >0} n WFa(u) =g

alors (xo,—go) ¢ WFa(u;.



Ce théoréme généralise un résultat de Hanges-5jSstrand (voir [4]) concernant
le cas (-lagrangien et aussi un résultat de Kashiware-Schapira [1] ainsi qu'un
résultat plus récent de Schapires ccncernant le cas oa A = ¥ comme dans 1'exemple 2

Les résultats suivents se démcntrent avec ce choix de A , et ils ont
été cbtenus en collaboration avec A. Grigis et P. Schapira . p désigre le symbole
principal de 1l'opérateur P & coefficients analytiques.

Théoréme 8 : Soit P un opérateur transversalement elliptique par rapport a la
variété réelle anzlytique I < ™R c.a.d. Iplfv d; pour un certain entier k > 1.
Soit V T*K" une sous-variété analytique, involutive t.qg. I soit invariante
par le flot bicaractéristique de V. Soit I' © I une feuille bicaractéristique
connexe de V, alors si rn WFa(Pu) =@ , ou bien T c WFa(u) ou bien

.F n wWr_(u) = @ .

Théoréme 9 : Soit p = ZE:::::: a,k(x,g) p.pk ot pl,...,p' sont réelles et
— 1<4,k<d ] &

analytiques et (a_k) > 0 . Soit T une feuille de Nagano (connexe) telle que
| J

pour l'algébre de Lie engendrée par H ,...,H
Py Pg

L plr = O . Alors on a la méme conclusion que dans le théoréme 8.

t

Ce théoréme généralise un résultat de Hanges-Sjdstrand (voir [4]).

Théoréme 10 : Soit I < T*Iﬁl\ O une sous variété analyticaue, p 2 C, p ~ d;

localement. Soit I © I une sous variété connexe telle que en tout point de
' : o(I)

{t €T(); o(t,s) =0,Vs € T(E)} . Alors on a la méme conclusion que
dans le théoréme 8.
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