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Conférence n° 9

SOUS-ELLIPTICITE ET HYPOELLIPTICITE MAXIMALE

POUR DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

par H. M. MAIRE

(o0}
On considére 2p champs de vecteurs réels Xj de classe C sur un ouvert
N
 © R satisfaisant la condition de H&rmander d'ordre r (cf. [1]) et on pose

L, = X, + iX
J b

5 ,L=(L1,...,Lp).

+3

*
Définition : Pour 0< § < 1, (xo,go) €T \\O, on dit que le systéme L est § -

sous-elliptique [resp hypoelliptique maximal] en (xo,Eo) si u et Lju € u° en

s+1-§

- s
(xo,go) entraine u € H [resp. X, u € H] en (xo,go).

k

Cette définition est équivalente & la définition habituelle avec les inéga-
lités a priori (cf. Hoérmander [3]). D'aprés une inégalité de Rothschild-Stein [1] on
a : si L est hypoelliptique maximal en (xo,go), alors L est £i—l--—sous--elliptique

en (xo,go). Par contre le systéme suivant

L

, 2% 2
1 Bx + 1((22 + 1)x1 - x2)3 .

1 3
L2 = BX - 12x1x2 BX

2
est Ei%i—sous—elliptique mais pas hypoelliptique maximal en (O, (0,0,1)).

*
Théoréme : Le systéme L est § sous-elliptique en (xo,g ) € T Q\O si et seule-

o
. * o . 2=268 1-§
ment si u et L Lu € H en (xo,go) entraine u € H et Lu € H en (xo,go).

La démonstration emploie les résultats de Kohn-Nirenberg [4] et Sweeney [6].
Le résultat correspondant pour 1l'hypoellipticité maximale n'est pas connu en général

mais est une conséquence des conjectures de Helffer-Nourrigat [2] .

Corollaire : L'opérateur Db pour le domaine faiblement pseudo-convexe
3
{t € o3 ;Im z, = Izll4 + lzzl4} est hypoelliptique avec perte de E-dérivées (cf.

Rotschild [5]).

Dans la suite, on suppose que L a la forme
= . P n
L. = 29 + b, (t,x,D) j=1,...,p , tER, xER ,
J tj ] X

ol b(t,x,) = gradtB(t,x,E), avec B linéaire en & et analytique en (t,x).



A . «N N . . .
Proposition : Soit (to,xo,Eo) € Q X R . Le systéme L est hypoelliptique maximal
en (to,xo,O,Eo) si et seulement s'il existe un voisinage compact K de to, un voisinage
conique I de (xo,Eo) et C > 0 tels que

HBth + b (t,x,E)vil < C(HL(t,x,Bt,i)vH + lvl), Vv € dZ(K), vV (x,8) €T

Notation : Si m est l'ordre d'annulation de B(.,x ,£ ) en t , on note E?
—_— o' ’0o o) N ,E
le cbne tangent au sous-ensemble de niveau B = B(t,x ,S ), c'est-a-dire
14 {tEIRp:(tt) (t,x,é)/a'=
(t X ,E ) —
lal= ot
Théoréme : Pour (to,xo,zgo) €Qx R, on suppose qu'il existe un voisinage

compact K de to, un voisinage conique [ de (XO,EO) et en chaque t € K une courbe

Y tels que :

t

(i) V t € K, Yt coupe é;t,xo

(ii) V(t,x,E) €E x xT ,BIYt est monotone

£ )(B) transversalement ;
I

Alors le systéme L est hypoelliptique maximal en (to,xo,O,EO).

-

Remarque : Pour B indépendant de X et n =1, la condition du théoréme est aussi

nécessaire avec Yt courbe intégrale du champ b(t,Eo).
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