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Conférence n® 5

COMPORTEMENT SEMI-CLASSIQUE DU SPECTRE

DES HAMILTONIENS QUANTIQUES ELLIPTIQUES

par B. HELFFER et D. ROBERT

Introduction

L'un des postulats fondamentaux de la mécanique quantique (pfincipe de
correspondance de Bohr) dit que l'on doit retrouver les lois de la mécanique
classique lorsque la constante de Planck K > O tend vers zéro.

La dynamique d'une particule quantique, non relativiste, de masse m,

obéit a l1l'équation de Schr8dinger :
2
lﬁ %ﬁ_ (tlx) = - zi'—"

o= M (£,%) + V(x) . Y(tx)

(Sh)

Vo,x) = Y (x)

Y étant la fonction d'onde de la particule .

Posons ¥ = h. Vm et Q(h) = - %?-A + V . Q(h) est un hamiltonien quantique;
l'hamiltonien classique correspondant est la fonction : q(x,§) = %—lEl 2, V(x),
(x,8) € T*. R" . La dynamique classique est décrite par les équations de
Hamilton : |

( dx _ dq
at = BE (Xlg)
€. < —‘:dt ﬁax(x,g)

0) = 0) =
\ x(0) =x_, &(0) =¢&_
La vérification du principe de correspondance consiste & étudier comment le

probléme (Sh) se transforme en Gﬂ) lorsque h tend vers zéro. Ce probléme a déja

fait 1l'objet de nombreux travaux, en particulier de la
Maslov. Dans [2] J. Chazarain a donné des informations
distribution tempérée :

=1
Trace [e—lh .tQ (h) ]

S, (t) =
h( )
lorsque h » O . Ce comportement est relié aux périodes

de {%). L'objet du présent travail est de prolonger ce

part de Duistermaat, Leray,

précises en étudiant la

des trajectoires périodiques

type de résultats a des



hamiltoniens plus généraux, d'ordre 2, admettant un développement asymptotique en h.

Ces résultats nous permettent de donner des informations sur le spectre d'opérateurs

A(h) d'ordre 2m, m > O , en étudiant : Sh(t) = Trace (exp[ihhl.t.(A(h)l/m])

On améliore ainsi, dans un cas particulier, des résultats récents de L. H8rmander
(Ish.

2
)1/2

Résultats : On pose A(x,E) = (1 + ]xl2 + 1&gl , (x,8) € Ighl et,sim € R,

[o0]
on désigne par Sm 1'espace des symboles s € C (]Rrl>< Igﬁ tels que pour tous O et B €iNq

of- o

sup (A (x,E) oM Nk s, E)) < 4.

2n X
R

On appelle symbole admissible d'ordre m € R, toute application h w——s(h)

de ]O,ho] ’ ho > 0 , dans sm telle qu'il existe une suite de symboles (sj)j > o
s. € s"J , vérifiant

J N N-1

h (s(h,x,8) - I hjsj(x,E))

J=o

. . -N ..
décrit un borné de Sm (pour_la topologie usuelle) lorsque h décrit ]O,ho].

On écrit alors : s(h) ~ ¢ h].s, .
j\

Soit alors a(h) un symbole admissible d'ordre 2m > O, a(h) ~ 2: hja..
j=0
On suppose qu'il existe c et C < O telles que

(1) c. X(x,E)zm < ao(x,E) < C X(x,E)zm pour tout (x,§) € ]R2n .

De plus on suppose que,pour tous O et 8 € INn, il existe C(a,B) telle

que
0 B < (2m-jal-iBl)
(2) IBE BXaOI < Cc(a,B). A +

o

: (2m-1-lal -181),

3y 15% 2Pa | < ci,B8). A
x 1

(o]
Enfin on suppose que a(h,x,hD) est symétrique sur CO(Iin) pour tout h € ]O,hO].

Sous les hypothéses précédentes on a :

Théoréme 1 : Il existe hé > O tel que pour tout h € ]O,hé] l'opérateur a(h,x,hD)

2

admette un unique prolongement autoadjoint positif injectif de L (155 , noté A(h).

De plus l'opérateur (A(h))l/In (défini par le calcul fonctionnel) est un opérateur

pseudo-différentiel défini par un symbole admissible d'ordre 2

g% 8 2 hiq (x,8)
j = o J



1On a les propriétés suivantes :

@) q_ (x,£) = (ao(x,E))l/m ;
. A )
(ii) SPq d:f q1 - 53 521 axjagj est réel
(iii) Pour tous o , B € N il existe C'(a,B) telle que
3% ofa | < crp. A PTIITIBD,
199 P, < cra,p . 2 U1 IBD,

On constate facilement que A(h) est & résolvante compacte pour tout hEﬁ]O,hé]

>0 la suite croissante des valeurs propres de A(h), oa chague
=
valeur propre est répétée suivant sa multiplicité. On pose : uj(h) = ()\.(h))l/m et

1/m

Soit alors (A.(h)).
J J

-1 -1 2
Sh(t) = Trace exp (-ih "t.g(h)) = Zg exp (-ih .t uj(h)) oa Q9(h) = (A(h))
j=o
On a bien sir Sh € ‘4'(}2). Désignons par H le champ hamiltonien associé a q,-

On introduit la terminologie suivante : une®trajectoire d'énergie A , X € R ,
est une courbe intégrale de H située sur l'hypersurface : {qo(x,g) =)}

I étant un intervallg réel, on désigne par i% 1l'ensemble des périodes
des trajectoires périodiques de Hq , d'énergie -T avec T € I. Soit alors

-in~1l7.t
une fonction test p € CZ(II) et Bosons : IT(h) = <Sh(t), p(t).e * Tt

j Théoréme 2 : Supposons qu'il existe €s > 0 tel que

[ee]
supp 0 N zaT—€o, T+Eo[ =@ . Alors : IT (h) = 0(h ) lorsque h —s5 O.

O étant toujours une période, on a une singularité décrite par le

Théoréme 3 : Supposons qu'il existe € > O tel que : supp P fllf =
- ' o 1To€qr TotEol
et que a, n'ait pas de valeur critique dans [- To - 80' - To + eo] . On a alors

O

1-n ds 2-n
I_(h) = (2mh) 0 (0) ml +0mh“™ ; h—so
g (x,8)=-1 o
o)
' 2-n . -
pour tout TE€E [To - egr Tg + eo[ . De plus O(h ) est uniforme par rapport a T
(dST étant la densité riemannienne sur l'hypersurface : {qo(x,g) =-11}).

o



Posons : Nh(k) =card {j E N ; uj(h) < A} .

Théoréme 4 : Soit A > O non valeur critique de q, - On a alors

n 1-n

d&xd& +o0( ) ; h_,0.

Nh(k) (2mh)

([
JJqo(x,€)< A

Des résultats précédents on déduit le comportement de Nh(l), a h fixé lorsque

A —a + © ., Soit a € 82m r @ A E:: : a, , a, € Szm—:J - On suppose que a, est
. j 3j m
j < 2m
. 2n
un polyndme homogéne de degré 2m en (x,£) et que a2m(x,E) >0 si (x,8) € R\(0).
[ee]
On fait 1'hypothése que a(x,D) est symétrique sur CO(IJB . I1 est bien connu qu'alors
a(x,D) est essentiellement autoadjoint et que son spectre est une suite croissante

de valeurs propres ( Aj).

j=o0°
Posons : N(A) = card{j,Xj < 2}
. N _
Théoréme 5 : (4) N(A) = Yo A /m + O()\(n 1/2)/m) , A oy +®
on i y_ = (2m) " H axdg
“om(x,8) <1
2m-
Si de plus a - a € s m=2 on
2m
(5) N = y,. A Lo D/m L e
-
Remarque 1 : Le théoréme 4 améliore le résultat (4.3)" de L. HSrmander [5].
En effet (4.3)" donnerait ici
N oy = | ax @& + 02’3 ™€) , €50, h—s0.
h J <

q (XIE)\)\

e}
Remarque 2 : Les théorémes 2 et 3 ont été établis par J. Chazarain [2] pour
Q0(h) = -h". A + V sous des hypothéses analogues. Notre démonstration utilise les
méthodes de [2] .
Remarque 3 : Guillemin-Sternberg [4] annoncent (5) dans le cas ou a(x,£) est un
polynéme en (x,£) sans faire 1'hypothése a4 = o.
Remarque 4 : L. Hérmander [5] montre que si aj est homogéne de degré 2m-j , pour
tout j < 2m, alors 1

(n-) /m

(6) NQA) = Yo An/m oYy 2 + O()\(n 6)/m) pour A —s+® et pour

2
< —
tout § 3



1 Ja =1 217 graq a |
2m g 2m
Notre résultat (5) montre que (6) est vérifiée pour § = 1 lorsque a4 = o.

Nous pensons &tre en mesure de montrer prochainement que (6) est vérifiée avec § =1
en supposant seulement que azm_1 est homogéne de degré 2m-1. Il est clair que
§ = 1 est la valeur optimale de § pour avoir (6), en général, comme le montre
1'exemple de l'oscillateur harmonique.
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