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Conférence n° 2

HYPOELLIPTICITE MAXIMALE POUR DES
OPERATEURS POLYNÔMES DE CHAMPS DE VECTEURS

par B. HELFFER et J. NOURRIGAT

On considère, dans une variété réelle M, un système X. , . . . , X de champs de
vecteurs réels, C°° , vérifiant la condition de Hôrmander, à l'ordre r > 1 .

On considère un opérateur différentiel P dans M de la forme

où, pour toute suite finie a = (a. , . . . ,a ) d'entiers compris entre 1 et p on pose
nx = x • • • x et | a | = k. Les coefficients a sont des fonctions C sur M àuc^ a- a
valeurs complexes.

On dit que P est hypoelliptique maximal dans un ouvert Q, de M si, pour
tout compact K c: Sî, il existe C > 0 tel que l'on aitK

) .IIX^H 2 < cTIIPull 2 + l l u l l 2 ] V u € C ° ° ( K )
IaKm L'ffî) K LW L'(iï) °

On sait, d'après une inégalité de Rothschild-Stein et un critère d'hypoellipticité
de Trêves et Unterberger, que cette propriété implique bien l'hypoellipticité de P.

On va définir, en chaque point x de M , un ensemble d'opérateurs différen-
tiels à coefficients polynomiaux. Quand l'entier r est < 2, 1'injectivité de ces
opérateurs est équivalente à l'hypoellipticité maximale de P dans un voisinage de x .„ o

Soit Ĉ  l'algèbre de Lie niipotente libre, à p générateurs Y, , . . . , Y , de<7 - P
rang de niipotence r. Soit X l'unique application linéaire de <̂  dans l'espace des
champs de vecteurs réels sur M, telle que

À ( Y . ) = X . et À (Y ) = X si I I I < r

si I = ( i ^ , . . . , i ) , on note X = ad X . . . . a d X . X . et | l | = k . Notons que X
1 1! \-1 \

n'est pas un homomorphisme d'algèbre de Lie, l'égalité À ( Y ) = X n'étant valable
que si | l | < r.



Définition : Pour tout x ç M, soit r l'ensemble des formes linéaires A e Q.
~ " 0 X y

0

telles qu'il existe une suite (x , Ç ) ^ dans T*M et une suite (t ) ^ de réelsn n n ^ N n n t. N
> 0 telles que

x -> x , IÇ 1 -» + oo, t -» 0n o n n

et, pour tout |l| < r, A ( Y _ ) = lim t X (x , Ç ) .
1 n^ oo n 1 n n

Pour tout A € ^désignons par -iï. la représentation unitaire irréductible

du groupe exp ÛL, correspondant à l'orbite de A dans la représentation coadjointe
de exp û.

On démontre le

Théorème : Si l'entier r est < 2, pour tout x € M, les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) II existe un voisinage de x dans lequel P est hypoelliptique maximal.
ii) Pour tout A € T „ fo}, l'opérateur différentiel

o___

,̂  V^^ (Y)a
l a i = m

9 °°
est injectif dans l'espace -O des vecteurs C de la représentation ÎT .

\

Remarque 1 : Si l'on désigne par 2 k ( A ) le rang de la forme bilinéaire X , Y -^ & ( [ x , y ] )
sur ? x } ' alors \ peut s'identifier à ^(R^ ) , et TT^ (Y . ) est un opéra-

^ k ( A ) 3
teur différentiel dans R que l'on peut expliciter.

Remarque 2 : On peut conjecturer que l'énoncé du théorème est peut être valable
sans restriction sur l'entier r.

La démonstration utilise les techniques développées dans nos articles
précédents [ 1 ] , [ 2 ] et les techniques de microlocalisation de L. Hôrmander [ 3 ] .
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