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Conférence n°® 18

PROPAGATION DES SINGULARITES SUR

DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

par A. GRIGIS

1. Le groupe
Soit 5} une algébre de Lie nilpotente de rang de nilpotence 2. On la

9-9,09,

en imposant a 32 d'étre contenu dans le centre et de contenir [jh, %hJ.

décompose en

On choisit des bases X,,...,X de et ¥,,...,Y de ., et on a
1 P, 1 1 P, d2
les relations
P, .
= < i3 <
[Xi'xj] z Aij Yo 1 i, <p,
K=1
. k 3 . s
Pour chaque k, la matrice (A,.) est réelle antisymétrique.
On munit Ii(x - d'une loi de groupe pour en faire un groupe de Lie G,
’

d'algébre de Lie ?‘, et on identifie e} avec l'algébre de Lie des champs de vecteurs

invariants sur G. On pose donc :
% = g% * %‘ L Aki 53 !
2
k ayk
E 3
Comme[%l, %1] C ?ﬁ on peut considérer pour n € 32\{0} la forme
bilinéaire antisymétrique sur gl :
B n(x,x') = n([x,x'D.

On obtient facilement la matrice de Bﬂ dans la base des Xi

(Mat Bn )i ., = .
k=t



Hypothése : On suppose que le rang de Bn est non maximal et indépendant de
*
n € 32\{0}. On le note 2r et on pose d = P, - 2r > O.

On montre alors que , pour chaque 1, les éléments du radical R n de B
commutent entre eux, si bien que exp(Rn) est un sous-groupe commutatif de G, de

dimension d .

2. L'opérateur

=

On considére, comme dans [8], l'opérateur invariant & gauche sur G

P=ZX?+.—ZbY ’ b, € R
. i k

Cet opérateur est a caractéristiques doubles sur la sous-variété conique

X
de T G, notée I et définie par les équations

k
Y A, ., n,_ =0 i=1,...,p
j 1
3,% j, i k

N |

o(Xi) = «Si +

Le rang de la 2-forme canonique restreinte a %I est égal & 2r, donc il est
constant sur . D'aprés [4] , ¥ admet un feuilletage canonique dont les feuilles,

de dimension d, se projettent sur les sous-variétés de G de la forme
g exp (Rn) g € G.

Remarquons que les invariants de P, symbole sous-principal et valeurs propres de
la matrice fondamentale ([3]),sont constants le long de chacune des feuilles
canoniques de .
On sait ([1] ,[5])) que P est hypoelliptique si et seulement si T(P) l'est,
pour toute représentation irréductible 7 de G. Une représentation T, telle que
m(P) ne soit pas hypoelliptique - appelons-1a caractéristique pour P - correspond
a un couple (n,g), n Eﬁﬁ;\\{o}, r € R* tel qu'il existe un multiindice o € W"
vérifiant "
Py
2

(2aj+1)Aj(n)+ L b n + ¢ =0

r
m. mn,z) = ¢
> = k=1 * K

j=1

(les Aj(n) sont des invariants de P et sont réels positifs).



3. Propagation des singularités

A une représentation caractéristique pour P, ﬂn o on associe un sous-
4
groupe de G, noté b(n,g)
- bMm,0) = exp(Rh)

- si 7 #0 , b(n,t) est un certain sous-groupe de dimension 1 de exp(Rn).

On appelle bicaractéristique de P toute sous-variété de G qui s'écrit
gb(n,Z) pour un g € G et une ﬂn c caractéristique. Si g € G, on note Bg la ferme-
L=

ture de l'ensemble des bicaractéristiques de P contenant g.

On montre (en notant SS le support singulier)

(e o]
Théoréme : (énoncé local) Soit X ouvert de G, u €99 (X), Pu € 8 (X). si g € Ssu,
alors il existe au moins un b € Bq tel que la composante connexe de X N b contenant

g soit contenue dans SSu .
Remarque 1 : Si G est commutatif on déduit ce résultat du théoré&me 1.5.1 de [6].

Remarque 2 : On microlocalise ce résultat en utilisant une notion de "front d'onde

spécial” inspirée de [6] § 1.6 (voir aussi [5]).

Remarque 3 : Pour la démonstration on utilise les techniques de [2],[7], [9].
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