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Conférence n° 15

PROBLEME DE DIRICHLET INTEGRO-DIFFERENTIEL ET

SEMI-GROUPE DE FELLER SUR UN OUVERT BORNE DEIRn

par Mme C. SCHOL-CANCELIER

. . n . s 2
Soit ! un ouvert borné de R , de frontiére de classe C°. On se propose

d'étudier les opérateurs suivants :

wu(x) = Pu(x) + Su(x) u € Cz(ﬁ) , x€ Q

ol P est un opérateur différentiel du second ordre elliptique éventuellement dégénéré,

et S un opérateur défini par

n . .
Ty - xl)ui(X)]dy ;

J' s(x,y) [uly) - u(x) -
Q 1

i
s(x,y) = O étant une densité satisfaisant la condition J s(x,y)ly—xlzdy <+ o,
Q
Ces opérateurs vérifient le principe du maximum positif :
X € Q ,u EC2(§—2),u(x)=Supu>O = wu(x) S O.
A des conditions de régularité prés, les opérateurs w sont les seuls opérateurs

satisfaisant le principe du maximum positif ([1]).

K(XIY) <

On suppose que 0 est un nombre réel > O, que s(xX,y) = 420,

|y=-xI
K(x,y) est une fonction positive, indéfiniment dérivable, nulle dés que x = y appar-
tient a 02 ainsi que ses dérivées partielles d'ordres 1 et 2.
On suppose aussi que le bord 092 n'est pas caractéristique.

Pour les solutions faibles du probléme de Dirichlet

(w = B)u
u

on démontrera des résultats d'existence, de régularité et d'unicité.

£ dansS?} (B réel > 0) ,

O sur 9f?



I. Nouvelle formulation de l'opérateur w .

d(x) désignera la distance de x au bord 99 . L'expression Su(x) est égale

lim { : Elsz)n+2-a [u(y) - u(x) -
€ >0 Jly-x| 2 edx) ly-xl i

h~MBs

(yi - xi)uf(x)]dy (x € Q)
1 i

égale (en négligeant un terme & noyau intégrable) a

lim { . 51§L1%42_a [u(y) - u(x)lay -
€ -0 ’ly-xl > edx) ly-xl
n R
- 1lim Zu' (X)K(X,X)J ——lg_ﬁ_‘a dy .

€ >0 i=1 ly-xI = ed(x) ly-x

i i
y - X

est nulle; on peut donc
+2-0.
ly-x| < %d(x) |y-—x|n 2

Lorsque x €  , 1'intégrale J

=

fixer pour le deuxiéme terme € & %—. En utilisant les ?ropriétés d'annu%ation
i

de K(x,y) sur le bord on peut prolonger le terme K(x,x)J 1 QL_ii?;b_a dx

ly-xI = 2d(x) ly-x|

- n
a4  tout entier en une fonction ¢i(x) de classe Cl(Q). Le terme L ¢i(x)ui(x)

: i=1
sera regroupé avec les termes de Pu(x), ce qui détermine un nouvel opérateur différen-

tiel P. En définitive:

Pu(x) - 1lim J
€ » 0 ly-xl = ed(x) y-x

wu (x)

K (x,
Rooy) = luy - uolay

Pu(x) + Su(x)

II. Calcul de l'opérateur adjoint de w .

Pour le calcul de 1l'adjoint de §, on remarquera gque

[ K(x’§i2—a[u(y)— u(x) v (x) dxdy (x € Q, v € Cz(ﬁh nulle sur le bord 9% )
d|y—x|>€d(xﬂy_X|

est égal a



Ky,
Jj —iz~§;+2_a[v(y) - v(x)Ju(x)dxdy -
ly-x! = ad(x) ly-x!
JfJ( Rley) = Ko)  y() vex) ax ay
ly-x1 2 ed(x) |y-x|
avec une "bonne annulation” de K(x,y) - K(y,x) sur le bord . Il en résulte que
* -
Su(x) = 1lim r [ EiZLf%iE;I;— [u(y) = ux)]day = ¢ (x)u (x) (D € Cl(Q)).

£ >0 le—xl>=€d(x) J ly-xI

((w-B)u =

ITIT. Existence de solutions faibles du probléme de Dirichlet 4=0 sur 3

|
]
Q
Q
3
0
D D
R,—/

On considére 1'opérateur W = W+ €A oua A est l'opérateur Laplacien.

P + el est alors un opérateur différentiel elliptique non dégénéré. Pour ces

. O,A

opérateurs, lorsque f appartient & C ) et que les coefficients de P sont

suffisamment réguliexs,Bony-Courrége—Priodret ont démontré 1l'existence et 1l'unicité

- ) e n
de la solution u_ € Cz'A(Q) du probléme de Dirichlet {(‘”S Blu = £ dans “6}.
i u =0 sur 3

. e Il £l .
La solution u_  vérifie en norme uniforme 1'inégalité Hu€“< —— . Il en résulte

B

que l'ensemble des solutions {ua} posséde une valeur d'adhérence u lorsque € = 0O;

u est alors une solution faible.

IV. Régularité sur le bord des solutions u -

Par un argument classique utilisant les fonctions barriéreg, on peut démontrer
que pour tout x € 3 , lgrad ué(x)l < cte Il £11.

Pour la démonstratioﬁ de cette inégalité intervient 1'hypothése bord non
caractéristique, qui permet de choisir des fonctions barriére indépendantes de €

et donc d'avoir des majorations indépendantes de €.

V. Régularité dans {2 des solutions u. -

On suppose que f appartient a Cl(ﬁ). On appellera "bon terme'
2 o 2
majoré par |lpll ou par |l £ll 17 ol p(x) = I (ue)i(x) . On se propcse de
C i=1

tout terme

démontrer que pour [ suffisamment grand, |grad u_ (x)| < ctelfll )
C

en tout point



x € ). La méthode utilisée consiste & dériver partiellement par rapport & xk les

deux membres de 1l'équation
W ue(x) - f(x) = BuS(X)

puis les multiplier par (ue)i(x) et enfin sommer par rapport & l'indice k. Le
membre de gauche est la somme de termes négatifs et de bons termes et le membre de
droite est égal & Rp(x) en tout point x € Q ou p(x) =lpll. I1 s'ensuit une

inégalité Bp(x) < B, p(x) + B1||f||21 de laquelle on déduit 1l'inégalité annoncée.
C

Les résultats des paragraphes IV et V permettent de conclure que les
f dans Q} sont
O sur 3N

solutions faibles u du probléme de Dirichlet {(w - B)u
u

lipschitziennes lorsque f appartient & Cl(ﬁ).
Remarque : On peut démontrer que lorsque f € L?(Q), le probléme de Dirichlet

admet une solution faible u € ﬁn(Q), que lorsque f est une fonction lipschitzienne

il admet une solution faible u lipschitzienne telle que ”u"lip < Ctellflllip

VI. Unicité de la solution faible dans ﬂw(ﬂ).

La démonstration de 1l'unicité annoncée repose essentiellement sur la

démonstration de la majoration

} 82(Au€)2dx < Cte ,
Q

que l'on obtient en multipliant les deux membres de 1l'équation (wE— B)ue(x) = f(x)

par eAu€ puis en les intégrant sur { ce qui donne

{ EZ(Au )2dx + { € Au E::::: a,.(u)".ax - { € (u )L —g—k[§u (x)] dx
Q € 0 fi1<i,j<n I OEH Q &F ot E
n
= [ ghu (£ - Z a,(u)! - au - Bu)dx
JQ £ jop 1oEd 5 5

(ol aij' ai, a sont les coefficients de l'opérateur différentiel P).



2 2 .
Le membre de gauche est la somme de { € (Aue) dx , de termes positifs,
de termes bornés, de termes majorés en valeur absolue par n J Ez(Aué)zdx ou

. . . . Q2
n > O peut étre choisi aussi petit qu'on le veuille.

Le membre de droite est la somme de termes bornés, de termes majorés en
2 . .
valeur absolue par Ny } € (Au€)2dx ol ny > O peut étre lui aussi choisi petit
qu'on le veuille. Il s'ensuit 1'inégalité annoncée et enfin que le probléme de

Dirichlet {(w - Blu

O dans {)a une solution faible u nulle presque partout
u=0 sur 3%

sk
dans {2 (intervient dans cette démonstration le fait que l'opérateur w est du

méme type que l'opérateur w) lorsque f est assez grand.

VII. Construction de semi-groupes de Feller sur .

On considére z’l'ensemble des fonctions u lipschitziennes sur Q , nulles
sur 9) telles qu'il existe une fonction lipschtizienne f nulle au bord et u soit
solution faible du probléme de Dirichlet (wu = f dans

{ 0 sur %2}

u

On définit sur B 1'opérateur U} par : D 3u-> £. on peut démontrer que F est
dense dans CO(Q) qu'il existe B > O telle que 1l'image (W- B) () soit dense dans

CO(Q) et que W satisfait le principe du maximum positif. Il s'ensuit que 1'opérateur

(B est préfermé et que sa fermeture est le générateur infinitésimal d'un
semi-groupe de Feller sur )} . On peut préciser 1l'ensemble de définition de la
fermeture de 1l'opérateur 4Lf; % est 1'ensemble des fonctions u € CO(Q) telles qu'il

existe £ € CO(Q) et u soit solution faible du probléme de Dirichlet
wu = £ dans
u=0 sur 99

Remarque : Les techniques de calcul sont inspirées des travaux de O. A. Oleinik.
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