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Conférence n° 12

PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE

RACINE CARACTERISTIQUE TRIPLE EN INVOLUTION

par D. SCHILTZ, J. VAILLANT et C. WAGSCHAL
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On considére au voisinage de l'origine de € , de coordonnées

X = (xo,xl,...,xn), un opérateur différentiel linéaire holomorphe d'ordre m
o
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On suppose l'hyperplan S : xC = 0 non caractéristique, et on considére

le probléme de Cauchy ramifié

(1) a(x,D)u(x) =0
h 1
DO u(x) ° = u (x'), O< h«<m
x =0 h
1 s e <
oua x' = (x ,...,xn) et les fonctions wh sont ramifiées autour de la sous-variété
T : xO = x1 = O dans S, c'est-a-dire holomorphe sur le revétement universel de

Q\\T, { étant un voisinage ouvert connexe de l'origine dans S.

On note ¢g' = (gl,...,gn) i on pose np' = (1,0,...,0), et on suppose

m .
gx,8) = T (£ = A (x,5")

i=1

ou les fonctions Al sont holomorphes au voisinage du point x = 0, £' = n'. On

suppose de plus
1
1) 2o, 0 =%, 1 =2 omH

ii) Les nombres A3(O,n'),..., Am(o,n') sont deux a deux distincts
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On note kl(x) la fonction holomorphe au voisinage de O dans ¢n 1, solution du problée-

me de Cauchy du premier ordre

Dk (x) = A (x,D'k"(x))
kl(O,x') = x1
N 2 1 - 2 .
ou D' = (Dl,...,Dn), et ¢ (x,7,)s 0 (x,7), 00 T = (T1,T2) € ¢ , les fonctions

holomorphes solutions des problémes de Cauchy
2 2 2
D, © (XIT2) =) (x,D'0 (x,T2))
2 3
0 (x,%x7) = kK (x)
1 1 1
DO (€] (x,7) =2 (x,D' (O] (x,1))

2
© (X,x" = T, 12) = © (x,T2).

2

On a les relations
1 1
02 (x,0) = K2(x)5 o (x,x°,0) = kK2 (%) ; @ (x,0,x°) = K(x); o (x,0,0) =k’ (x) .

Donnons-nous un point y € Q - T : d'aprés le théoréme de Cauchy-Kowalewska, le
probléme de Cauchy (1) admet une unique solution holomorphe au voisinage de y. Par
des méthodes analogues & celles de Ludwig-Granoff [4] et Hamada-Leray-Wagschal [1],

on démontre le

Théoréme 1 : Il existe un nombre @ > O, un voisinage ouvert simplement connexe
C?(resp. 1;) de l'origine dans ¢n+1 (resp. ¢2), et pour]yll <w ., (y,0) € O x G
des fonctions ul(t,x,T), u2(t,x,T2), ui(t,x), 3 < i < m, holomorphes au voisinage
du point (t,x,T) =(y%y50) et se prolongeant analytiquement & daux(9xiggl
désignant le revétement universel du disque pointé ﬁw ={t € € ; O< [t <<u}(

tels que la fonction

X
[ 21,1 [ 2 2
= ( 1 Xy Xy dt, +
u (x) IR dr, Js D.u (@ (x,7),x,7)dr, + Jo D u™ (@ (x,T,) /%,T,) ,%,T,)dT,

m, .
+ z: u’ (k" (x) ,x)
i=3



Lsoit la solution du probléme de Cauchy (1) .

Remarque : Le théoréme 1 généralise des résultats précédents de Nakamura [5]1 , [6],
Hamada-Nakamura [2] concernant des singularités polaires.

Il est clair que la fonction ui(ki(x),x) se ramifie autour de 1l'hypersur-
face Ki d'équation ki(x) = 0. Les autres singularités de la fonction u(x) proviennent

des termes intégraux : leur é&tude suit la méthode de Leray [3] .

Hypothése 1 : q}(x,T) = P(x,7) T(x,T) ou Y est holomorphe, ne s'annulant pas
dans Ox B, et T est holomorphe en x, polynomiale en ( Tl, T2).
Hypothése 2 : m(0,0,0) § 0; Tm(©O,0,0) £ 0; mO,0,-0) £ 0 . On pose
T T
P 2 o
' ' ' = (7' —_, — ¥ = m .
P(X,Tl,Tz,T3) ( 3) m(x, = = ) ot p=4d
3 3
3
On note d la droite d'équation El Tl + 52 T2 + 53 =0 ( £3 € ¢ - {o}hH

un point de cette droite a pour coordonnées homogénes

(Ez Ny - £3n2, £3 n - El n,» El n, = &

5 nl) : on le notera &an

2

On note A 1l'anneau des polyndémes homogénes en § = (51,52,E3) a4 coefficients
dans l'anneau des germes de fonctions holomorphes en O. On considére la restriction
depP a Oxgqg:

B(x,E,n =Px,EaN) .

Soit B le produit des facteurs irréductibles de ﬁkx,g,n) dans a[n]. B' ne dépend

en fait que de (x,&£ amn) (cf. Leray [3] p.328) ; on pose :
P'(x Eam) =P'(x,Ea).

Le discriminant en p € ¢ de P'(x,§£ AN + P & A C) est de la forme
K
Q(x,8) P'(x, &€ AT) .

Hypothése 3 : @(0,1,0,-0 ) ¢ o .
0(x,&) se décompose de fagon unique dans A : soit Q' (x,£) le produit de ses facteurs

irréductibles. Le discriminant en p € € de Q'(x,& + pC) n'est pas fonction de

et est polynomial en (£,Z) : soit R(x) le pgcd de ses coefficients.
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Théoréme 2 : Il existe un voisinage (M de O dans ¢” ! tel que u(x) se prolonge

i analytiquement au revétement universel du complémentaire dans @' de 1'ensemble
i

m .
I x'(x) 0(x,1,0,00 0(x,0,1,0) 9(x,1,1,-x°) R(x) = O .
i=1
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